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摘要：由于广义半无限极大极小问题的极大函数的约束集合随 ! 的变化而变化，增加了对该问题的理论分析和求解

难度。为了克服这种情况，许多研究者考虑通过转化消除约束集合中的约束 "（!，#）"#。本文是通过一类由 C 范数

定义的精确罚，将广义的半无限极大极小规划中的约束条件消除，使该问题转化为半无限极小极大极小规划。在不

需要假设集合的条件下证明，当罚参数充分大时，半无限极小极大极小规划与广义半无限极大极小问题具有相同的

最优值，相同的局部最优解以及相同的全局最优解。利用这种等价性，进一步给出了广义半无限极大极小问题的一

个最优性条件。最后，对本文中建立的最优性条件与其它文献中的最优性条件之间的关系进行了讨论。
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C 预备知识

考虑广义半无限极大极小问题（H）

86.
!#!$

!（!） （C）

其中 ! I!$ $ ! 定义为

!（!）% <-’
##&

｛"（!，#） "（!，#）" #｝ （"）

其中 " I!$ ’ !( $ !，" I!$ ’ !( $ !)C，& % ｛## !( *（#）" #｝，* I!( $ !)"，对任意的 + %（+C，⋯，+,），

+" # 表示 +C " #，⋯，+, " #。!J&（!）% /(4 8/K
##&

｛"（!，#） "（!，#）" #｝。

广义半无限极大极小问题（H）不仅在理论上具有重要的研究价值，而且在现实生活中也有着重要的应

用价值。特别地，广义半无限极大极小问题常常可以应用到各种工程领域。在理论方面，由于广义半无限极大

极小问题的极大函数（"）式的约束集合随 ! 的变化而变化，增加了对该问题的理论分析和求解的难度。为了

克服这种情况，许多研究者考虑通过转化消除（"）式中约束 "（!，#）" #［C-L］。

在文献［C］中，M;:6=6. 通过一个可微的罚函数消除了约束 "（!，#）" #，并且证明了当罚参数趋于无穷大

时，罚问题的全局最优解序列收敛于问题（H）的全局最优解。文献［"］证明了在内部子问题（"）式线性独立

的约束规范条件下，一类广义半无限最优化问题是等价于一般的半无限最优化问题的，即等价于如下问题：

86.
!#!$

｛" #（!） "（!，#）"#，##$｝，其中"（·，·）是光滑的且$是包含无限个元素的集合。然而，这种等价关

系究竟是如何建立起来的，该文献没有阐述清楚。最近，文献［G］利用 N,@O/1;00/( 增广拉格朗日函数［%］ 消除

"（!，#）" # 并建立了与通常半无限极大极小问题的等价关系，简化了半无限极大极小问题的求解。在比文献

［G］弱的条件下，文献［B］通过一类精确罚函数同样消除了约束 "（!，#）" #，建立与广义半无限极大极小问

题等价的半无限极小极大极小问题。本文利用另一类由 C 范数定义的精确罚函数消除了广义半无限极大极

小问题中的约束条件 "（!，#）" #，在更弱的不需要假设集合 & 紧致的条件下，将该问题转化为半无限极小极

大极小问题。最后，给出了关于问题（H）的最优性条件，并在这个最优性条件与其他最优性条件之间建立了
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关系。

本文在第二部分，利用由 ! 范数定义的精确罚函数建立了相应的半无限极小极大极小问题，证明了在适

当的条件下，该问题与原问题（"）具有相同的最优值。在第三部分，证明了该问题与原问题之间具有相同的

局部最优解和全局最优解，并给出了原问题的一个新的最优性条件。

# 精确罚

在这一部分，将把一类由 ! 范数定义的精确罚函数应用到广义半无限极大极小问题中，将广义半无限极

大极小问题转化为一类半无限极小极大极小问题。

下面给出! 范数定义的精确罚函数，利用这个罚函数消去（#）式中的约束 !（"，#）"$，用 $ 表示罚参数。

对任意的 $% $ 定义如下问题（"$）

%&’
（"，$）#!%&!

()!（"，$） （*）

其中 ()! +!%&! $ ! 定义为

()!（"，$）’ ,-.
##(

｛"（"，#）) $&!（"，#）& &!｝ （/）

其中对 * ’（*!，⋯，*+）# !+，*& ’（%01｛*!，$｝，⋯，%01｛*+，$｝），&*&&! ’’
+

, ’ !
%01｛*,，$｝。注意到&-&! 是

一个极大函数，因此，问题（"$）是一个半无限极小极大极小问题。事实上，设 . 是包含所有由｛!，⋯，$!｝中元

素组成的集合的集合，即 / ’ ｛. .(｛!，⋯，$!｝｝，)/ ’ /)｛*｝。

()!（"，$）’ ,-.
##(

｛"（"，#）) $&!（"，#）& &!｝’ ,-.
##(

%&’
.#"#

0".（"，$，#） （2）

0".（"，$，#）’ "（"，#）) $’
1#.

! 1（"，#），.# /

0"*（"，$，#）’ "（"，#），. ’ *
下面考虑 !（"）与 ()!（"，$）之间的关系，假设

!）"（·，·），! 1（·，·），1#｛!，⋯，$!｝且 21（·），1#｛!，⋯，$#｝是连续的；

#）对所有的 "# !% 集合｛## ( !（"，#）" $｝+*。

定理 !( 若假设 !）、#）成立，则对所有的 "# !% 和 $# ! & ，有

()!（"，$）% !（"） （3）

证明 ( 若 ()!（"，$）’ & 4 ，则结论成立。设 ()!（"，$）3 & 4 ，则

()!（"，$）’ ,-.
##(

｛"（"，#）) $&!（"，#）&&!｝% ,-.
##(

｛"（"，#）) $&!（"，#）&&! !（"，#）" $｝’

,-.
##(

｛"（"，#） !（"，#）" $｝’ !（"）

下面将给出保证（3）式等式成立的一个充分必要条件。首先，给出一些基本概念，考虑以下不等式约束

问题 4（"，-）

,-.
##(

｛"（"，#） !（"，#）" -｝ （5）

设问题 4（"，-）的价值函数 * +!% 5 !$! $ !)｛& 4 ｝定义为

*（"，-）’ ,-.
##(

｛"（"，#） !（"，#）" -｝ （6）

其中，若对所有的 ## (，!（"，#）6 -，则 *（"，-）’ ) 4 。设

7（ 0"，#）’ ｛"# !% &" ) 0"& 3 #｝ 证毕

定理 #( 若假设 !）、#）成立，则对于 0"# !%，存在 0# 6 $，0$# ! & 使得对任意 "# 7（ 0"，0#）和 $% 0$ 满足

!（"）’ ()!（"，$） （7）

的充要条件是对任意 "# 7（ 0"，0#）和 -# !$!，有

*（"，-）) *（"，$）" 0$&-&! （!$）

证明 ( 必要性。假设存在 0# 6 $，0$# ! & 使得对任意 "# 7（ 0"，0#）和 $% 0$（7）式成立。则有
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!（"，!）# !（"）# "#!（"，$）# $%&
%#&

｛"（"，%）’ ($&)（"，%）* &’｝%

$%&
%#&

｛"（"，%）’ ($&)（"，%）* &’ )（"，%）" +｝% $%&
%#&

｛"（"，%） )（"，%）" +｝’

$%&
%#&

｛($&)（"，%）* &’ )（"，%）" +｝% !（"，+）’ ($&+&’

从而（’!）式是成立的。

充分性。假设存在 "# !,，(# - ! 和 ($ . ( 使得对任意 "# /（ ("，(#）和 +# !$’ 满足（’!）式。对任意 "#
/（ ("，(#），令 $ 0, "#!（"，($），则存在 %0 # &，使得

"（"，%0）’ $&)（"，%0）*&’ % $ 0
于是，由（’!）式可知

$ 0 " "（"，%0）’ $&)（"，%0）*&’ " !（"，)（"，%0）* ）’ ($&)（"，%0）*&’ " !（"，!）# !（"）

对上式两边取极限，得

"#!（"，$）" "#!（"，($）# )*+
0$*(

$ 0 " !（"）

因此，对所有 "# /（ ("，(#）和 $% ($，!（"）# "#!（"，$）。 证毕

, 最优性条件

通过上面的定理 -，容易得到问题（.）和问题（.$）的局部和全局最优解之间的关系。

定理 ," 若假设 ’）、-）成立且对任意 "# /（ ("，#）和 $% ($，（’!）式成立，则下面的结论成立

（/）若 "# !, 是问题（.）在领域 /（ ("，#）上的一个局部最优解，则（ ("，$）是问题（.$）关于 /（ ("，#）1 !
的一个局部最优解；

（0）若（ ("，$）是问题（.$）关于 /（ ("，#）1 !的一个局部最优解，那么 ("# !, 是问题（.）在邻域 /（ ("，#）

上的一个局部最优解。

定理 1" 若假设’）、-）成立且对任意 "#!, 和 $% ($，（’!）式成立，则问题（.）和（.$）的全局最优解在

+*2
"#!,

!（"）# +*2
（"，$）#!,*’

"#!（"，$） （’’）

的意义下是等价的。

根据定理 ,，容易得到下面关于问题（.）的最优性条件。

定理 3" 若假设 ’）、-）成立，(" 是问题（.）的局部极小解，存在 (# - !，($ 使得对任意 "# /（ ("，(#）和 +#
!$’ 满足（’!）式，则对任意 $% ($，有 !（ ("）# "#!（ ("，$）。

下面假设

,）"（·，·），) 2（·，·），2#｛’，⋯，$’｝且 32（·），2#｛’，⋯，$-｝是连续可微的；

1）&- !4 是紧的，对所有 "- !, 集合｛%# & )（"，%）" !｝+*。

在文献［4］中，在假设 ,）、1）下，对问题（.）给出了如下一阶最优性条件。

定理4" 若 ("是问题（.）的局部最优解，假设,）、1）成立，对所有的 %#"#&（("），向量 % ) 2（("，%），2# $!’（("，%）和

32（%），2# $!-（%）是线性独立的，其中 $!’（"，%）# ｛2# $’ ) 2（"，%）%!｝，$!-（%）# ｛2# $- 32（%）# !｝，

则

! # 56,!%# "#&（ ("）｛ ""（ ("，%）’ )"（ ("，%）5%（ ("，%）｝ （’-）

其中%（ ("，%）#!$’，&（ ("，%）#!$- 是在 %# "#&（ ("）点关于问题!（"）的唯一的665乘子，即（%（ ("，%），&（ ("，%））

满足

""（ ("，%）’ %)（ ("，%）5%（ ("，%）’ 3（%）5&（ ("，%）# !

%（ ("，%）)（ ("，%）* &（ ("，%）53（%）# !
%（ ("，%）% !，&（ ("，%）% !，)（ ("，%）" !，3（%）" !

下面将讨论定理 3、定理 4 中所给出的最优性条件之间的关系，定义函数 ’（"，$，%）和集合"#7 "#!（"，$）为
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%
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{ }
）

设矩阵 /（!，#）$
0#（!，#）

1#（#( )）
是（ "& 2 "’）3 4 维的，其中

0#（!，#）$（ # 0 &（!，#），⋯， # 0 "&（!，#））(，1#（#）$（ 1&（#），⋯， 1"’（#））(

设 5（!，#）$ 6781（5&（!，#），5’（#））是（ "& 2 "’）3（ "& 2 "’）维的对角矩阵，其中

5&（!，#）$ 6781（［ 0 &（!，#）- ］’，⋯，［ 0 "&（!，#）- ］’），5’（!，#）$ 6781（［1&（#）］’，⋯，［1"&（#）］’）

这里，+ $（+&，⋯，+9）# !9，+7- $ !"#｛+7，)｝，+- $（!"#｛+&，)｝，⋯，!"#（+9，)））。进一步，设 : *!* 3 !4$
!"&2"’ 定义为

:（!，#）$（$（!，#），%（!，#））( $［/（!，#）/（!，#）( 2 5（!，#）］2 /（!，#） #"（!，#） （&+）

其中 $（!，#）# !"&，%（!，#）# !"’ 和 ;2 表示矩阵 ; 的广义逆。

引理 &% 若假设 +）、,）成立。对 !# !* 和 ## !4 满足 # 0 <（!，#），<# "!&（!，#）和 1<（#），<# "!’（#）

是线性独立的，那么 /（!，#）/（!，#）( 2 5（!，#）是正定的。

证明 % 设 !# !* 和 ## !4 满足 # 0 <（!，#），<# "!&（!，#）与 1<（#），<# "!’（#）是线性独立的。根据

（&+）式中的定义 :（!，#）满足下面的等式

［/（!，#）/（!，#）( 2 5（!，#）］:（!，#）- /（!，#） #"（!，#）$ )
即无约束凸二次优化问题

!"#
:#!"&2"’

｛& - #"（!，#）2 /（!，#）(:&’ 2〈 :，5（!，#）:〉｝ （&,）

的一阶最优性条件。下面将证明 :（!，#）是问题（&,）式的唯一最优解。由于（&,）式二次规划问题，只需要证

明最小化的二次函数是正定的。显然，这个函数首先是半正定的。设 : $（$，%），则价值函数（&,）式中的二次

部分可以写为

〈 :，［/（!，#）/（!，#）( 2 5（!，#）］:〉$
&0#（!，#）($ 2 1#（#）(%&’ 2〈$，5&（!，#）$〉2〈%，5’（!，#）%〉

因此，（&,）式中的二次部分是正定的当且仅当

&0#（!，#）($ 2 1#（#）(%&’ 2〈$，5&（!，#）$〉2〈%，5’（!，#）%〉$ ) （&-）

蕴涵 $ $ ) 和 % $ )。当（&-）式成立时，一定有 $< $ )，对所有 <. "!&（!，#），且对所有 <. "!’（!，#），%< $ )。

因此，根据（&-）式可得

’
<#"!&（!，#）

$<
# 0 <（!，#）2 ’

<#"!’（!，#）

%< 1<（#）$ ) （&.）

由线性独立假设可知，（&.）、（&-）式成立的重要条件是$ $ )，% $ )。因此，=（!，#）=（!，#）( 2 /（!，#）是

正定的，则 :（!，#）是问题（&,）式的唯一最优解。 证毕

定理/% 若假设+）、,）成立，.!满足（&’）式且对任意 ## %$,（ .!），向量 # 0 <（ .!，#），<# "!&（ .!，#）与 1<（#），

<# "!’（#）是线性独立的。若对 " > )，有 #（ .!）$ %$#（ .!，"），且对所有的 ## %$,（ .!），有

"%’
"&

< $ &
$<（ .!，#） （&/）

其中 $<（·，·）是与（&+）式中定义的相同，那么，) # %$’ %$#（ .!，"）。

证明 % 根据 012134567628 定理，（&’）式成立当且仅当存在 .#7 # %$,（ .!），7 #｛&，⋯，* 2 &｝和乘子向量

.&# &# !*2& &7 % )，’
*2&

7 $ &
&{ }7 使得
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! ! ’
"#"

$ ! "
%!$

&"（ %&，%’$）(—’
"#"

$ ! "
’
)"

* ! "
%!$#*（ %&，%’$） & + *（ %&，%’$）

下面，将构造乘子 $,
$ % !（ $ ! "，#，⋯，" # "，,# $-），!$ % !（ $ ! "，#，⋯，" # "）及 ’$ # .，使得

’
"#"

$ ! "
!$’

,# $-

$,
$

%$"
,
（&，)，’$）/ %（&，)，’$）

%$&（&，)）/ %（&，)，’$）

& %",（&，)，’$









）

! !

且’
"#"

$ ! "
!$ ! "，’

,#!"
$,
$ ! "，从而证明 ! # %$0 %$&（ %&，)）。设 ) 1 ! 满足对所有的 ’# %$.（ %&），（"&）式成立。令

$,*
$ ! "

) #
*（ %&，%’$），,* ! ｛*｝，* ! "，⋯，)"

$,
$ ! !，,#｛,# - ,. -*，* ! "，⋯，)"｝，$*$ ! " /’

,#-
$,
$

取 !$ ! %!$，且 ’$ ! %’$，$#｛"，⋯，" # "｝。首先，有

!# !# #"#" !$ % !，’
"#"

$ ! "
!$ !{ }" ，’

,# $-

$,
$ ! "，$,

$ % !，,# -，$#｛"，⋯，" # "｝

且对所有的 $#｛"，⋯，" # "｝，+（ %&，’$）" !。进一步，对任意 *#｛"，⋯，)"｝和 $#｛"，⋯，" # "｝，有

!$$,*
$［",*（ %&，)，’$）/ %（ %&，)，’$）］! / )!$$,*

$ ’
*#,*

+ *（ %&，’$[ ]） ! / !$#*（ %&，’$）+
*（ %&，’$）! !

且对任意 $#｛"，⋯，" # "｝，%"*（ %&，)，’$）/ %（ %&，)，’$）! !。接下来，根据（"#）式

’
"#"

$ ! "
’
,# $-

!$$,
$ & %",（ %&，)，’$）! ’

"#"

$ ! "
!$

&"（ %&，’$）/’
"#"

$ ! "
’
,# $-

!$$,
$ ) ’

*#,
& + *（ %&，’$[ ]） !

’
"#"

$ ! "
!$

&"（ %&，%’$）/’
"#"

$ ! "
’
)"

* ! "
!$#*（ %&，%’$） & + *（ %&，%’$）! !

下面只需要证明对所有的 $#｛"，⋯，" # "｝，$*$ %! 即可。根据’’(乘子的定义，唯一的乘子#（ %&，%’$）和

’（ %&，%’$）构成最优化问题（")）的一个解。又由引理 " 可知，2（&，’）2（&，’）( # 3（&，’）正定且问题（")）式的

解的唯一。因此，对所有 $#｛"，⋯，" # "｝，(（ %&，%’$）! #（ %&，%’$）。从而
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$ ! " / "

)’
)"

* ! "
#*（ %&，%’$）! " / "
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故 ! # %$0 %$&（ %&，)）。 证毕
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