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关于不定方程 !* D % E ""#"!
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摘! 要：利用递归数列和同余式证明不定方程 !* D % E ""#" 在 ""G（:-BH）的条件下，仅有整数解（!，#）E（ I %，#）。
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! ! 关于不定方程 !* / % 0 1#"（1 2 #）已有不少

研究工作。当 1 无 $3 4 % 的素因数时，其全部整数解

已由柯召、孙琦、曹珍富等人得到。但当 1 有 $3 4 %
的素因数时，方程的求解较为困难。%MM% 年，王镇江

和佟瑞洲［%］证明了 !* 4 % 0 %*#" 仅有整数解（!，#）

0（ 5 %，#）；%MMG 年，罗明［"］证明了 !* 4 H 0 F#" 仅

有整数解（!，#） 0（ 5 "，#），（ 5 %，/ %），（%#，/
%"）；"##* 年，罗明［*］证明了 !* 4 % 0 %+#" 仅有整数

解（!，#）0（ 5 %，#），（G，/ *），同时证明了 !* 4 % 0
F#" 仅有整数解（!，#）0（ 5 %，#），（*，/ "）［+］。本文

将利用递归数列和同余式证明不定方程 !* 4 % 0
""#" 在 ""G（:-BH）的条件下，仅有整数解（!，#）0

（ 5 %，#）。

引理 %［G］! !" 5 *#+ 0 % 有整数解（!，#）0（"，

%），（F，"），（%，#），（ 5 %，#）。

引理"［G］! +!+ 5 *#" 0 % 有整数解（!，#）0（%，

%），（ 5 %，5 %），（%，5 %），（ 5 %，%）。

定理 ! ! ! !* 4 % 0 ""#" （%）

在 ""G（:-BH）的条件下，仅有整数解（!，#）0（ 5%，

#）。

证明 ! 因为（! 4 %，!" 5 ! 4 %）0 % 或 *，方程

（%）式给出下面 + 种可能的分解。

%）! 4 % 0 ""6"，!" 5 ! 4 % 0 7"，# 0 67
由第二式解得 ! 0 #，%，均不合第一式，故无解。

"）! 4 % 0 "6"，!" 5 ! 4 % 0 "7"，# 0 67
因为 "" G（:-BH），若 " 8 6，则 !"5 %（:-BH），

从而 * " G7"（:-BH），不 可 能。若 " 89 6，则 ! "
%（:-BH），从而 % " G7"（:-BH），也不可能，故无解。

*）! 4 % 0 $"6"，!" 5 ! 4 % 0 *7"，# 0 *67

第二式化为（"7）" 5 * "! 5 %( )*
"
0 %，再将第一

式代入即得（"7）" 5 *（+"6" 5 %）" 0 %。因此

8 "7 8 4（+"6" 5 %）!* 0

:- 4 ;-!* 0（" 4!*）-，-# 7，

其中 " 4!* 是 U’22 方程 !" 5 *#" 0 % 的基本解。所以

+"6" 0 ;- 4 %，-#7。因为" 8 - 时，" 8 ;-，+"6
" 0 ;- 4

% 不可能成立。又当 -"%（:-B+）时，;-"%（:-BH），

这导致 +"6" " "（:-BH），也不可能。因此仅考虑 -

"5 %（:-B+）。令 - 0 +< 5 %，有

+"6" 0 ;+< 5 % 4 % 0 5 :+< 4 ";+< 4 % 0
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!（! " "###$）" $%#$##$ " ! & #（#%#$ ! %##$）##$
所以有 #’(# & %#$!! ##$，又因为

（ %#$!!，##$）&（#%#$ ! %##$，##$）&
（#%#$，##$）&（#，##$）& #；

有 %#$!! & )#，##$ & #’*# （#）

或 %#$!! & #’)#，##$ & *# （%）

或 %#$!! & #)#，##$ & ’*# （$）

或 %#$!! & ’)#，##$ & #*# （&）

其中 ( & )*。由于 # +, ( 时，%- " #（’()$）可知（#）式

和（&）式的前式均不成立，故可以将（#）式和（&）式

排除。

由（%）式的后式得

%##$ ! %*$ & ! （"）

根据引理! 知（"）式有整数解（ %#$，*）&（#，!）

或（*，#）或（!，+）或（ ! !，+），但 # + ##$，由（%）式知

# + *#，从而 * & # 或 +，当 * & + 时，即 ##$ & +，从而

$ & +，但不适合（%）式的前式，故 * $ +，当 * & #
时，##$ & $，即 $ & !，不满足（%）式的前式，故 * $
#，所以（%）式无解。

将（$）式的前式代入 %##$!! ! %###$!! & !，得

$)$ ! %###$!! & ! （*）

根据引理# 知，（*）式有整数解（)，##$!!）&（!，

!）或（!，! !）或（ ! !，!）或（ ! !，! !），从而有 ##$!!

& . !，即$ & + 或!，当$ & ! 时不满足（$）式后式，

故 $$!，当$ & + 时，（$）式后式中 * & +，从而 ( &
+，代入到情形 %）中即得（!）式的平凡解（/，0） &

（ ! !，+）。

综上所述，情形 %）给出（!）式的平凡解（/，0）

&（ ! !，+）。

$）/ " ! & "(#，/# ! / " ! & %’1#，0 & %(1
因为 ’" &（’(),），若 # + (，则 /"! !（’(),），

从而 % " *1#（’(),），不 可 能。若 # +, (，则 / "
!（’(),），从而 ! " *1#（’(),），也不可能，故无解。

综上所述，则证明了定理。 证毕
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