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摘要：可分方法用于将一个复杂的大规模优化问题分解成各个子问题进行求解。本文对可分优化问题给出两种可

分方法，即分别将辅助问题原理（HII）方法和分块协调下降（J/?）方法应用于二次罚函数方法（KIL），并提出相应

的 KIL M HII 算法和 KIL M J/? 算法，使得在求解可分优化问题时仅需要修正罚因子。最后给出了两个算例，通过

与文献［$］中的 HNO M HII 和 HNO M J/? 算法作比较来求解，所得的计算结果说明本文给出的两种算法是具有有效

性的。
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! ! 对于求解约束最优化问题，可以利用罚函数方法把它无约束化，然后通过求解无约束罚问题的全局极小

而得到原约束最优化问题的全局极小。当问题的规模很大并具有一定的可分结构时，可以利用可分化方法

进行分解。可分化方法又称为分解方法，可应用于多区域电力系统分析、网络设计、价格决策管理等模型中，

早在上世纪 D# 年代就已提出，如 ?&’:Q31FR*-.8 分解和 J8’S8, 分解［"］。后来有不少相关的研究成果问

世［"F$"］。"##" 年，文献［$］从理论和实践两个方面比较了辅助问题原理（HII，H+T3-3&,; U,*V-85 U,3’=3U-8）方

法［$B］和分块协调下降（J/?，J-*=W =**,S3’&:8 S89=8’:）方法［$G］，两种分离技巧应用于增广拉格朗日松弛

（HNO，H+158’:8S -&1,&’13&’ ,8-&T&:3*’）方法时所得的两种可分方法。有时 J/? 方法也称为非线性高斯F赛
德尔（X&+99F<83S8-）方法。文献［$P］对其定义如下。

假定 ! 是笛卡尔乘积空间，! " " #

$ " $
!$，且设当前点为 %& "（%&

$，%&
"，⋯，%&

#），则非线性 X&+99F<83S8- 算

法定义为

53’
%’#!’

(（%&)$
$ ，⋯，%&)$

’ *$ ，%’，%
&
’)$，⋯，%&

#），’ " $，"，⋯，# （$）

本文将 HII 方法和 J/? 方法应用于二次罚函数方法，用于求解可分优化问题。二次罚函数方法

（KIL，K+&S,&:3= U8’&-:; 58:0*S ）通过构造二次惩罚项函数，并把它加到目标函数中去，将原约束规划问题

转化为一系列无约束最优化问题进行求解。在应用 HNO 方法求解时，不仅需要修正罚因子，而且要进行对

偶变量的迭代，而通过二次罚函数方法求解原约束规划问题时，仅需要修正罚因子，因此在计算上更加简单。

$ 预备知识

定义 $［"］! （可分函数）假定空间 ! 是可分的，即为乘积空间 !$ + !" + ⋯ + !,，任意 % # ! 可以写为

% "（%$，%"，⋯，%,），%$ # !$，$ " $，"，⋯，,，称函数 - 在 ! 上是可分函数，如果存在 , 个定义在 !$ 上的函数 -$，

使得 -（%）" $
,

$ " $
-$（%$）。

命题 $［"］! 假定每个函数 -$ 在 .$ 上是连续且有界的，这里 .$ 是 !$ 的一个子集合，则

{3’. $
,

$ " $
-$（%$），%$ # .$，$ " $，"，⋯， }, " $

,

$ " $
{3’. -$（%$），%$ # . }$
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! "#$ % &## 方法

为简单起见，考虑如下带有一个等式的约束的可分优化问题［#’］

()* !（"）# $
$

% # ’
!%（"%）

+, -, &（"）# $
$

% # ’
&%（"%）# .，"# ’，"% # ’% （!）

其中 !%：!
(%%! 和 &%：!

(%%!，% # ’，!，⋯，$ 连续可微，’ #" $

% # ’
’%，每个 ’% 是 ! (%（ % # ’，!，⋯，$）的非空紧

子集，这里 (’ ) (! ) ⋯($ # (（$& (）。对于多于一个等式约束的问题可类似考虑。

问题［#’］的二次罚函数为

*+（"）# *+（"’，"!，⋯，"$）# $
$

% # ’
!%（"%）) +

!（&（"））! （/）

相对应的无约束罚问题为

［"#’］()*
"#’

*+（"）# *+（"’，"!，⋯，"$）# $
$

% # ’
!%（"%）) +

!（&（"））! （0）

在问题（0）中，二次罚项（&（"））! 破坏了可分性，因此可用 &## 方法［’］ 将二次罚项在当前点 ", #（",
’，

",
!，⋯，",

$）线性化，再添加一个二次可分项，从而可将问题［"#’］分解成几个子问题。

为了更清楚地解释，令 $ 1 !，即考虑如下问题［#!］

［#!］()* !（"）# $
!

% # ’
!%（"%）

+, -, &（"）# $
!

% # ’
&%（"%）# .，"# ’ （2）

其中 !%：!
(%%! 和 &%：!

(%%!，% # ’，!，是连续可微，’ # "!

% # ’
’%，每个 ’% 是 ! (%（ % # ’，!）的非空紧子集，

(’ )(! # (（! & (）。

问题［#!］相对应的罚问题为

［"#!］()*
"#’

*+（"）# $
!

% # ’
!%（"%）) +

!（&（"））! （3）

应用 &## 方法，将二次罚项（&（"））! 在当前点 ", 1（",
’，",

!）线性化，再添加一个二次可分项

!+（ "’ - ",
’

! ) "! - ",
!

!）

则上述问题［"#!］近似等价于下面的问题（4）式

()*
"’#’’，"!#’!

$
!

% # ’
!%（"%）) +$

!

% # ’
.% " # ",·"% ) !+（ "’ - ",

’
! ) "! - ",

!
!） （4）

即 ()*
"’#’’，"!#’!

$
!

% # ’
（ !%（"%）) +.% " # ",·"% ) !+ "% - ",

%
!） （5）

这里 .% # &（"）
!&%

!"%
，% # ’，!，则问题［#!］对应的罚函数 *+ 的近似极小可分解为下面的两个子问题

()*
"%#’%

!%（"%）) +.% " # ",·"% ) !+ "% - ",
%

!，% # ’，! （6）

下面给出问题［#!］对应的 "#$ % &## 算法。

步 .7 初始化。选取初始点（可以是非可行点）", #（",
’，",

!）# ’，选取初始罚因子 +. / .，控制精度 ! /
.，令 , # .，0 / ’；

步 ’7 求解 ! 个子问题 ",)’
’ # 89: ()*

"’#’’
!’（"’）) +.’ " # ",·"’ ) !+ "’ - ",

’
!

",)’
! # 89: ()*

"!#’!
!!（"!）) +.! " # ",·"! ) !+ "! - ",

!
!
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其中 !" # $（%）
!$"

!%"
，" # !，"，得到一个新的迭代点 %&’! #（%&’!

! ，%&’!
" ）；

步"# 终止准则和罚参数的修正。若 $（%&’!） & !则停止，%&’! 是原问题［$"］的一个近似全局极小点。

否则增大罚因子，即 (&’! # )(&，& # & ’ !，转步 !。

注 !# 利用文献［!］中 %&’ ( %$$ 方法求解原问题［$"］的最优解，需要不断地修正罚因子和拉格朗日

乘子两项，而通过算法 )$* ( %$$ 求解时仅需修正罚因子 (。

+ )$* ( ,-. 方法

考虑问题（/）式，可利用 ,-. 方法（ 非线性 012334567869 方法）把问题（/）式分解成 * 个子问题进行求

解。

命题 "［!:］# （非线性 012334567869 方法的收敛性）假定 +：!, ! 在集合 - 上连续可微且凸，同时假定

当 % 的其他分量都给定时，对每个 .，+ 是 %. 的严格凸函数，若 %& 是由非线性 012334567869 得到的一个序列，则

%& 的极限点可使 + 在 - 达到极小。

据命题 " 可知，当 % 的其他分量都给定，+(（%）是关于 %. 的严格凸函数时，. # !，"，⋯，* ，非线性 012334
567869 方法的收敛性可以保证。

设当前点为 %& ;（%&
!，⋯，%&

. ，⋯，%&
*），则根据非线性 012334567869 方法得知第 . 个子问题为

<7=
%.#-.

+(（%&’!
! ，⋯，%&’!

. /! ，%.，%
&
.’!，⋯，%&

*），. # !，"，⋯，* （!>）

这样就得到一个新的迭代点 %&’! #（%&’!
! ，⋯，%&’!

. ，⋯，%&’!
* ）。

下面给出 )$* ( ,-. 算法。

步 ># 初始化。选取初始点（可以是非可行点）%& #（%&
!，⋯，%&

*）# -，选取初始罚因子 (> 0 >，控制精度

! 0 >，令 & # >，) 0 ! ；

步 !# 求解 * 个子问题

%&’!
. # 1?@ <7=

%.#-.
+(（%&’!

! ，⋯，%&’!
. /! ，%.，%

&
.’!，⋯，%&

*），. # !，"，⋯，,

得到一个新的迭代点 %&’! #（%&’!
! ，⋯，%&’!

. ，⋯，%&’!
* ）；

步 "# 终止准则和罚参数的修正。若 $（%&’!） & ! 则停止，%&’! 是原问题［$+］的一个近似全局极小

点，否则增大罚因子，即 (&’! # )(&，& # & ’ !，转步 ! 。

/ 数值例子

这里给出一些数值例子进一步说明本文提出的算法是有效的。

对于例 ! 和例 "，分别通过算法 )$* ( %$$ 与算法 %&’ ( %$$［!］、算法 )$* ( ,-. 与算法 %&’ ( ,-.［!］

做比较来求解，计算过程中取步 > 中 ! ; !> A:，数值结果记录在下面的表格中，其中 %> 为任意选取的初始点；

%!代表原问题的最优解；1（%!）表示原问题的最优值。

例 !［!B］ <7= 1（%）; %"! ( %"" ( %"+
3C DC $（%）; %! ( %" ( %+ A + ; >

例 ! 相对应的带有二次罚项的罚问题为

<7=
%#-

+(（%）# %"! ’ %"" ’ %"+ ’ (
"（%! ’ %" ’ %+ / +）" （!!）

通过算法 )$* ( %$$ 可将问题（!!）式分解为下面 + 个独立的子问题，假设当前点为 %&，

<7=
%.

%". ’ (（%&
! ’ %&

" ’ %&
+ / +）%. ’ "( %. / %&

.
"，. # !，"，+ （!"）

可以利用 )$* ( ,-. 算法把问题（!!）式分解成如下 + 个子问题

%&’!
. # 1?@ <7=

%.
+(（%&

!，%.，%
&
+），. # !，"，+ （!+）
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表 ! 记录了利用不同算法、取不同的初始点得到的例 ! 的数值结果。由表 ! 可知，算法 "#$ % &## 与

"#$ % ’() 的计算效果和算法 &*+ % &## 与 &*+ % ’() 的计算效果是基本一致的。事实上，在文献［!,］

中，一个已知的全局极小点为 !! -（!，!，!），相应的全局极小值是 "! - .。

表 !/ 例 ! 的数值结果

0123 !/ 045 67859:; 95<7=5< >? 5@18A=5 !

算法 !B !! "（!!） #（!!） 算法 !B !! "（!!） #（!!）

"#$ % &##








B

B

B

!3 BBB B

!3 BBB B






!3 BBB B

.3 BBB B C DB3 EFB B G !B C, "#$ % ’()








B

B

B

!3 B,B !

B3 EEF F






B3 EHD !

.3 BBF B C E3 BIB E G !B C,

&*+ % &##








B

B

B









!

!

!

.3 BBB B C E3 .IJ D G !B CF &*+ % ’()








B

B

B









!

!

!

.3 BBB B C !3 !!J F G !B CF

"#$ % &##

B3 I

B3 I






B3 I

!3 BBB B

!3 BBB B






!3 BBB B

.3 BBB B C ,3 !BB . G !B C, "#$ % ’()

B3 I

B3 I






B3 I

!3 B,B !

B3 EEF F






B3 EHD !

.3 BBF B C E3 BIB E G !B C,

"#$ % &##

B3 I

B3 I






B3 I









!

!

!

.3 BBB B C ,3 JHF H G !B CF "#$ % ’()

B3 I

B3 I






B3 I









!

!

!

.3 BBB B C !3 !!J F G !B CF

例 D［!B］ 8:6 "（!）$ !D! % !DD
<3 K3 #（!）$ !! % !D & !B $ B

表 D 记录了利用不同算法、取不同的初始点得到的例 D 的数值结果，由表 D 可知，算法 "#$ % &## 与

"#$ % ’() 的计算效果和算法 &*+ % &## 与 &*+ % ’() 的计算效果是基本一致的。事实上，在文献［!B］

中，根据拉格朗日松弛方法，求得例 D 的一个全局极小点为 !! -（I，I），全局极小值为 " - IB。

表 D/ 例 D 的数值结果

0123 !/ 045 67859:; 95<7=5< >? 5@18A=5 D

算法 !B !! "（!!） #（!!） 算法 !B !! "（!!） #（!!）

"#$ % &## ( ).. I3 BBB B( )I3 BBB B
IB3 BBB B C F3 EF. , G !B C, "#$ % ’() ( ).. I3 D!J D( )H3 FJ! J

IB3 BEI D C J3 ,!I , G !B C,

&*+ % &## ( ).. I3 BBB H( )I3 BBB H
IB3 BBJ . J3 .DJ , G !B CH &*+ % ’() ( ).. I3 BBB !( )H3 EEE E

IB3 BBB B .3 IIF J G !B CF

"#$ % &## ( )HH I3 BBB B( )I3 BBB B
IB3 BBB B C J3 D!B EF G !B C, "#$ % ’() ( )HH I3 D!J D( )H3 FJ! J

IB3 BEI D C J3 ,!I , G !B C,

&*+ % &## ( )HH I3 BBB H( )I3 BBB H
IB3 BBJ . J3 .DJ , G !B CF &*+ % ’() ( )HH I3 BBB !( )H3 EEE E

IB3 BBB B .3 IIF J G !B CF

I/ 结论

本文提出两种二次罚函数可分化方法，给出了相应的算法 "#$ % &## 和 "#$ % ’()，并用两个简单例

子来说明这两种方法的计算结果；算法 "#$ % &## 的收敛性目前仍在考虑中。
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