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摘要：对变系数 G> 模型的估计问题进行深入研究，利用核函数法和广义最小二乘法运用类似于迭代的方法改进了

变系数 G> 模型系数参数的估计。首先，将一步核估计 !!#（ "#）（ # $ $，⋯，%）代入模型，用广义最小二乘法得到 !的第

二步估计"! $ &’$
% (K（) ’ !*#（+））。然后，再将"! 的值代入模型中，将 !!#（ "#）还原成 !#（ "#），定义 !#（ "）的最终估计为

"!#（ "）$ $
"#
#

%

# $ $
,%#（ "）（)# ’ (K

#"!）在适当的正则条件下，证明了所给的估计具有相合性和一致相合性。最后借助 L&:F

-&M 对估计量进行了模拟研究，结果表明估计的效果较已有结果有所提高。
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! ! 考虑如下模型

)# $ -K
# !（ "#）. ##

(# $ -# . /{
#

，# $ $，⋯，% （$）

其中 ( 和 - 都是 !0 O $中的随机向量，- 不可直接观测，称为潜在变量［$］，( 为可观测变量，) 是一维实值随机

变量，" 是一实变量（可以是时间、温度等）。假定 " 在一个闭区间上变化，不失一般性，认为 "$［#，$］。# 是随

机误差，/ 是 0 . $ 维测量误差向量。称上述模型为变系数 G> 模型。

关于该模型，国内外已有一些讨论［"F$#］。在这些讨论中，文献［"］首先研究了该模型一维情形下系数函

数的相合估计，文献［I］将它推广到一般的 0 维情形。文献［H］利用调整的加权最小二乘方法估计其中的系

数函数，得到了估计的强相合性和渐近正态性。文献［D］利用核函数法和广义最小二乘法给出了其系数函

数的一步核估计，得到了估计的强相合性及一致强相合性。文献［)］对该问题进行了比较详细的研究，利用

修正的局部线性方法（/*,,8=:8P -*=&- -3’8&, 89:35&:*,）给出了函数系数的相合估计，证明了其渐近分布为正态

分布，并给出了误差方差的相合估计，还利用广义似然方法（Q8’8,&-3R8P -3S8-30**P :8=0’32+8）讨论了该模型

的最优拟合检验（Q**P’899F*.F.3: :89:）问题。文献［J］利用与文献［)］一样的方法也讨论了该模型的估计问

题，并讨论了窗宽的选择。

本文在文献［D］基础上运用类似于迭代的方法改进了系数参数的估计，得到了估计的相合性和一致相

合性，模拟结果表明估计效果确实有所提高。

$ 系数参数 !（ "）的改进估计及其性质

根据文献［D］的思路，在用核函数法求出了系数参数 !! 1（ "）（ 1 $ #，$，⋯，0）的第一步核估计以后，还可以

利用已求出的结果改进参数的估计。因为凭直觉，第一步核估计还显得有点粗糙。利用类似于迭代的方法，

定义系数参数的改进估计如下。

为方便讨论，将模型（$）改写成
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!" # $"!!!（ %"）& $"
" !（ %"）""

’" # $" & ("

’"! # $"! & ("

{
!

，" # #，⋯，) （$）

其中，$" #（$"#，⋯，$"*）
"，!（ %"）#（!#（ %"），⋯，!*（ %"））"，(" #（("#，⋯，("*）

"，’" #（’"#，⋯，’"*）
"。

将 +!!（ %"）（ " # #，⋯，)）的值代入模型（$）中，同样取 ! # ,［!（ %）］，得到如下模型

!" # $"!
+!!（ %"）& $"

" ! & ""，

’" # $" & ("

’"! # $"! & ("

{
!

，" # #，⋯，) （%）

从而有

!" # ’"!
+!!（ %"）& ’"

" ! &（"" - $"!
+!!（ %"）- ("

" !）% ’"!
+!!（ %"）& ’"

" ! & ."，" # #，⋯，) （&）

对模型（&）用广义最小二乘法，得到 ! 的第二步估计为

"! # /-#
) ’"（! - +0!（1）） （’）

其中 +0!（1）%（’#!
+!!（ %#），⋯，’)!

+!!（ %)））" 。

再将"! 的值代入模型（%）中，将 +!!（ %"）还原成 !!（ %"），取 $"! # ,（$"!）# #!，即有如下模型

!" # #!!!（ %"）& $"
""! & ""

’" # $" & ({
"

，" # #，⋯，) （(）

此时定义 !!（ %）的非参数核估计为

"!!（ %）# #
#!
#

)

" # #
2)"（ %）（!" -#

*

3 # #
’"3"! 3）# #

#!
#

)

" # #
2)"（ %）（!" - ’"

" "!） （)）

在给出结论之前，先列出所需要的假设条件。

#）（""，("!，("
" ）"（# & " & )）为 * & $ 维独立同分布的随机误差向量，且满足 ,（""，("!，("

" ）" # !，

*+,（""，("!，("
" ）" # $$ 4*&$，$$ 5 ! 未知；

$）%#，⋯，%) 独立同分布，其密度函数 6 未知；

% {） （’"!，’"
" ，%"）

"，# & "& }) {与 （""，("!，("
" ）"，# & "& }) 相互独立；

&）秩（’）# *，) 5 *，即 ’ 是列满秩的；

’）-./
) 5 *

#"
)7#)

) 8 # ；

(）! 8 012（$"3! 3（ %"））8 3（ 3 # !，#，⋯，*），因而 ! 8 9（."）# ,（.$" ）8 3 ；

)）假定 $"3（! & 3& *）的期望存在且不为 !，令 #! # ,（$"!）# ,（’"!）；

4）存在 ! 8 :# & :$ 8 3 ，使得 :# 4（’(’ 8 $）& ;（(）& :$ 4（’(’ 8 $），($［!，#］；

5）! 8 678 6（ %）& -./ 6（ %）8 3 ，其中 6 为 % 的 密度函数；

#!）! 8 678
%

6（ %）& -./
%

6（ %）8 3 ，% 为 !# 的有界区间；

##）6（·），! 3（·）（ 3 # !，#，⋯，*）在 !# 上有界，且在含 % 的一个开区间上连续。

定理 #［(］9 在上述条件 #） < 5）成立下，如果 =)(!，
)

#
$ =)

:+; ) (3 ，678（)#->=)） 5 !，& $（
#
$ ，#）且

:6<
)(3

<1=
#&?&)

’"
? /

-#
) ’? # !，则 +!!（ %） )**

1> ->
!!（ %），对任意的 %$ @6 +｛%，6（ %）5 !｝，其中 @6 表示 6 的连续点集。

定理 $9 在上述条件 #）< ##）成立下，记 A" # B" - ’"
" !（ %"），", # {，（ A"，%"），", }# 为 6> 6> ?> 样本数据。

设（ A#，%#）有未知密度函数 ’（ A，%），再记 =（ %）# -A’（ A，%）?A，%$!#，则有 -./
%

+!!（ %）- !!（ %） )**
1> ->

! 。

注 #9 由上述定理#、$ 及前面的估计方法不难得出：#）+! 3（ %） )**
1> ->

! 3（ %）；$）-./
%

+! 3（ %）- ! 3（ %） )**
1> ->

!。

其中 3 # !，#，⋯，*；%$ @6 {+ %，6（ %）5 }! 。

定理 %9 假设定理 # 的条件成立，用条件-./
) 5 *

#"
)7#) # C（#）代替条件 ’），且 !!（·）在 !# 上有界，则当
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!"!
# (" 时，有"!"（ $） )**

#$ %$
!"（ $）。

定理 &’ 假设定理 ( 的条件成立，且 !"（·）在 !! 上有界，则当 !"!
# (" 时，有%)*

"
"!"（$）" !"（$） )**

#$ %$
" 。

注 (’ 由估计的方法及上述定理 +、& 不难得出：!）"! %（ $） )**
#$ %$

! %（ $）；(）%)*
"
"! %（ $）" ! %（ $） )**

#$ %$
" 。其

中，% & "，!，⋯，’；$$ () {+ $，)（ $）* }" 。

( 模拟研究

下面借助于 ,#-.#/ 对估计量进行了模拟研究。

例 !’ + & %01（+($）,! - $+,( - #，.! & ,! - /!，.( & ,( - /( 。

在这个 例 子 中，取 $ 0 1［"，!］，,! 0 2（2，!），,( 0 2（!，!），#，/!，/( 都 是 标 准 正 态 随 机 变 量，取

*#134510678 核函数，窗宽取固定窗宽 3# & !
2"。样本数据由 ,#-.#/ 随机产生，样本容量 # & ! """。

例 ! 中对［"，!］上等距的 !"" 个时间点进行估计，得到的估计值用符号!表示，待估参数的实际值用连

续的曲线表示。分别用文献［9］中的一步核估计和改进的核估计进行模拟，模拟结果表明改进的估计效果

确实有所提高。这里给出 !"（ $）& %01（+($）的估计效果，见图 !、图 (。其中横坐标表示时间，纵坐标表示相

应时刻的函数值。

图 !’ 原方法的估计效果 图 (’ 改进方法的估计效果

+ 定理的证明

下面证明文中的两个定理。在证明之前，先给出一些引理。

引理 !［!!］’ 对于非参数模型，（.，+）为 !’ :! 上随机变量，4 + 5 ; 。（,6，76）（ 6 & !，⋯，#）为来自总

体（.，+）的样本，存在某个未知的实值函数 8（,）使得 4（76 9 ,6 & ,） & 8（,），6 & !，⋯，#，, $!
’
，设

4 76
: 5 ; 对某个 : * " 成立，且存在 ;( , ;! * "，’ * " 使得 ;! <（’/’）5 ’ & =（/）& ;( <（’/’ 5 ’），<（·）为示

性函数，如 3#("，
#3#

#!" !
: .7< #

(; ，则对非参数核估计 >8（,）& #
#

6 & !

= , " ,6

3( )
#

76

#
#

: & !
= , " ,:

3( )
#

有 >8（,） )**
#$ %$

8（,）。

引理 (［!(］’ 设 /!，⋯，/# 是独立随机变量，且存在绝对常数 ? * "，使得 /6 & ?，对 ! & 6& # 成立，

若 4/6 & "，那么对任给的 # * " 及 #, ! 均有

@（ #
#

6 & !
/6 , #）& (3=* " #(

(（#
#

6 & !
>#?（/6）- ?#( )）

定理 + 的证明 ’ ’ ’ "!"（ $）& !
$"
#

#

6 & !
A#6（ $）（+6 "#

’

% & !
.6%"! %）& !

$"
#

#

6 & !
A#6（ $）（+6 " .@

6"!）&

!
$"

[B C@
#（ $）（+ " .!）" C@

#（ $）.（"! " ! ]）
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"! ! ! " #!!
$ %"（& ! ’(#（)））! ! " #!!

$ %"（"#!#（ *）+ %! + #$ ! ,"! ! ’(#（)））! ! "
#!!
$ %"%! + #!!

$ %"（#$ ! ,"!）! #!!
$ %"（ ’(#（)）! "#!#（ *））! ! "

#!!
$ %"（#$ ! ,"!）! #!!

$ %"（ ’(#（)）! "#!#（ *））

"!（ *）" !
"#

[- ."
$（ *）（& ! %!）! ."

$（ *）%（#$ ! ,"! ]） + ."
$（ *）%#!!

$ %"（ ’(#（)）! "#!#（ *））"

!
"#

[- ."
$（ *）（& ! %!）! ."

$（ *）/（#$ ! ,"!）+ .)
$（ *）/（ ’(#（)）! "#!#（ * ]））

类似于定理 ! 的证明，由引理 ! 有

."
$（ *）（& ! %!） )**

$% &%
!#（ *） （’）

令 0$ " #$ ! ,"!，由条件 !）1 (） {可知 0 }2 为 )% )% *% ，且 30! " #，30+! 4 , ，于是 ."
$（ *）/（#$ ! ,"!）"

."
$（ *）/0$。

又记 5$6 " #
$

2 " !
7$2（ *）8（$）

26 " #
$

2 " !

9 * ! *2
:( )
$

8（$）
26

#
$

; " !
9 * ! *;

:( )
$

，6 " !，⋯，$

于是 ."
$（ *）/0$ " #

$

2 " !
5$202 "（ <$（ *））!! #

$

6 " !

!
$:$
#

$

= " !
6 * ! *=

:( )
$

8（$）[ ]=6 0{ }6 %（ <$（ *））!! - >

其中 > " #
$

6 " !

!
$:$
#

$

= " !
6 * ! *=

:( )
$

8（$）[ ]=6 06 " #
$

6 " !

!
$:$
#

$

= " !
6 * ! *=

:( )
$

! 36 * ! *=
:( )
$

+ 36 * ! *=
:( )( )
$

8（$）[ ]=6 06 "

#
$

6 " !

!
$:$
#

$

= " !
6 * ! *=

:( )
$

! 36 * ! *=
:( )( )
$

8（$）[ ]=6 06 +#
$

6 " !

!
$:$
#

$

= " !
36 * ! *=

:( )
$

8（$）[ ]=6 06

令 $$2（ *） " 9 * ! *2
:( )
$

! 39 * ! *2
:( )
$

，2 " !，⋯，$，%+
$（ *） " 3［$$!（ *）］+，,$（ *） " 3［$$2（ *）?!］，3$（ *） "

3［$$!（ *）?!］+，&$（ *）" !
:$

39 * ! *!
:( )
$

，则

> " #
$

6 " !

!
$:$
#

$

= " !
$$=（ *）8（$）[ ]=6 06 + &$（ *）#

$

6 " !

>$6

$ 06 % @! + @+

其中 @+ " &$（ *）#
$

6 " !

>$6

$ 06 。

再令 0A6 " 06B（ 06 & #+ 2
!
+ ），0C6 " 06 ! 0A6 ，再记 0$6 "

>$6

$（0A6 ! 30A6 ），6 " !，⋯，$，则可知 0$6 相互独立，

且 30$6 " #，当 $ 充分大时，-$.
!&6&$

0$6 & +#+$
!
+ -$.

!&6&$

>$6

$
& D#+$

!
+ 。故 /$0（0$6）" 3（0$6）

+ 4
>+

$6

$+ 30
+
6 & D$!+，

由上述引理 + 有

/ #
$

2 " !
0$2 ,( )# & +1.2 ! #+

#
$

2 " !
/$0（0$2）+ D#($!( )!

+
& +1.2 ! #+

#($!( )!
+

" (+1.2 ! D# !!$! )!
+

再由 3401567$8940 引理知#
$

6 " !
0$6

$% &
)**
E

#（$(, ）。因为对任意 # F #，有 30+! 4 , ，由三级数定理可证

#
$

6 " !
0C6 4 , ，$% &% ，所以 #

$

6 " !

>$6

$ 0C6 & -$. >$6

$ #
$

6 " !
0C( )6 & G（$!!），$% &% 。

又 #
$

6 " !

>$6

$ 30C6 & -$. >$6

$ #
$

6 " !
3 06 B（ 06 , #+ 2( )!

+ & D$!!$
!
+ " D$! !

+ ，$% &%

所以 @+ & &$（ *）#
$

6 " !

>$6

$（0A6 + 0C6 ）& D #
$

6 " !
0$6 + D #

$

6 " !

>$6

$ 0C6 + D #
$

6 " !

>$6

$ 30C6 )**
$% &%

# （:）
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另一方面，对 !! " #
#

$ " !

!
#%#
#

#

& " !
!#&（ ’）(（#）[ ]&$ )$ ，有

" *（!!）
# "#

#

$ "!
* # #

& "!
!#&（’）(（#）[ ]&$

#)#{ }$ +# $.,
* # #

& "!
!#&（’）(（#）[ ]&$ # #

& "!
!#&（’）(（#）[ ]&, )$){ },

（#%#）
# % -! + -#

因为 #
#

, " !
#

#

$ "
[

!
(（#） ],$

# " #
#

, " !
(（#）
,, " $%（.）" .

所以由题设有

" -# "
# $.,

[* !#$（ ’）!#,（ ’） (（#）
$$ (（#）

,, + (#（#）( )
,$ )$) ],

（#%#）
# "

# $.,
[* *（!#$（ ’）)$!#,（ ’）),） (（#）

$$ (（#）
,, + (#（#）( ) ]

,$

（#%#）
#

因为 !#/（ ’）为 &’ &’ (’ 为随机变量，)/ 为 &’ &’ (’ 随机误差变量，所以

-# "
# $.,

[* !#!（ ’）) ]!
# (（#）

$$ (（#）
,, + (#（#）( )

,$

（#%#）
# &

（0 + !） [* !#!（ ’）) ]!
#

（#%#）
#

由柯西)斯瓦兹不等式有 [* !#!（ ’）) ]!
# & [* !#!（ ’ ]） #*)#! & 1，于是 -# & 1#2#"。

-! "
#

#

$ " !
* # #

& " !
!#&（ ’）(（#）[ ]&$

#)#{ }$
（#%#）

# " #
#

$ " !

（(（#）
#$ ）# +# /.$

（(（#）
/$ ）[ ]# ##

#（ ’）*)#!
（#%#）

# & 1#2#"

所以当 #, 0 时，* ![ ]
!

# & 1#2#"，" 3 !
# 。由 *+%,-)./0$+% 引理有 " " " " " " " !! )**

/’ 1’
2 （!2）

由（3）、（!2）式有 44
#（ ’）.)# " 44

#（ ’）.（$# 2 54%） )**
/’ 1’

2 （!!）

下证 44
#（ ’）.（ 672（8）2 &2%2（ ’）） )**

/’ 1’
2 。

因为 44
#（ ’）.（ 672（8）2 &2%2（ ’）） " 44

#（ ’）. 672（8）2 &2%2（ ’）） ，由条件 5）可知

44
#（ ’）. &#

&，$
9#&（ ’）(（#）

&$ " #
&，$

: ’ 2 ’&
%( )
#

(（#）
&$

#
#

/ " !
: ’ 2 ’&

%( )
#

& 1#
&，$

(（#）
&$

#
#

/ " !
: ’ 2 ’&

%( )
#

& 1#
&，$

(（#）
&$

# ; 1#
#

/ " !

<#$

#

而 !4
#.!# " #

&，$
(（#）
&$ " #

#

$ " !
<#

#$ " #
#

$ " !
<#$

由题中条件167
# 3 0

!4
#.!# " =（!），有#

#

$ " !

<#$( )#

#

& 1。当然，当 # , 0 时，有#
#

$ " !

<#$

#
& 1。所以，当 # , 0 时

44
#（ ’）. & 1#

#

$ " !

<#$

#
& 1，而由定理 # 有 167

’
6%2（ ’）2 %2（ ’） )**

/’ 1’
2，从而易知
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