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摘要：对任一有限群 #和任一正整数 $，令#（$）%｛&" # &$ % $｝。若#$与#"为有限群，满足 #$（$） % #"（$） ，

$ % $，"，⋯，则称 #$与 #"为同阶型群。文中讨论了与 I0*5J9*’猜想相关的同阶型群的问题，两个有限群阶型相同是
否同构的问题，并且对有限群 #，定义了 #的 "函数值 "（#），表示与群 #的阶型相同的有限群的同构类类数。本文利
用G!"阶群的结构完全分类，通过计算得出所有G!"阶群的阶型，对任一G!"阶群’，得出了’的"函数值。特别地，在G!"

阶群中找到了一对群，它们的 "函数值为 "，即阶为 G!" 的群中存在一对不同构的群，它们阶型相同(这里 !为奇素数。
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! ! 对任一有限群 #和任一正整数 $，令 #（$）%｛&" # &$ % $｝。若 #$ 与 #" 为有限群，满足 #$（$） %
#"（$） ，$ % $，"，⋯，则称 #$与 #"为同阶型群。设 #为有限群，用 !)（#）表 #中 )阶元的个数，简记为 !)，

其中 )为正整数，且 ) # ；称 "（#）%（!$，⋯，!*，⋯，!+）为 #的阶型［$,H］。关于同阶型群，%( L( I0*5J9*’

提出了一个著名的猜想。

猜想 设 #$ 与 #" 为同阶型的有限群，若 #$ 可解，则 #" 一定可解。

研究中发现很多群可由其阶型唯一确定，给定有限群’，用 "（’）表示满足 "（#）% "（’）的有限群#的
同构类类数，称 "（’）为’的 "函数值。对很多的有限群’，有 "（’）% $，如由文献［D］可知，当’为 "B!阶
群时，"（’）% $，也有’满足 "（’）% "，如在 !B阶群中，当’为 !B阶初等交换群，!为奇素数时，"（’）% "。
本文利用G!"（!为奇素数）阶群的分类，给出了所有G!"阶群的阶型，对任一G!"阶群’，得出了 "（’）的

值。特别地，在 G!" 阶群中找到了一对群，它们的 "函数值为 "。

$ G!"（! M B）阶群的 "函数值
引理 $［)］! 设素数（! - B），则 G!" 阶群 #，
$）在 !# $（5*N G）时，有 $D 个，其构造如下
! #$ %〈.〉，.G!" % $（循环群）；

" #" %〈.，/〉，.!" % $ % /G，/,$./ % .,$；

# #B %〈.，/〉，.!" % $ % /G，/,$./ % .0，其中 0" #, $（5*N !"）；

$ #G %〈.〉1〈/〉1〈2〉，.!" % /" % 2" % $（交换群）；

% #H %〈.，/，2〉，.!" % /" % 2" % $ %［.，/］%［/，2］，2,$.2 % .,$；

& #D %〈.〉1〈/〉1〈2〉1〈"〉，.! % /! % 2" % "" % $（交换群）；
’ #) %〈.，/，2，"〉，.! % /! % 2" % "" % $ %［.，/］%［2，"］%［.，2］%［/，2］，",$." % .,$，",$/" % /,$；

( #O %〈.，/，2，"〉，.! % /! % 2" % "" % $ %［.，/］%［2，"］%［.，2］%［/，2］，",$." % /，",$/" % .；
) #C %〈.，/，2，"〉，.! % /! % 2" % "" % $ %［.，/］%［2，"］，2,$.2 % .,$，2,$/2 % /,$，",$." % /，",$/" % .；
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! !!" "〈#〉$〈%〉$〈&〉，#’ " %’ " &# " !（交换群）；
"#$ !!! "〈#，%，&〉，#’ " %’ " &# " ! "［#，%］，&(!#& " #(!，&(!%& " %(!；

"#% !!$ "〈#，%，&〉，#’ " %’ " &# " ! "［#，%］，&(!#& " #)，&(!%& " %)，其中 )$ #( !（%&’ ’）；
"#& !!( "〈#，%，&〉，#’ " %’ " &# " ! "［#，%］，&(!#& " %，&(!%& " #；
"#’ !!# "〈#，%，&〉，#’ " %’ " &# " ! "［#，%］，&(!#& " %(!，&(!%& " #；
"#( !!) "〈#，%，&〉，#’ " %’ " &# " ! "［#，%］，&(!#& "（#%）)，&(!%& "（#(!%）)，其中（$) * !）$ #

( !（%&’ ’）；
"#) !!* "〈#，%，&〉，#’ " %’ " &# " ! "［#，%］，&(!#& "（#%）()，&(!%& "（#%(!）)，其中（$) * !）$#( !（%&’ ’）。
$）在 ’#( !（%&’ #）时，有 !$个，其构造分别为 !）中的 !!，!$，!#，!)，!*，!+，!,，!-，!!"，!!!，!!(，!!#。

引理 $ 对引理 ! 中的 !+，+ " !，$，⋯，!*，有下列结果
!（!!）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，!，$，’ ( !，$（’ ( !），’（’ ( !），’（’ ( !），$’（’ ( !））
!（!$）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，!，$’$，’ ( !，’ ( !，"，’（’ ( !），’（’ ( !），"）
!（!(）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，’$，$’$，’ ( !，"，"，’（’ ( !），"，"）
!（!#）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，(，"，’ ( !，(（’ ( !），"，’（’ ( !），(’（’ ( !），"）
!（!)）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，$’$ * !，"，’ ( !，’ ( !，"，’（’ ( !），’（’ ( !），"）
!（!*）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，(，"，’$ ( !，(（’$ ( !），"，"，"，"）
!（!+）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，$’$ * !，"，’$ ( !，’$ ( !，"，"，"，"）
!（!,）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，$’$ * !，"，’$ ( !，（(’ * !）（’ ( !），"，"，"，"）
!（!-）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，’（’ * $），"，’$ ( !，$’（’ ( !），"，"，"，"）
!（!!"）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，!，$，’$ ( !，’$ ( !，$（’$ ( !），"，"，"）
!（!!!）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，!，$’$，’$ ( !，’$ ( !，"，"，"，"）
!（!!$）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，’$，$’$，’$ ( !，"，"，"，"，"）
!（!!(）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，!，$’，’$ ( !，’$ ( !，$’（’ ( !），"，"，"）
!（!!#）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，’$，$’$，’$ ( !，"，"，"，"，"）
!（!!)）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，’，$’$，’$ ( !，’（’ ( !），"，"，"，"）
!（!!*）"（"!，"$，"#，"’，"$’，"#’，"’$，"$’$，"#’$）"（!，’，$’，’$ ( !，’（’ ( !），$’（’ ( !），"，"，"）
证明 由 ./0&1定理，#’$（’ , (）阶群 !的 ./0&1-’子群 .唯一。
!）因为 !! 为循环群，!#，!*，!!" 为交换群，经简单计算可得 !（!!），!（!#），!（!*），!（!!"）。

$）+ " $，( 时，!+ " . * .% * .%$ * .%(。以 !$ 为例计算 !+ 的各阶元的个数。. "〈#〉中有 !个 !阶元，
’ ( !个 ’阶元，’（’ ( !）个 ’$ 阶元。讨论形如 #+%的元，#+% " %#(+，（#+%）$ "（%#(+）（#+%）" %$，故 #+% "
#，有 ’$ 个 #阶元，因为 .为 !的正规子群，.%( " %(. " %(!. "（.%）(!，于是 #+%( " #，有 ’$ 个 #阶元。讨
论形如 #+%$ 的元，#+%$ " %$#+，+ " " 时， %$ " $，+$ " 时，当 #+ " ’ 时， #+%$ " $’，当 #+ " ’$ 时，

#+%$ " $’$ 时，于是形如 #+%$ 的元中有 !个 $阶元，有 ’ ( !个 $’阶元，’（’ ( !）个 $’$ 阶元。综上有 "! "
!，"$ " !，"# " $’$，"’ " ’ ( !，"$’ " ’ ( !，#’$ " ’（’ ( !），"$’$ " ’（’ ( !）。即得 !（!$）。

同理可得 !（!(）。

(）!) " . * .% * .& * .%&。. "〈#〉中有 !个 !阶元，’ ( !个 ’阶元，’（’ ( !）个 ’$阶元。讨论形如 #+%
的元，+ " "时， % " $，+$"时，因为［#，%］" !，当 #+ " ’时， #+% " $’，当 #+ " ’$时， #+% " $’$，

于是形如 #+%的元中有!个$阶元，有 ’ ( !个$’阶元，’（’ ( !）个$’$阶元。讨论形如 #+&的元，因 #+& " &#(+，

故（#+&）$ " &$ " !，从而 #+& " $’，有 ’$个$阶元。最后讨论形状为 #+%&的元，由［%，#+&］" !可得 #+%& "
$，有 ’$ 个 $阶元。综上有 "! " !，"$ " $’$ * !，"’ " ’ ( !，"$’ " ’ ( !，#’$ " ’（’ ( !），"$’$ " ’（’ ( !）。即
得 !（!)）。

#）+ " +，,，-时，!+ " . * .& * ./ * .&/。以 !+ 为例计算 !+ 的各阶元的个数。. "〈#，%〉中有 !个 !阶
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元，!! " " 个 !阶元。讨论形如 #$%&’的元，$ ( & ( # 时， ’ ( !，$，&不同时为 # 时，因 #$%&’ ( ’（#$%&），从而

#$%&’ ( !!，于是形如 #$%&’的元中有 " 个 ! 阶元，!! " " 个 !! 阶元。讨论形如 #$%&) 的元，#$%&) ( )#"$% "&，

（#$%&)）! ( )! ( "，故 #$%&) ( !，共有 !! 个 ! 阶元。最后讨论形如 #$%&’) 的元，由于［’，#$%&)］ ( "，故
#$%&’) ( !，共 !! 个 ! 阶元。综上有 !" ( "，!! ( !!! * "，!! ( !! " "，!!! ( !! " "。即得 "（+$）。

同理可得 "（+%），"（+&）。

’）$ ( ""，"!，"(，") 时，+$ ( , * ,’ * ,’! * ,’(。以 +"" 为例计算 +$ 的各阶元的个数。, (〈#，%〉中有
" 个 "阶元，!! " "个 !阶元。讨论形如 #$%&’的元，#$%&’ ( ’#"$% "&，（#$%&’）! ( ’!，所以 #$%&’ ( )，共有 !! 个
)阶元，由 ,的正规性可得 #$%&’( ( )，共 !! 个 )阶元。最后讨论形如 #$%&’! 的元，$ ( & ( #时， ’! ( !，$，
&不同时为 #时，因 #$%&’! ( ’!（#$%&），所以 #$%&’! ( !!，于是形如 #$%&’!的元中有"个 !阶元，!! " "个 !!阶
元。综上有 !" ( "，!! ( "，!) ( !!!，!! ( !! " "，!!! ( !! " "。即得 "（+""）。

同理可得 "（+"!），"（+"(），"（+")）。

*）$ ( "’，"* 时，+$ ( , * ,’ * ,’! * ,’(。
首先计算 +"’ 的各阶元的个数。, (〈#，%〉中有 " 个 " 阶元，!! " " 个 !阶元。由定义关系有

#$’ ( ’#$-%$-，%&’ ( ’#"&-% "&-，#$’! ( ’!%!$-!，%&’! ( ’!#"!&-!

讨论形如 #$%&’! 的元。因 #$%&’! ( ’!#"!&-!%!$-!，（#$%&’!）! ( #$"!&-!%&*!$-!，考虑同余方程组

$ " !&-! # #（+,- !）
& * !$-! # #（+,- !{

）
（"）

由（!- * "）! #" "（+,- !）得 !-! #" " " !-（+,- !），于是（"）式可转化为
$ *（" * !-）&# #（+,- !）.（!）
& "（" * !-）$# #（+,- !）.（!!{ ）

（!）

因 $ *（" * !-）&#（" * !-）$ *（" * !-）! &#" & *（" * !-）$# #（+,- !），即（!）式与（!!）式同解，故只
考虑（!!）式，此同余式恰有 !组解（ $，&）。所以形如 #$%&’! 的元中 !有个 !阶元，余下的为 !! " !个 !!阶元
（ #$%&’! $ !，否则 #$%&’! " ,，’! " ,矛盾）。
讨论形如 #$%&’的元。
（#$%&’）! ( #$"!（ $ *&）-(%&*!（ $ "&）-(’! ( #"&"（ $ *&）-%$*（ $ "&）- ’!，将（ " & "（ $ * &）-，$ *（ $ " &）-）代入（!）式成立，为（!）
式的一组解，所以（#$%&’）! ( ’!， #$%&’ ( )，有 !! 个 ) 阶元。又 ,’( (（,’）""，所以 #$%&’( ( )，有 !! 个 )
阶元。

综上有 !" ( "，!! ( !，!) ( !!!，!! ( !! " "，!!! ( !（! " "），即得 "（+"’）。

最后计算 +"* 的各阶元的个数。, (〈#，%〉中有 " 个 " 阶元，!! " " 个 !阶元。
讨论形如 #$%&’的元，#$%&’ ( ’#"$-*&-% "$-"&-，（#$%&’）! ( ’!#"!&-!"$-*&-%!$-!"$-"&- ( #$*!$-(*!&-(%&*!&-("!$-(’!，（#$%&’）) (

#$*!$-(*!&-("!&-!"$-*&-%&*!&-("!$-(*!$-!"$-"&- ( #$*（"*!-）& %&"（"*!-）$，考虑同余方程组
$ *（" * !-）&# #（+,- !）
& "（" * !-）$# #（+,- !{

）
，即同余方程组

（!），有 !组解（ $，&），此时（#$%$’）) ( "， #$%&’ ( )，即形如 #$%&’的 )阶元有 !个，而余下的 !! " !个元阶 )!
为（因（#$%&’）!（!.*"） ( #/%0’! $ "，故 #$%&’ $ !!，而且 #$%&’ $ !，)，!，故此时 #$%&’ ( )!）。

讨论形如 #$%&’!的元，#$%&’! ( ’!#"!&-!%!$-!，（#$%&’!）! ( #$"!&-!%&*!$-!，考虑同余方程组
$ " !&-! # #（+,- !）
& * !$-! # #（+,- !{

）
，

同（"）式，也即（!）式，所以形如 #$%&’! 的元中有 !个 ! 阶元，!! " !个 !!阶元。
综上有 !" ( "，!! ( !，!) ( !!，!! ( !! " "，!!! ( !（! " "），!)! ( !!（! " "），即得 "（+"*）。 证毕

定理 ". 设 1为 )!! 阶群（其中素数 ! 2 (），则
"）!#" "（+,- )）时，)（1）( "；
!）!# "（+,- )）时，若 1 ( +"!，+") 则 )（1）( !；若 1$ +"!，+")，则 )（1）( "。

! (* 阶群的 )函数值

引理 (［%］. (* 阶群共有如下 ") 个互不同构的类型
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!）!! "〈#〉，#"# " !（循环群）；
$）!$ "〈#，$〉，#!% " $$ " ! "［#，$］（交换群）；
"）!" "〈#，$〉，#!% " ! " $$，$%!#$ " #%!（二面体群）；

&）!& "〈#，$〉，#!% " !，$$ " #’，$%!#$ " #%!（广义四元数群）；

(）!( "〈#，$，&，’〉，#" " $" " &$ " ’$ " !（交换群）；
#）!# "〈#，$，’〉，#" " $" " ’& " ! "［#，$］"［#，’］"［$，’］（交换群）；
)）!) "〈#，$，&，’〉，#" " $" " &$ " ’$ " ! "［#，$］"［&，’］"［#，&］"［$，&］；
%）!% "〈#，$，’〉，#" " $" " ’& " ! "［#，$］，’%!#’ " #%!，’%!$’ " $%!；

’）!’ "〈#，$，&，’〉，#" " $" " &$ " ’$ " ! "［#，$］"［&，’］"［#，&］"［$，&］，’%!#’ " $，’%!$’ " #；
!*）!!* "〈#，$，’〉，#" " $" " ’& " ! "［#，$］，’%!#’ " $，’%!$’ " #；
!!）!!! "〈#，$，&，’〉，#" " $" " &$ " ’$ " ! "［#，$］"［&，’］，&%!#& " #%!，&%!$& " $%!，’%!#’ " $，

’%!$’ " #；
!$）!!$ "〈#，$，’〉，#" " $" " ’& " ! "［#，$］，’%!#’ " $%!，’%!$’ " # ；
!"）!!" "〈#，$，&，’〉，#$ " $$ " &" " ’" " ! "［#，$］"［&，’］"［#，&］"［$，&］，’%!#’ " $，’%!$’ " #$；
!&）!!& "〈#，$，’〉，#$ " $$ " ’’ " ! "［#，$］，’%!#’ " $，’%!$’ " #$；
定理 $+ 对引理 " 中的 !(，( " !，$，⋯，!&，有下列结果
!（!!）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，!，$，$，$，#，&，#，!$）；
!（!$）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，"，$，*，#，#，*，!%，*）；
!（!"）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，!’，$，*，$，#，*，#，*）；
!（!&）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，!，$，!%，$，#，*，#，*）；
!（!(）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，"，%，*，$&，*，*，*，*）；
!（!#）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，!，%，$，%，*，!#，*，*）；
!（!)）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，!’，%，*，%，*，*，*，*）；
!（!%）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，!，%，!%，%，*，*，*，*）；
!（!’）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，)，%，*，$*，*，*，*，*）；
!（!!*）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，!，%，#，%，*，!$，*，*）；
!（!!!）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，!(，%，*，!$，*，*，*，*）；
!（!!$）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，’，%，!%，*，*，*，*，*）；
!（!!"）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，"，$#，*，#，*，*，*，*）；
!（!!&）"（"!，"$，""，"&，"#，"’，"!$，"!%，""#）"（!，"，$，*，#，$&，*，*，*）。
证明 + 由引理 " 直接计算可得。 证毕

定理 "+ 设 )为 "# 阶群，则 ’（)）" !。
最后，将定理 ! 与定理 " 统一，得到定理 &。
定理 &+ 设 )为 &*$ 阶群（其中 *为奇素数），则
!）*#% !（,-. &）时，’（)）" !；
$）*# !（,-. &）时，若 ) " !!$，!!& 则 ’（)）" $；若 )$ !!$，!!&，则 ’（)）" !。
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