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摘要:给出了求解二层线性规划全局最优解的极点搜索方法。该方法首先通过单纯形方法分别求出原问题约束域和下层

对偶问题约束域的极点,并按照上层目标函数值的大小顺序将原问题约束域的极点进行排序,然后把下层对偶问题约束

域的极点依次和原问题约束域中有序极点进行组合,利用下层对偶问题的对偶间隙等于零来验证极点的有效性,以此确

定问题的全局最优解。最后通过算例验证算法的有效性和可行性。该方法具有简单易行、可操作性强的优点。
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二层线性规划的一般模型可以表示成如下形式(LBP):
(a)min

x∈X
F(x,y)=cT1x+dT

1y,x≥0,其中y是解。

(b)min
y∈Y

f(x,y)=cT2x+dT
2y, (1)

s.t.Ax+By≤b,y≥0。
在上式中,x∈X⊂Rn,y∈Y⊂Rm 分别为上层规划问题和下层规划问题的决策变量,F:X×Y→R,f:X×Y→R
均是线性函数,cT1,cT2∈Rn,dT

1,dT
2∈Rm,b∈Rp,A和B 分别是约束函数的系数矩阵。在对二层优化问题的求解研

究中,和一般单层数学规划问题不一样的是,它的上层目标函数的最优值和最优解要受下层的最优解的影响,而
下层的目标函数和约束条件又要以上层决策变量作为参数[1-2]。目前针对而二层线性规划的求解已经有很多有

效的方法,文献[3]利用KKT最优性条件把下层问题等价的变为一个带有互补约束的单层优化问题,然后求解

该单层规划问题得到原问题的最优解。文献[4]首先得到下层问题的对偶问题,利用对偶问题的对偶间隙等于

零这一理论,把下层对偶间隙作为罚函数项,添加到上层目标函数中,先求出该问题的一个局部最优解,然后引

进割平面约束来修正当前的局部最优解,最终求得问题的全局最优解。而文献[5]把二层规划的下层问题用对

偶问题替换,利用下层对偶间隙作为罚函数项,添加到上层问题的目标函数中,然后去求解单层的数学规划问题

达到求解原问题最优解的目的。文献[8-9]都是利用罚函数原理,把二层规划问题转化成为了单层规划问题,再
通过割平面约束来求得问题的全局最优解。

受文献[5]的启发,针对上、下层规划问题有唯一最优解的二层线性规划问题,提出了一种求解二层线性规

划问题全局最优解简单易行的方法。根据二层线性规划的最优解一定在约束域的极点处取得的理论性质,通过

去求解约束域的所有极点,为了更快确定问题的最优解,按照上层目标函数值从小到大的顺序重新排列约束域

极点。在验证所得到的极点是否为最优解的过程中,为避免求解下层规划的最优解,本文通过下层问题的对偶

间隙等于零,检验所求得的极点是否为有效极点,以此确定问题的全局最优解。最后通过数值实验表明了算法

是有效的和可行的。

1理论分析

记问题(1)的约束域为S=△{(x,y):x∈X,y∈Y,Ax+By≤b,x,y≥0},对每个给定的上层决策变量x,下层

问题的可行集为S(x)=△{y∈Y,Ax+By≤b,y≥0}。
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定义1 对于任意给定的上层决策变量x,下层问题的合理反应集为

P(x)=△{y∈Y:y∈argmin{f(x,y),y∈S(x)}}。
定义2 称IR={(x,y):(x,y)∈S,y∈P(x)}为问题(1)的可行集。
定义3 如果存在(x*,y*)∈IR,使得对任意的(x,y)∈IR,F(x*,y*)≤F(x,y)恒成立,则称(x*,y*)为

问题(1)的全局最优解,简称最优解[6]。
为了保证问题(1)有最优解,做两个必要的假设:(A)S为非空紧集;(B)可行集IR≠∅[9]。
定义4 如果对于S中异于(x0,y0)的任意两点(x1,y1),(x2,y2)∈S,以及任意的实数λ>0,λ∈(0,1),有

λ(x1,y1)+(1-λ)(x2,y2)=(x0,y0) (2)
不成立,则称(x0,y0)是S的任意一个极点(顶点)。

定理1 如果(x0,y0)是问题(1)的唯一最优解,则(x0,y0)是问题(1)约束域的极点。
证明 反证法。假设(x0,y0)是问题(1)的唯一最优解,但(x0,y0)不是问题(1)约束域的极点。由定义3可

得,存在(x1,y1),(x2,y2)∈S,且(x1,y1)≠(x0,y0),(x2,y2)≠(x0,y0)和正数λ∈(0,1),有
λ(x1,y1)+(1-λ)(x2,y2)=(x0,y0)

成立。即λx1+(1-λ)x2=x0,λy1+(1-λ)y2=y0,则(λx1+(1-λ)x2,λy1+(1-λ)y2)也是问题(1)的最优解,
显然F(x0,y0)=F(λx1+(1-λ)x2,λy1+(1-λ)y2)成立。

又因为(x0,y0)是问题(1)的唯一最优解,有:

F(x0,y0)<F(x1,y1)=cT1x1+dT
1y1, (3)

F(x0,y0)<F(x2,y2)=cT1x2+dT
1y2。 (4)

则由λ×(3)+(1-λ)×(4)得:

F(x0,y0)<λ(cT1x1+dT
1y1)+(1-λ)(cT1x2+dT

1y2)<λcT1x1+(1-λ)cT1x2+λdT
1y1+(1-λ)dT

1y2=
cT1(λx1+(1-λ)x2)+dT

1(λy1+(1-λ)y2)=F(λx1+(1-λ)x2,λy1+(1-λ)y2)。
这就与F(x0,y0)=F(λx1+(1-λ)x2,λy1+(1-λ)y2)矛盾,故定理得证。 证毕

上面的定理从求解问题(1)的最优解,转化为在有限个极点中去找一个极点为最优解。根据极点处上层目

标函数值从小到大进行极点排序。为了在验证有效极点时,避免去求解下层规划在上层规划给定决策后的最优

解,本文给出另一种简单的方法来检验得到的有序极点是否为最优解。
当上层给定任意一个x∈S以后,下层规划(b)的最优解与cT2 无关,问题(1)的下层规划(b)等价于:

min
y

f(x,y)=dT
2y,

s.t.By≤b-Ax,y≥0。 (5)
问题(5)的对偶问题可以表示为:

min
y

Z(u,x)=(Ax-b)Tu,

s.t.-BTu≤d2,u≥0。 (6)
其中u∈Rp,问题(6)的可行域记为U={u∈Rp:-BTu≤d2,u≥0}。

对于任意固定的x∈S,假设y 和u 分别是问题(5)与问题(6)的可行解,根据对偶理论的性质,有

dT
2y≥(Ax-b)Tu恒成立,令h(x,y,u)=dT

2y-(Ax-b)Tu,则称h(x,y,u)是下层规划问题的对偶间隙。
引理1[5] 假设(x,y)∈S,如果(x,y)∈IR 当且仅当对偶问题存在u∈U,成立h(x,y,u)=0。
通过上面引理,构造下列问题

min
x,y,u

H(x,y,u)=h(x,y,u),     

s.t.Ax+By≤b,-BTu≤d2,u≥0,x≥0,y≥0。 (7)
为了找到问题(1)的可行解,那么只需要求解问题(7)的最优解(x*,y*,u*),如果h(x*,y*,u*)=0,就有

(x*,y*)∈IR。分析问题(7)不难看出,其约束域中的(x,y)与u是不相关联的。用SD={(xi,yi),i=1,2,…,

t}和UD={uj,j=1,2,…,s}分别表示问题(1)的约束域S的有序极点和问题(6)的约束域U 的极点所构成的集

合。
定理2 如果(x0,y0)∈SD 是问题(1)的最优解,则存在u0∈UD,成立等式h(x0,y0,u0)=0。
证明 如果(x0,y0)∈SD 是问题(1)的最优解,则(x0,y0)∈IR⊂S。根据引理1可得,存在u0∈U,有
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h(x0,y0,u0)=0。当上层给定x0 时,y0 和u0 分别是问题(5)、(6)的最优解,且h(x0,y0,u0)=0。根据对偶理论

的性质,对于任意的(x,y)∈S和u∈U,有h(x,y,u)=dT
0y-(Ax-b)Tu≥0,于是得出(x0,y0,u0)是问题(7)的

最优解。在问题(7)中,其约束域中的(x,y)与u是不相关联的,所以问题(7)最优解中的u0 和下面问题(8)的最

优解相同。

min
u

H(x0,y0,u)=h(x0,y0,u),

s.t.BTu≥-d2,u≥0。 (8)
而问题(8)是关于u的一个线性规划问题,根据定理1可得,问题(8)的最优解一定存在于约束域的极点(顶

点)中,也就是u0 是问题(8)约束域的极点,即u0∈UD。

表1 (xi,yi)对应的对偶间隙h(xi,yi,uj)(i=1)

Tab.1 (xi,yi)Correspondingdualitygaph(xi,yi,uj)(i=1)

j uj (xi,yi) h(xi,yi,uj)

1 (0,0,0,0) (3,6) 6

2 (1,0.5,1,0) (3,6) 9.5

3 (0,0.5,0,0) (3,6) 3.5

4 (0,0.5,1,1) (3,6) 9.5

5 (0,0,1,0) (3,6) 6

6 (0,1,0,1) (3,6) 7

表2 (xi,yi)对应的对偶间隙h(xi,yi,uj)(i=2)

Tab.2 (xi,yi)Correspondingdualitygaph(xi,yi,uj)(i=2)

j uj (xi,yi) h(xi,yi,uj)

1 (0,0,0,0) (4,4) 4

2 (1,0.5,1,0) (4,4) 5

3 (0,0.5,0,0) (4,4) 0

4 (0,0.5,1,1) (4,4) 9

5 (0,0,1,0) (4,4) 5

6 (0,1,0,1) (4,4) 4

对于问题(1),无论上层规划问题给下层规划任何决策,U 都不发生任何变化,即UD 也不变。从上面的理

论,可以得出问题(7)的最优解是由SD 中的某一个极点和UD 中的某一个极点组合而成。针对于求解二层线性

规划问题,只需要求解出原问题约束域的有序极点与其下层对偶问题约束域的极点。从SD 中(xi,yi),i=1和

UD 中的uj,j=1,…,s依次组合,如果有h(xi,yi,uj)=0,那么就能得出(xi,yi)为问题(1)的最优解,否则i=i+1,
重复验证。该方法主要工作集中在求解约束域的极点,然后只需要验证一个等式是否成立,便可以确定这个极

点是不是最优解,该方法大大降低了求解难度。

2算法描述

通过前面的理论分析,给出求解二层线性规划问题全局最优解的方法,具体步骤描述如下。
第1步,利用线性规划技术求出问题(1)约束域的极点,并且按照上层目标函数值从小到大排序,记为SD=

{(xi,yi),i=1,2,…,t},转第2步;
第2步,利用线性规划技术求出问题(1)的下层对偶问题约束域的极点,记为UD= {uj,j=1,2,…,s},令

i=1,j=1,转第3步;
第3步,给定初始条件(xi,yi)和uj,转第4步;
第4步,如果h(xi,yi,uj)=0,则终止算法,输出最优解(xi,yi),否则转第5步;
第5步,如果j<s,令j=j+1,转第3步,否则令i=i+1,j=1,转第3步。

3数值实验

极点算法是针对二层线性规划最优解在约束域极

点取到这一性质提出的,并且通过极点算法求得的最优

解就是精确最优解。在算法的求解过程中,只需找出对

偶间隙等零所对应的极点即为最优解。如果问题的约

束域有m 个极点,下层对偶问题约束域有n个极点,其
求解过程最多需要m×n步即可确定最优解。

例1[6] min
x≥0

F(x,y)=x-4y,  

min
y≥0

f(x,y)=y,

s.t.y+2x≤12,2y-3x≥-4,

y+x≥3,y-2x≤0。
利用线性规划技术得到例1约束域S的极点,并根

据上层目标函数值从小到大排列后有(x1,y1)=(3,6),
(x2,y2)=(4,4),(x3,y3)=(1,2),(x4,y4)=(2,1)。
利用线性规划技术求得例1下层对偶问题约束域U 的

极点分别为u1=(0,0,0,0),u2=(1,0.5,1,0),u3=
(0,0.5,0,0),u4=(0,0.5,1,1),u5=(0,0,1,0),u6=
(0,1,0,1)。

当i=1时,(xi,yi)=(3,6)对应UD 中6个极点的
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对偶间隙如表1所示。
当i=2时,(xi,yi)=(4,4)对应UD 中6个极点的对偶间隙如表2所示。
当i=2时,从表2可得,(x,y)=(4,4)为问题的最优解,并且h(xi,yi,uj)=0。此结果与文献[6]的结果一

致,表明该算法有效。

4数值结果比较

根据例1的极点算法求解过程,明显地看到极点算法在有限步就能确定精确最优解。下面通过例2和例3,
比较本文算法与文献[10]中算法求出的最优解和最优值的精确度。

表3 与文献[10]算法的最优解比较

Tab.3 Comparisonwiththeoptimalsolutionofthealgorithminliterature[10]

算例 本文最优解(x*,y*) 文献最优解(x,y)

例2 (0,0.9,0,0.6,0.4) (2e-6,0.899997,4e-6,0.6,0.400005)

例3 (4,15,9.2,2) (4.000517,14.999931,9.199862,2)

表4 与文献[10]最优解对应的上层和下层目标函数值比较

Tab.4 Comparisonwiththecorrespondingupperandlowerobjective
functionvaluestotheoptimalsolutionofliterature[10]

算例
本文上、下层目标函数值 文献上、下层目标函数值

F(x*,y*) f(x*,y*) F(x,y) f(x,y)

例2 29.2 3.2 29.200009 3.20009

例3 -41.2 9.2 -41.199207 9.198828

例2[10] min
x,y

F(x,y)=-8x1-4x2+4y1-40y2-4y3,x1,x2≥0,其中y1,y2,y3 是解。

min
y

f(x,y)=y1+y2+2y3,

s.t.-y1+y2+y3≤1,2x1-y1+2y2-0.5y3≤1,2x2+2y1-y2-0.5y3≤1,y1,y2,y3≥0。
例3[10] min

x,y
F(x,y)=x1-2x2-x3-3y,x1,x2,x3≥0,其中y是解。

min
y

f(x,y)=-2x1+x3+4y,

s.t.0.2x1+x3+y≤12,-2x2+y≤10;-3x1-x2+x3≤12,-x1+y≤-2;-2x1-x3≤-2,

x2≤15;y≥2。
表3为本文的极点算法得到的最优解和文献[10]的得到的最优解进行比较,显然极点算法得到的最优解精

确度更高。
表4是极点算法得到的最优解所对

应的上、下层目标函数值和文献[10]的
最优解所对应的上、下层目标函数值作

比较。
通过上面两个算例,对本文极点算

法和文献[10]中的算法进行数值结果的

比较,表明极点算法更容易得到问题的

精确最优解。文献[10]是利用KKT条

件和拉格朗日函数来转化二层规划,最
终求解单层规划达到求解原规划最优解

的目的。本文的极点算法在解决规模不

大的二层线性规划问题时,只要找到约

束域和对偶问题约束域的所有极点,然后进行相应的等式验证即可确定最优解。相比文献[5,10]的算法来说,
本文的算法求解过程具有:目标清楚、步骤简单、收敛速度快、有限步确定最优解、精确度高等优点。

5结束语

对于二层线性规划,大多数文献都考虑把二层规划问题转化为与之等价的单层规划问题进行求解,得到原

问题的最优解。本文根据二层线性规划的最优解一定可以在约束域极点找到的这一性质,给出了求解二层线性

规划全局最优解的极点搜索方法。该方法首先求解出原问题约束域的极点和下层对偶问题约束域的极点,然后

把下层对偶问题约束域的极点依次和原问题约束域中有序极点进行组合,找到满足对偶间隙等于零的那个组

合,进而确定问题的全局最优解。相对于转化为单层规划问题求解而言,本文给出的求解二层线性规划全局最

优解的方法具有简单易行、可操作性强、有限步即可确定最优解、精确度高等优点。
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ExtremePointsAlgorithmforSolvingBilevelLinearProgramming

ZHAOLiyang1,HUOYongliang2

(1.CollegeofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331;

2.CollegeofmathematicsandFinance,ChongqingAcademyofArtsandSciences,Chongqing402160,China)

Abstract:Thispaperputsforwardapolesearchmethodtofindtheglobaloptimalsolutionofbilevellinearprogramming.Thegiven
methodinthispaperfirstlyfindsouttheconstraineddomainpolesofbothoriginalandthefollower’sdualproblemsbymeansofsim-
plexmethodandsortstheformeronesbythesizeofoptimalvalueoftheupper-levelobjectivefunction.Thenthepapercombines
theconstraineddomainpolepointsoforiginalproblemswithlower-leveldualproblem,byusingthetruththattheintervaloflower-
leveldualproblemequalstozeroforverifiesthevalidation,sothatconfirmtherequiredglobaloptimalresolution.Finally,thepaper
verifiestheeffectivenessandfeasibilityofthealgorithmbyanexampleandtheresultshowsit’ssimpleandstronglyoperable.
Keywords:bilevellinearprogram;constrainedcondition;globaloptimalsolution;polealgorithm
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