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线性等式约束非线性最优化问题的一个新算法
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摘要:有文献给出了一般等式约束非线性最优化问题的一种求解途径。在此基础上将线性等式约束非线性最优化问题转

化为非线性最小二乘问题求解,提出了求解最优化问题的一种新思路。然后利用Gauss-Newton法求解非线性最小二乘

问题,在求解过程中引入非精确的一维搜索,提高了计算的效率,加快了算法收敛的速度,从而找到了具有线性等式约束

非线性最优化问题的一个新算法,算法具有很好的收敛性,收敛速度是二阶的。最后经过数值实验证明新算法与 Matlab
优化工具箱计算的结果一致,是可行的、有效的。
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最优化是研究决策问题的最佳选择之特性,构造寻求最佳解的计算方法。最优化问题广泛应用于经济计

划、工程设计、生产管理、交通运输、国防等一系列重要领域,越来越多地受到政府部门、科研机构和产业部门的

高度重视。随着应用越来越广泛,优化问题的规模越来越大,如何找到简单有效的计算方法具有非常重要的实

际意义。传统的Lagrange乘子法求解,所得的方程有n+m 个,而利用的文献[1]中的途径进行求解最优化问

题,所得的方程组仅含有n个方程,通过转化可以大大减少运算的复杂性,此类算法具有规模上的优势。在利用

该途径求解最优化问题方面,已经做了大量的研究工作,但主要集中在二次规划问题的求解上。其中,童东付等

人[2]将二次规划问题转化为线性方程组进行求解;王开荣[3]讨论了具有混合约束的二次规划问题,利用二次逼

近,将混合约束转化为线性约束,从而把问题转化为二次规划问题求解;袁松琴等人[4]讨论了线性等式约束多目

标规划问题,首先把多目标问题转化为单目标问题,通过对目标函数二次逼近,从而构成线性等式约束二次规划

序列,最后利用二次规划问题方法求解;胡资骏[5]讨论了极值存在的最优性条件;杨懿等人[6]将算法和积极集法

结合,解决了不等式约束的二次规划问题。本文利用该途径将最优化问题转化为非线性最小二乘问题解决。非

线性最小二乘问题用途非常广泛,其算法的研究也越来越受到重视,具有非常重要的实际意义。其中文献[7-8]
讨论了非线性最小二乘问题的迭代以及收敛性的相关证明。

1预备知识

考虑最优化问题(ECP)

minf(x), 
s.t.h(x)=0。 (1)

其中x∈Rn,f:Rn→R,h:Rn→Rm 连续可微,m<n,h(x)={h1(x),…,hm(x)}。
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引理1[1] 若∃x0∈Rn,λ=(λ1,λ2,…,λm)T,满足:1)h(x0)=0;2)∇f(x0)+λT∇h(x0)=0;3)矩阵

L(x0)=∇2f(x0)+∑
m

i=1
λi∇2hi(x0)在子空间T={x∈Rn ∇h(x0)Tx=0}上正定,则x0 是(ECP)的严格局部极

小点。
定理1 若x0∈Rn 是方程组

P(x)=[M(x)-1N(x)]TQ(x)

h(x)={ 0
(2)

的解,使得:1)M(x0)非奇异;2)矩阵L(x0)在切平面T 上正定。则x0 是(ECP)的严格局部极小点。
证明 由假设,有h(x0)=0,[M(x0)-1N(x0)]TQ(x0)=P(x0),则有N(x0)T[M(x0)-1]TQ(x0)=P(x0)。

自然有M(x0)T[M(x0)-1]TQ(x0)=Q(x0),即
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[N(x0)M(x0)]T[M(x0)-1]TQ(x0)=∇f(x0)T,
即∇h(x0)[M(x0)-1]TQ(x0)=∇f(x0)T,∇f(x0)T-∇h(x0)[M(x0)-1]TQ(x0)=0。

令λ=-[M(x0)-1]TQ(x0),矩阵转置得∇f(x0)+λT∇h(x0)=0。从而,由引理1可证。 证毕

对于矩阵P,Q,M,N 中的变量x1,…,xn,它们的下标不要求连续,但是约束函数h(x)在点x0 的导数

∇h(x0)要求是行满秩的。
从定理1的证明来看,方程组(1)的解必是(ECP)中一个K-T点。因此(ECP)最优解的问题可转化为方程

组(2)的求解问题,这就大大减少了工作量。
引理2 (Cramer法则)向量组{α1,α2,…,αp}线性无关的充分必要条件是该向量组的Cramer行列式不等

于零。

2等式约束最优化问题

考虑下面的非线性最优化问题(ECP1):

minf(x),

s.t.Ax=b。
其中x∈Rn,f:Rn→R,A=(aij)m×n,b=(b1,b2,…,bm)T,这时h(x)=Ax-b=0,A 是m×n矩阵,并假设A 是行

满秩的,即秩A=m,则有∇h(x)=∇(Ax-b)=A。
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由定理1,非线性最优化问题(ECP1)可转化为方程组求解问题
P(x)=[M-1N]TQ(x)

Ax-b={ 0
。其中,关键是如何

在矩阵A中找出一个m 列阶非奇异子块M。
根据引理1,引入非精确的一维搜索,由下列算法确定矩阵M。
算法0 第一步,构造一个新的矩阵M1:=p1,即该矩阵仅含A的中的第一列;
第二步,对于A中的列pi:i=2,根据Cramer法则,判断pi 是否与M 中的列线性无关:若线性无关,则将pi

作为新的一列加入M1 中;若线性相关,再对A 中的不含于M 中的列进行此操作,i=i+1,如此循环下去,直至
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得出m 个列线性无关。
当h(x)不是行满秩矩阵时,对列的操作换成对行的操作即可。

令W = [M-1N]T= (gij)p×m,则有
p(x)-WQ(x)=0,

Ax-b=0{ 。
根据定理1,将非线性最优化问题(ECP1)转化为非线性方程组(2)的求解问题。在此基础上,最终可转化为

非线性最小二乘问题
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,用Gauss-Newton法[9]求解问题(P1)。

定理2[10] 设f(x)∈C2,x*为非线性最小二乘问题(3)的局部极小点,J(x*)TJ(x*)正定。如果r(x*)=
0,则存在ε>0,使得对于任何x0∈N(x*,ε),由Gauss-Newton法产生的序列{xk}收敛到x*,且收敛速度是二

阶。
下面给出求解规划问题(ECP1)的算法。
算法1 第一步,利用算法0确定矩阵M;
第二步,确定出矩阵N,P,Q;
第三步,利用(3)式构造出非线性最小二乘问题(P1);
第四步,用Gauss-Newton法[9]求解问题(P1)。

3数值实验

例 minf=x31+x21+x1+x32+2x22+x2+x33+3x23+x3+x34+4x24+x4+x35+5x25+x5+x36+6x26+x6,

s.t.
x1+x2+x3+x4+x5+x6=1,

x1-2x2+3x3+5x4+2x5+x6=1,

x1+x3+x4+6x5+4x6=1

ì

î
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ïï 。
用 Matlab优化工具箱计算的结果是x=(0.3604,0.2790,0.1635,0.1211,0.0255,0.0504)T。

再利用算法1求解。首先,利用算法0确定矩阵 M=
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,P(x)=

(3x24+8x4+1,3x25+10x5+1,3x26+12x6+1)T,Q(x)=(3x21+2x1+1,3x22+4x2+1,3x23+6x3+1)T。最后转换

为非线性最小二乘问题,利用Gauss-Newton法求得结果

x=(0.3604,0.2790,0.1634,0.1210,0.0255,0.0505)T。
与 Matlab优化工具箱计算的结果是一致的。

通过数值实验可看出该算法是可行的、有效的,并且具有很好的收敛性。相对于经典的Lagrange乘子法,
该算法不需要计算乘子,而是将等式约束问题转化为非线性最小二乘问题,从而提出了一种新的思路。当最优

化问题规模比较大时,通过转化减少运算的复杂性;并且由于引入了一维搜索,进而提高了计算的效率,加快了

算法收敛的速度。
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DescendingDimensionAlgorithmforNonlinearOptimizationProblemwith
LinearEqualityConstraints

SHENHeshuai1,LIZemin2
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Abstract:Inthispaper,amethodforsolvingnonlinearoptimizationproblemswithgeneralequalityconstraintsisproposedby[1].
Onthisbasis,linearequalityconstrainednonlinearoptimizationproblemistransformedintosolvingnonlinearleastsquaresproblem
bythisway.Wefindanewwaytosolvetheoptimizationproblem,andthentheGauss-Newtonmethodisusedtosolvethenonlinear
leastsquaresproblem.Weintroduceainaccurateonedimensionresearchsearchintheprocessofsolvingtheproblem,improvingthe
calculationefficiency,acceleratingtheconvergencespeedofalgorithm.Anewalgorithmfornonlinearoptimizationproblemswith
linearequalityconstraintsisproposed.Algorithmhasverygoodconvergence,convergencespeedissecondorder.Finally,afternu-
mericalexperiments,itisprovedthatthenewalgorithmisfeasibleandeffective.
Keywords:nonlinearprogramming;linearequalityconstraint;nonlinearleastsquaresproblem
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