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改进后的复合Poisson-Geometric风险模型的生存概率
*
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(延安大学 数学与计算机科学学院,陕西 延安716000)

摘要:考虑到因保费收入和通货膨胀等随机干扰的影响,以及将多余资本用于投资来提高赔付能力,对经典的风险模型进

行推广,建立以保费收入服从复合Poisson过程,理赔量服从复合Poisson-Geometric过程的带投资的干扰风险模型。针

对该风险模型,应用全期望公式,推导了生存概率的积分微分方程,及在保费额和理赔量都服从指数分布下的微分方程。
为监管部门衡量金融风险提供指导。
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1模型简介

近年来,大量文献讨论了风险模型破产概率或生存概率满足的积分微分方程[1-11],这已是风险理论研究的热

点问题。随着保险业的发展,保险公司需处理的业务也越来越繁重。继续对经典风险模型进行研究已远远不能

满足现实的需要,因此许多学者根据保险公司的实际业务对经典模型进行推广,在文献[8]中魏广华等人研究了

在常利力下带干扰的双复合Poisson风险过程,得到了无限时和有限时生存概率的积分微分方程;文献[9]中赵

金娥等人对保费收入为Poisson过程,理赔量服从Poisson-Geometric过程的风险模型进行研究,得到所给模型

下生存概率的积分微分方程等结论;文献[10]中乔克林等人提出了保费为一复合随机过程且含利率因素的特殊

双险种风险模型,并给出了生存概率的积分微分方程;文献[11]中廖基定等人对保费收入为Poisson过程,理赔

量服从Poisson-Geometric过程的带干扰风险模型进行研究,推导了该模型下生存概率的积分微分方程。本文

在前人研究成果的基础上,结合保险公司的实际业务特征,对经典模型进行了适当的改进,并研究了改进模型的

生存概率,为保险公司的稳定经营或监管部门设定监管指标提供理论指导。
定义1 在一个完备概率空间(Ω,F,P)上,设保险公司的盈余过程为

U(t)=(u-F)+(1+tj)F+Z(t)-S(t)+σW(t), (1)

其中Z(t)=∑
N1(t)

i=1
Xi,S(t)=∑

N2(t)

i=1
Yi。

假设:1)设u为初始资本,F 表示根据初始资本及在单位时间内预测赔付额的大小而设定用于投资的资金,

j表示单位时间的投资收益。

2)令Z(t)=∑
N1(t)

i=1
Xi 表示在时间段(0,t]内的总保费收入,其中N1(t)表示签订的保单数且服从参数为λ1 的

Poisson过程;Xi 表示第i次保费额,其共同的分布函数为G(x),密度函数为g(x)。

3)令S(t)=∑
N2(t)

i=1
Yi 表示在时间段(0,t]内的总理赔量,其中 N2(t)表示理赔总次数且服从参数为(λ2t,ρ),

(0≤ρ<1)的Poisson-Geometric过程;Yi 表示第i次赔付额,其共同的分布函数为F(y),密度函数为f(y)。干

扰项{W(t),t≥0}是标准布朗运动,其中{Yi}∞i=1,{Xi}∞i=1,{N1(t),t≥0},{N2(t),t≥0},{W(t),t≥0}相互独立。
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为了保证保险公司的稳定经营,假设单位时间内平均投资收益和保费收入大于平均理赔,即jF+λ1E[X]>
λ2
1-ρ

E[Y]。

定义2 破产时刻T=inf{t|U(t)<0},最终破产概率ψ(u)=P{T<∞|U(0)=u},则生存概率φ(u)=1-ψ(u)。

2预备引理

引理1[12] 设{N2(t),t≥0}是满足定义1下的复合Poisson-Geometric过程,记α=λ2
(1-ρ)
ρ

(若ρ=0,则取

π=λ),则当t足够小时,有

Pr(N2(t)=0)=e-λ2t=1-λ2t+o(t),Pr(N2(t)=k)=αρkt+Ak(t)o(t),k=1,2,…

其中Ak(t)=ρk+(k-1)[ρ(1+αt)]k-2,o(t)与k无关,且∑
∞

k=0
Ak(t)一致收敛。

引理2[13] limφ(u)=1,a.s.。

3主要结论及证明

记F*k(y)为F(y)的k重卷积,f*k(y)为f(y)的k重卷积。并记:

Fρ(y)=∑
∞

k=1

(1-ρ)ρk-1F*k(y),fρ(y)=∑
∞

k=1

(1-ρ)ρk-1f*k(y)。

定理1 假设φ(u)可微,则在模型(1)下的生存概率的积分-微分方程为

Fj-Fjφ(u)-
σ2
2φ′

(u)=λ1∫
∞

u
φ(v)[1-G(v-u)]dv+λ2∫

∞

u
φ(v)[1-Fρ(u-v)]dv。

证明 对足够小的时间t,结合引理1,在时间段(0,t]内有下面4种情况:

1)当保费收取和索赔发生次数都为0时,事件发生的概率为

Pr[N1(t)=0,N2(t)=0]=[1-λ1t+o(t)][1-λ2t+o(t)]=1-(λ1+λ2)t+o(t)。

2)当保费收取0次,索赔发生k次时,事件发生的概率为

Pr[N1(t)=0,N2(t)=k]=[1-λ1t+o(t)][αρkt+Ak(t)o(t)]=αρkt+Ak(t)o(t)。

3)当保费收取1次,索赔发生0次时,事件发生的概率为

Pr[N1(t)=1,N2(t)=0]=λ1t[1-λ2t+o(t)]=λ1t+o(t)。

4)其它情况发生的概率为o(t)。
对上述情况2),当y>u+Fjt+σW(t)时,破产必然发生,即φ(u+Fjt+σW(t)-y)=0。则由全期望公式得

φ(u)=[1-(λ1+λ2)t+o(t)]Eφ(u+Fjt+σW(t))+

∑
∞

k=1
E∫

u+Fjt+σW(t)

0
φ(u+Fjt+σW(t)-y)(αρkt+Ak(t)o(t))dF*k(y)+

[λ1t+o(t)]E∫
∞

0
φ(u+Fjt+σW(t)+x)dG(x)+o(t)。 (2)

对于Eφ(u+Fjt+σW(t)),利用泰勒展开式及φ(u)的可微性有

Eφ(u+Fjt+σW(t))=φ(u)+Fjtφ′(u)+φ
″(u)
2 σ2t+o(t)。

故有

[1-(λ1+λ2)t+o(t)]Eφ(u+Fjt+σW(t))=

[1-(λ1+λ2)t+o(t)]φ(u)+Fjtφ′(u)+φ
″(u)
2 σ2t+o(té

ë
êê

ù

û
úú)=

φ(u)-(λ1+λ2)tφ(u)+Fjtφ′(u)+φ
″(u)
2 σ2t+o(t)。 (3)

由引理1得∑
∞

k=1
ρkf*k(y)和∑

∞

k=1
Ak(t)f*k(y)均一致收敛,由单调收敛定理得积分号与求和号可以交换次

序,故
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∑
∞

k=1
E∫

u+Fjt+σW(t)

0
φ(u+Fjt+σW(t)-y)(αρkt+Ak(t)o(t))dF*k(y)=

E∫
u+Fjt+σW(t)

0
φ(u+Fjt+σW(t)-y)∑

∞

k=1

(αρkt+Ak(t)o(t))f*k(y)dy=

E∫
u+Fjt+σW(t)

0
φ(u+Fjt+σW(t)-y)∑

∞

k=1
λ2t(1-ρ)ρk-1f*k(y)dy+o(t)=

λ2tE∫
u+Fjt+σW(t)

0
φ(u+Fjt+σW(t)-y)fρ(y)dy+o(t)。 (4)

把(3)式和(4)式代入(2)式,化简得

(λ1+λ2)tφ(u)-Fjtφ′(u)-
σ2t
2φ″(u)=

λ2tE∫
u+Fjt+σW(t)

0
φ(u+Fjt+σW(t)-y)fρ(y)dy+λ1tE∫

∞

0
φ(u+Fjt+σW(t)+x)dG(x)+o(t)。

方程两边同时除以t,且令t→0时有

(λ1+λ2)φ(u)-Fjφ′(u)-
σ2
2φ″

(u)=λ2∫
u

0
φ(u-y)fρ(y)dy+λ1∫

∞

0
φ(u+x)dG(x)。 (5)

对(5)式两端对u从0到z积分,得

(λ1+λ2)∫
z

0
φ(u)du-Fj∫

z

0
φ′(u)du-σ2

2∫
z

0
φ″(u)du=

λ2∫
z

0∫
u

0
φ(u-y)fρ(y)dydu+λ1∫

z

0∫
∞

0
φ(u+x)dG(x)du。 (6)

首先令u-y=v,则有

λ2∫
z

0∫
u

0
φ(u-y)fρ(y)dydu=λ2∫

z

0∫
u

0
φ(v)fρ(u-v)dvdu=

λ2∫
z

0∫
z

v
φ(v)fρ(u-v)dudv=λ2∫

z

0
φ(v)Fρ(u-v)dv。 (7)

然后令u+x=v,则有

λ1∫
z

0∫
∞

0
φ(u+x)dG(x)du=λ1∫

z

0∫
∞

u
φ(v)g(v-u)dvdu=λ1∫

z

0∫
v

0
φ(v)g(v-u)dudv+

λ1∫
∞

z∫
z

0
φ(v)g(v-u)dudv=λ1∫

z

0
φ(v)G(v)dv+λ1∫

∞

z
φ(v)[G(v)-G(v-z)]dv。 (8)

把(7)式和(8)式代入(6)式,化简得

(λ1+λ2)∫
z

0
φ(u)du-Fj[φ(z)-φ(0)]-

σ2
2
[φ′(z)-φ′(0)]=

λ2∫
z

0
φ(v)Fρ(u-v)dv+λ1∫

z

0
φ(v)G(v)dv+λ1∫

∞

z
φ(v)[G(v)-G(v-z)]dv。 (9)

上式中令z→∞,由引理2知φ(∞)=1,即φ′(∞)=0。故上式可化简为

Fjφ(0)+
σ2
2φ′

(0)=λ1∫
∞

0
φ(v)[G(v)-1]dv+λ2∫

∞

0
φ(v)[Fρ(u-v)-1]dv+Fj。 (10)

把(10)式代入(9)式,化简得

Fj-Fjφ(z)-
σ2
2φ′

(z)=λ1∫
∞

z
φ(v)[1-G(v-z)]dv+λ2∫

∞

z
φ(v)[1-Fρ(u-v)]dv,

用u替换z,即证。 证毕

定理2 若{Xi}∞i=1服从参数为α的指数分布,{Yi}∞i=1服从参数为β的指数分布,则在定理1的条件下,生存

概率φ(u)满足的微分方程为

[αλ2-Fj(1-ρ)αβ-(1-ρ)βλ1]φ′(u)- Fjα+σ
2

2
(1-ρ)αβ+λ1+λ2-Fj(1-ρ)

é

ë
êê

ù

û
úúβφ″(u)+

Fj+σ
2

2
[(1-ρ)β-α{ }]φ″′(u)+σ

2

2φ″″
(u)=0。
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证明 因为{Yi}∞i=1服从参数为β的指数分布,则f*k(y)是服从参数为(k,β)的Gamma分布,即f*k(y)=

βkyk-1

Γ(k)e
-βy。又Γ(k)=(k-1)!,故fρ(y)=∑

∞

k=1

(1-ρ)ρk-1f*k(y)=(1-ρ)βe-(1-ρ)βy。

又因为{Xi}∞i=1服从参数为α的指数分布,即g(x)=αe-αx。故(5)式可化简为

(λ1+λ2)φ(u)-Fjφ′(u)-
σ2
2φ″

(u)=λ1∫
∞

0
φ(u+x)αe-αxdx+λ2∫

u

0
φ(u-y)(1-ρ)βe-(1-ρ)βydy。 (11)

若令x1=u+x,y1=u-y,则上式变为

(λ1+λ2)φ(u)-Fjφ′(u)-
σ2
2φ″

(u)=λ1∫
∞

u
φ(x1)αe-α(x1-u)dx1-λ2∫

0

u
φ(y1)(1-ρ)βe-(1-ρ)β(u-y1)dy1。 (12)

对(12)式两边同时对u求导数得

(λ1+λ2)φ′(u)-Fjφ″(u)-
σ2
2φ″′

(u)+[αλ1-(1-ρ)βλ2]φ(u)=

αλ1∫
∞

0
φ(u+x)αe-αxdx-(1-ρ)βλ2∫

u

0
φ(u-y)(1-ρ)βe-(1-ρ)βydy。 (13)

同理对(13)式两边继续同时对u求导数得

(λ1+λ2)φ″(u)-Fjφ″′(u)-
σ2
2φ″″

(u)+[αλ1-(1-ρ)βλ2]φ′(u)+[α2λ1+(1-ρ)2β2λ2]φ(u)=

α2λ1∫
∞

0
φ(u+x)αe-αxdx+(1-ρ)2β2λ2∫

u

0
φ(u-y)(1-ρ)βe-(1-ρ)βydy。 (14)

由(11),(13)式及(14)式联解,得

[αλ2-Fj(1-ρ)αβ-(1-ρ)βλ1]φ′(u)- Fjα+σ
2

2
(1-ρ)αβ+λ1+λ2-Fj(1-ρ)

é

ë
êê

ù

û
úúβφ″(u)+

Fj+σ
2

2
[(1-ρ)β-α{ }]φ″′(u)+σ

2

2φ″″
(u)=0。

即证定理2成立。 证毕
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TheSurvivalProbabilityofanImprovedPoisson-GeometricRiskModel

QIAOKelin,HANJianqin
(SchoolofMathematicsandComputerScience,Yan’anUniversity,Yan’anShanxi716000,China)

Abstract:Bytakingintoaccountthepremiums’randomicityandinflationininsurancebusiness,withthesurpluscapitalbeinginves-
tedtoenhancetheinsurancepaymentlevel,inthisarticle,ainvestmentriskmodelwithinterferenceisproposedtoextendtheclassi-
calone,forwhichthepremiumincomefollowsthecompoundPoissonprocessandtheclaimnumbersisacompoundPoisson-Geo-
metricprocess.Integral-differentialequationswithsurvivalprobabilityaregivenbythemethodoftotalexpectationformula.When

premiumincomeandclaimsizesfollowexponentialdistribution,thesurvivalprobabilityformulaisobtained.
Keywords:Poissonprocess;Poisson-Geometricprocess;survivalprobability;integral-differentialequations
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