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ρ
~混合随机变量序列的完全收敛性

*
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摘要:研究了非同分布ρ
~混合随机变量序列的完全收敛性,在更一般的条件下,利用ρ

~混合随机变量序列Rosenthal型不等

式和截尾方法,得到了ρ
~混合随机变量序列完全收敛的充分条件。作为推论,得到了ρ

~混合随机变量序列的强大数定律,
这些结果深化并推广了已有的相关结果。
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1主要结果

设{Xn,n≥1}是定义在概率空间(Ω,F,P)上的随机变量序列,记Fs=σ(Xi,i∈S⊂N),给定子σ代数

F1,F2⊂F。令

ρ(F1,F2)=sup{|corr(X,Y)|,X∈L2(F1),Y∈L2(F2)},

其中corr(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)
Var(X)Var(Y)

。

定义ρ
~混合系数为ρ

~(k)=sup{ρ(Fs,Ft):有限子集S,T⊂N,满足dist(S,T)≥k},k≥0。显然

0≤ρ
~(k+1)≤ρ

~(k)≤1,ρ
~(0)=1。

定义1[1] 对于随机变量序列{Xn,n≥1},如果存在n0≥1,使得ρ
~(n0)<1,则称{Xn,n≥1}是ρ

~混合序列。
完全收敛性的概念是Hsu和Robbins[2]引入的。

定义2 设{Xn,n≥1}是定义在概率空间(Ω,F,P)上的随机变量序列,如果对∀ε>0,都有∑
∞

n=1
P(Xn-C >ε)<∞,

则称随机变量序列{Xn,n≥1}完全收敛于常数C。

Hsu和Robbins[2]证明了当方差有限时,独立同分布随机变量序列的样本均值完全收敛到总体均值,Eedö[3]

证明了他们的逆定理。

定理A 设{Xn,n≥1}是独立同分布的随机变量序列,且E(X)=0,令Sn =∑
n

i=1
Xi,n≥1,则下列两个条件

等价:1)E(X2)<∞;2)对任意的ε>0,有∑
∞

n=1
P(Sn >εn)< ∞ 。

很多学者对ρ
~混合随机变量序列进行了研究,例如Sung[4-5]研究了ρ

~混合随机变量序列加权和的完全收敛

性,Lan[6]研究了ρ
~混合随机变量序列加权和完全收敛性的充分必要条件,邱德华[7-9]研究了ρ

~混合随机变量序列

加权和的强大数定律及完全收敛性,Guo[10]研究了ρ
~混合随机变量序列加权和完全矩收敛性的等价条件。

Gut[11]给出了弱随机控制的概念。
定义3 设{Xn,n≥1}是定义在概率空间(Ω,F,P)上的随机变量序列,如果存在常数C>0,对任意的x>0,

n≥1,都有 1
n∑

n

k=1
P(Xk >x)≤CP(X >x)成立,则称随机变量序列{Xn,n≥1}被随机变量X 弱随机控制,
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记为Xn≺X。

本文主要对ρ
~混合随机变量序列进行研究,得到了完全收敛性的充分条件。

定理1 设{Xn,n≥1}是ρ
~混合随机变量序列,且Xn≺X,0<p≤2,{an,n≥1}和{bn,n≥1}是两个正的常数

序列,an↑∞,且满足:

∑
∞

n=k

nbn

a2
n

=O(ap-2
k ), (1)

∑
k

n=1
nbn =O(ap

k), (2)

n
an

P(X >an)→0, (3)

如果E X p<∞,则对任意的ε>0,有∑
∞

n=1
bnP ∑

n

k=1
Xk-EXkI(Xk ≤an( )) >an( )ε < ∞。

在E X p<∞的条件下,取an=n
1
p,bn=1n

,则定理1中的(1)~(3)式均成立。

推论1 设{Xn,n≥1}是ρ
~混合随机变量序列,且Xn≺X,0<p≤2,如果E X p<∞,则对任意的ε>0,有

∑
∞

n=1
n-1P ∑

n

k=1
Xk-EXkI(Xk ≤n

1
p( )) >n

1
p( )ε < ∞。

定理2 设{Xn,n≥1}是ρ
~混合随机变量序列,1≤p≤2,{an,n≥1}是正的常数序列,an↑∞,且满足

∑
∞

n=k
a-1-p

n logn=O(a-p
k ),∀k≥1, (4)

及∑
∞

n=1
a-p

n E Xn
p < ∞,则对任意的ε>0,有∑

∞

n=1
a-1

n P max
1≤m≤n ∑

m

k=1
Xk-EX( )k >an( )ε < ∞。

在定理2中取an=n,则(4)式成立。由定理2可以得到下面的推论。

推论2 设{Xn,n≥1}是ρ
~混合随机变量序列,1≤p≤2,如果∑

∞

n=1
n-pE Xn

p < ∞,则对任意的ε>0,有

∑
∞

n=1
n-1P max

1≤m≤n ∑
m

k=1
Xk-EX( )k >n( )ε < ∞。 进一步有n-1∑

n

k=1

(Xk-EXk)→0,a.s.。

2引理

为了证明主要结果,给出一些引理。
引理1[11] 设{Xn,n≥1}是随机变量序列,且Xn≺X,p>0,如果E X p<∞,则对任意的t>0,n≥1,有:

1
n∑

n

k=1
E Xk

p ≤CE X p,1
n∑

n

k=1
E Xk

pI(Xk ≤t)≤C[E X pI(X ≤t)+tpP(X >t)],

1
n∑

n

k=1
E Xk

pI(Xk >t)≤CE X pI(X >t)。

引理2[9] 设{Xn,n≥1}是ρ
~混合随机变量序列,E Xn =0,E Xn

p<∞,0<p≤2,则存在仅依赖于p和ρ
~

的常数c,使得对任意的n≥1,有:

E ∑
n

k=1
Xk

p
≤c∑

n

k=1
E Xk

P,E max
1≤m≤n ∑

m

k=1
Xk[ ]

p
≤c(logn)p∑

n

k=1
E Xk

P。

引理3 设1≤p≤2,{an,n≥1}是一个常数序列,an↑∞,且满足

∑
∞

n=k
a-1-p

n logn=O(a-p
k ),∀k≥1, (5)

设{Xn,n≥1}是ρ
~混合随机变量序列,如果

∑
∞

n=1
a-p

n E Xn
p < ∞, (6)

则对任意的ε>0,有∑
∞

n=1
a-1

n P ∑
n

k=1
Xk-EX( )k >an( )ε < ∞。
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证明 由Kronecker引理以及(6)式,可知a-p
n ∑

n

k=1
E Xk

p →0,因此对任意的ε>0,足够大的n,有

a-1
n ∑

n

k=1
EXkI(Xk >an)≤a-1

n ∑
n

k=1
E Xk I(Xk >an)≤

a-1
n ∑

n

k=1
a1-pn E Xk

pI(Xk >an)≤a-p
n ∑

n

k=1
E Xk

p <ε
2
。 (7)

记Xin=XiI(|Xi|≤an)-EXiI(|Xi|≤an),n≥1,1≤i≤n。由(5),(7)式,引理2以及 Markov不等式有

∑
∞

n=1
a-1

n P ∑
n

k=1
Xk-EX( )k >an( )ε ≤∑

∞

n=1
a-1

n ∑
n

k=1
P(Xk >an)+∑

∞

n=1
a-1

n P ∑
n

k=1
Xkn >εanæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ≤

∑
∞

n=1
a-1

n ∑
n

k=1
a-p

n E Xk
p +C∑

∞

n=1
a-1

na-2
n ∑

n

k=1
EX2

kn ≤∑
∞

k=1
E Xk

p∑
∞

n=k
a-1-p

n +

C∑
∞

n=1
a-3

n ∑
n

k=1
EX2

kI(Xk ≤an)≤C∑
∞

k=1
a-p

k E Xk
p +C∑

∞

n=1
a-3

n ∑
n

k=1
a2-pn EXp

kI(Xk ≤an)≤

C∑
∞

k=1
a-p

k E Xk
p +C∑

∞

n=1
a-1-P

n ∑
n

k=1
EXp

kI(Xk ≤an)≤C∑
∞

k=1
a-p

k E Xk
p < ∞。

3主要结果的证明

证明(定理1) 对任意的n≥1,1≤i≤n,令
Yin=-anI(Xi<-an)+XiI(|Xi|≤an)+anI(Xi>an),

Zin=Xi-EXiI(|Xi|≤an),Z′in=XiI(|Xi|≤an)-EXiI(|Xi|≤an),

由 1
n∑

n

k=1
P(Xk >x)≤CP(X >x),则

∑
∞

n=1
bnP ∑

n

k=1

(Xk-EXkI(Xk ≤an))>an( )ε ≤∑
∞

n=1
bnP(∪

n

k=1
{Xk >an})+

∑
∞

n=1
bnP ∑

n

k=1
Zkn >anε,∩

n

k=1
{Xk ≤an( )}≤∑

∞

n=1
bn∑

n

k=1
P(Xk >an)+

∑
∞

n=1
bnP ∑

n

k=1
Zkn >anε,∩

n

k=1
{Xk ≤an( )}≤C∑

∞

n=1
bnnP(X >an)+

C∑
∞

n=1
bnP ∑

n

k=1

[Ykn -EXkI(Xk ≤an)]>anε( ),=:I1+I2。

为了证明定理1,只需证明I1<∞,I2<∞。由(2)式以及E X p<∞,

I1=∑
∞

n=1
bnnP(X >an)≤C∑

∞

n=1
nbn∑

∞

k=n
P(ak < X ≤ak+1)≤

C∑
∞

k=1
ap

kP(ak < X ≤ak+1)≤CE X p < ∞。 (8)

注意到,当n→∞时,有

a-1
n ∑

n

k=1
P(Xk >an)-P(Xk <-an( )) ≤a-1

n ∑
n

k=1
P(Xk >an)≤Cn

an
P(X >an)→0。

因此对所有足够大的n,有a-1
n ∑

n

k=1
P(Xk >an)-P(Xk <-an( )) <ε

2
。

由引理2以及 Markov不等式有

I2 ≤C∑
∞

n=1
bnP ∑

n

k=1

[Ykn -EYkn]>anεæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ≤C∑
∞

n=1
bna-2

n E ∑
n

k=1

(Ykn -EYkn( ))
2
≤

C∑
∞

n=1
bna-2

n ∑
n

k=1
E(Ykn -EYkn)2 ≤C∑

∞

n=1
bna-2

n ∑
n

k=1
EY2

kn ≤

C∑
∞

n=1
bna-2

n ∑
n

k=1

[EX2
kI(Xk ≤an)+a2nP(Xk >an)]≤
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C∑
∞

n=1
bna-2

n ∑
n

k=1
EX2

kI(Xk ≤an)+∑
∞

n=1
bn∑

n

k=1
P(Xk >an)=:I21+I22。

类似于(8)式,可以证明I22<∞。由(1),(8)式以及引理1有

I21=C∑
∞

n=1
bna-2

n ∑
n

k=1
EX2

kI(Xk ≤an)≤C∑
∞

n=1
bna-2

n (nEX2I(X ≤an)+na2
nP(X >an))=

C∑
∞

n=1
nbna-2

n EX2I(X ≤an)+C∑
∞

n=1
nbnP(X >an)≤

C∑
∞

n=1
nbna-2

n ∑
n

k=1
EX2I(ak-1 < X ≤ak)+C1 ≤C∑

∞

k=1
a2-pk EXpI(ak-1 < X ≤ak)∑

∞

n=k
nbna-2

n +C1 ≤

C∑
∞

k=1
EXpI(ak-1 < X ≤ak)+C1 ≤CEXp +C1 < ∞。 证毕

证明(定理2) 由条件∑
∞

n=1
a-p

n E Xn
p < ∞,类似于(7)式,有

a-1
n ∑

n

k=1
EXkI(Xk >an)≤ε

4
。 (9)

而

∑
∞

n=1
a-1

n P max
1≤m≤n ∑

m

k=1

(Xk-EXk)>an( )ε ≤

∑
∞

n=1
a-1

n P max
1≤m≤n ∑

m

k=1

(XkI(Xk ≤an)-EXkI(Xk ≤an))>anεæ

è
ç

ö

ø
÷

4 +

∑
∞

n=1
a-1

n P max
1≤m≤n ∑

m

k=1

(XkI(Xk >an)-EXkI(Xk >an))>3anεæ

è
ç

ö

ø
÷

4 =:J1+J2。

为了证明定理2的结论,只需要证明J1<∞,J2<∞。由 Markov不等式以及引理2有

J1=∑
∞

n=1
a-1

n P max
1≤m≤n ∑

m

k=1

(XkI(Xk ≤an)-EXkI(Xk ≤an))>anεæ

è
ç

ö

ø
÷

4 ≤

C∑
∞

n=1
a-1

na-2
nE max

1≤m≤n ∑
m

k=1

(XkI(Xk ≤an)-EXkI(Xk ≤an( ))) 2
≤C∑

∞

n=1
a-3

n (logn)2∑
n

k=1
EX2

kI(Xk ≤an)≤

C∑
∞

n=1
a-3

n (logn)2∑
n

k=1
a2-pn E Xk

pI(Xk ≤an)=C∑
∞

n=1
a-1-p

n (logn)2∑
n

k=1
E Xk

pI(Xk ≤an)≤

C∑
∞

k=1
E Xk

p∑
∞

n=k
a-1-p

n (logn)2 ≤C∑
∞

k=1
a-p

k E Xk
p < ∞。

由(9)式及引理3可知

J2=∑
∞

n=1
a-1

n P max
1≤m≤n ∑

m

k=1

(XkI(Xk >an)-EXkI(Xk >an))>3anεæ

è
ç

ö

ø
÷

4 ≤

C∑
∞

n=1
a-1

n P max
1≤m≤n ∑

m

k=1
XkI(Xk >an)>anεæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ≤C∑
∞

n=1
a-1

n P ∑
n

k=1
Xk I(Xk >an)>anεæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ≤

C∑
∞

n=1
a-1

n P ∑
n

k=1
Xk I(Xk >an)-E Xk I(Xk >an( )) >anεæ

è
ç

ö

ø
÷

4 < ∞。 证毕
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TheCompleteConvergenceforρ
~-mixingRandomVariablesSequence

ZHANGShuili,QUCong,CHENYingxia
(InstituteofMathematicsandStatistics,PingdingshanUniversity,PingdingshanHenan467000,China)

Abstract:Inthispaper,westudiedthecompleteconvergenceforρ
~-mixingrandomvariablessequencewithdifferentdistribution,

andobtainedsomesufficientconditionsofcompleteconvergenceforρ
~-mixingrandomvariablessequenceundergeneralconditions,

byusingtheRosenthalinequalityofρ
~-mixingrandomvariablesandtruncatedmethod.Asacorollary,thestronglawoflargenum-

berforρ
~-mixingrandomvariablesisobtainedwhichgeneralizeandextendwell-knownresults.

Keywords:ρ
~-mixingrandomvariables;completeconvergence;weakstochasticallydominate
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