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双向联想记忆神经网络的指数输入-状态稳定性
*
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摘要:研究关于具有多个时滞效应和时变外部输入双向联想记忆神经网络模型的指数输入-状态稳定性分析。首先,建立

了双向联想记忆神经网络模型,该模型具有多个时滞效应并且外部输入是时变的。而且模型中非线性神经元激励函数不

要求是有界的,也不要求是光滑的。然后给出双向联想记忆神经网络指数输入-状态稳定性的一个定义,利用Lyapunov
泛函和线性矩阵不等式-mXTQX+2lXTπY≤l2YTπT(mQ)-1πY和XTY+YTX≤εXTΛX+ε\YTΛ-1Y 的方法,获得含有多

时滞效应和时变外部输入的双向联想记忆神经网络模型指数输入-状态稳定性的一个充分条件。
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1研究背景

双向联想记忆(Bidirectionalassociativememory,BAM)神经网络模型[1-3]是由Kosko首次提出来的一种经

典的递归神经网络。Kosko假设神经元在处理输入信号和输出信号的过程都是被即时处理的,同时处理输入信

号时也是被神经元即时的吸收。但是由于神经元轴突种类大小比较繁多、传输路径比较长以及神经元的个数较

大等各种因素的影响,神经元在传输信号过程中并不一定总是即时被传输的,所以处理过程通常有时间延

迟[4-5],由于双向联想记忆神经网络模型的应用比较广泛,在模式辨识和模式分类等各领域应用中具有较大的实

际应用前景,从而目前已有许多学者获得了不少判别稳定性的一些相关判据[6-15]。比如,Wan和Tan等人[7]研

究了双向联想记忆神经网络模型平衡点的局部稳定的性质,得到了在平衡点指数收敛速度的一些估计以及确定

指数吸引域的若干方法和技巧。Dong和Jiang等人[12]通过构造线性矩阵不等式的方法以及构造新的Lyapunov
泛函技术,得到了关于神经网络的稳定性、指数稳定性的一些条件与结果。但是,神经网络输入-状态稳定的研究

成果不多[16-17]。Jiang和Shen等人[16]针对非自治的动态神经网络模型,将其等效成非线性仿射控制系统,建立

数学模型,给出了输入-状态稳定的一些充分条件,并分析了平衡点的存在唯一性以及渐近稳定性,通过构造新的

Lyapunov函数的方法,获得了该模型渐近稳定性的若干充分条件。Yang和Zhou[17]研究了有时变的动态神经

网络,通过运用一些线性矩阵不等式的方法以及构造新的Lyapunov泛函的技术,得到该神经网络模型的输入-
状态稳定性的一个充分条件。然而,相对于神经网络的输入-状态稳定,神经网络指数输入-状态稳定的结果更

少[18-19]。比如,Yang和Zhou等人[18]对含有变时滞递归神经网络模型的指数对输入-状态稳定性进行了分析,从
而得到了变时滞递归神经网络模型指数输入-状态稳定性的一些充分条件。Xu和Zhou等人[19]研究了变时滞的

Cohen-Grossberg神经网络模型,利用Razumikhin技术和构造新的 Halanay微分不等式方法,获得了该模型指

数输入-状态稳定性的一些充分条件。但是仍然未涉及到对含多时滞和外部输入含时延的双向联想记忆神经网

络模型的指数输入-状态稳定性的研究。
下面将主要研究外部输入随时间变化和多时滞效应的双向联想记忆神经网络模型,建立双向联想记忆神经

网络模型指数输入-状态稳定性的一个判据。
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2模型建立

主要研究如下形式的双向联想记忆神经网络:

dxi(t)
dt =-aixi(t)+∑

n

j=1
uijfj yjt-τ( )( )j +si(t),i=1,…,n,

dyj(t)
dt =-bjyj(t)+∑

n

i=1
vjigi(xi(t-σi))+hj(t),j=1,…,n

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 。

(1)

其中xi(t),yj(t)为神经元的状态,fj,gi 在R上连续,ai,bj 是正常数,τj,σi 为非负常数,uij,vji,si,hj 是常数,双
向联想记忆神经网络模型是由两层神经元构成,分别记为第X 层和第Y 层,其中第X 层是由n 个神经元组成

的,其对应的状态向量的表示记为x=(x1,x2,…,xn)T,外部输入记为si(t);同样,第Y 层是由n 个神经元组成

的,其对应的状态向量的表示记为y=(y1,y2,…,yn)T,外部输入记为hj(t)。为了叙述方便,记:

A=diag{a1,a2,…,an},B=diag{b1,b2,…,bn},W=(uij)n×n∈Rn×n,V=(vji)n×n∈Rn×n,

f(y(t-τ))=(f1(y1(t-τ1)),f2(y2(t-τ2)),…,fn(yn(t-τn)))T,

g(x(t-σ))=(g1(x1(t-σ1)),g2(x2(t-σ2)),…,gn(xn(t-σn)))T,s(t)=(s1(t),s2(t),…,sn(t))T,

h(t)=(h1(t),h2(t),…,hn(t))T。
那么(1)式可简写为:

dx(t)
dt =-Ax(t)+Wf(y(t-τ))+s(t),

dy(t)
dt =-By(t)+Vg(x(t-σ))+h(t

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )。

(2)

对∀x,y∈Rn,ξ,ψ∈C,其中C:C([-r,0],Rn)(r>0)为连续函数映射,s,h 为有界函数,定义 x =
(xTx)

1
2, (x;y) = (xTx +yTy)

1
2, (ξ;ψ)r = sup

t∈[-r,0]
(ξ(t);ψ(t)),r= max(τ,σ), (s;h) ∞ =

sup
t∈[0,+∞)

(s(t);h(t))。定义γ:R+→R+为连续函数,如果满足严格递增且γ(0)=0,称函数γ为K-函数。定义

函数β:R+×R+→R+,如果满足对每一个t≥0函数β(·,t)为一个K-函数,且对于每一个s≥0,当t→∞都有函

数β(·,t)递减且趋于0,称函数β(·,t)为KL-函数。为了证明结论,下面引入一些定义与引理。
定义1 双向联想记忆神经网络(2)称为输入-状态稳定的。若存在一个KL-函数β:R+×R+→R+和一个

K-函数γ(·)满足:
(x(t);y(t))≤β((ξ;ψ),t)+γ((s;h) ∞), (3)

其中ξ,ψ∈C,s(t),h(t)∈Ln
∞,t>0,(x(t);y(t))=(x(t,[ξ;ψ]);y(t,[ξ;ψ]))为模型(2)神经元的状态量,而

x(s)=ξ(s)

y(s)=ψ(s{ )
为该模型的初始值。

定义2 双向联想记忆神经网络(2)称为指数输入-状态稳定的。若存在一个λ>0和两个K-函数γ,β满足:
(x(t);y(t))≤β((ξ;ψ)τ)e-λt+γ((s;h) ∞), (4)

其中ξ,ψ∈C为初值,s(t),h(t)∈Ln
∞,t>0。

引理1[20] 设X 和Y 为两个n 维向量,Q和π 为两个n 阶矩阵并且Q>0,对于任意两个正数m>0和l>0
有以下不等式成立:

-mXΤQX+2lXTπY≤l2YTπT(mQ)-1πY。 (5)
引理2[21] 设X 和Y 为两个n 阶矩阵,Λ 是一个n 阶矩阵且ΛT=Λ>0,对于任意ε>0有,

XTY+YTX≤εXTΛX+1εYTΛ-1Y。 (6)

3主要结果

为了获得神经网络(2)的指数输入状态稳定性,假设激励函数f,g满足:(A1)存在βj,αi>0使得对于∀θ,ρ∈R,

有0≤fj(θ)-fj(ρ)
θ-ρ

≤βj,0≤
gi(θ)-gi(ρ)

θ-ρ
≤αi,i,j=1,2,…,n。

定理 假设(A1)成立,如果:

08 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn          第33卷



-α-1Aα-1+WWT-2Aα-1+I+VTB-1V+ε2I<0, (7)

-β-1Bβ-1+VVT-2Bβ-1+I+WTA-1W+ε4I<0, (8)
其中I为单位矩阵,ε1,ε2,ε3,ε4 为正实数,fj(0)=0,gi(0)=0,β=diag(β1,β2,…,βn)T,α=diag(α1,α2,…,αn),

i,j=1,2,…,n,那么双向联想记忆神经网络(2)是指数输入-状态稳定的。
证明 首先选择两个适当的数ξ*,ζ*<0和正数ε>0使得:

gT(x(t))(-α-1Aα-1+WWT-2Aα-1+I+VTB-1V+ε2I)g(x(t))≤ξ*gT(x(t))g(x(t)), (9)

fT(y(t))(-β-1Bβ-1+VVT-2Bα-1+I+WTA-1W+ε4I)f(y(t))≤ζ*fT(y(t))f(y(t)), (10)
并且满足:

ε+εαi+ε1+ξ*α2i+ (α2i+η1α2i)σεeεσ<0, (11)

ε+εβj+ε3+ζ*β2j+ (β2j+η2β2j)τεeετ<0, (12)
其中η1,η2 满足gT(x(r))VTB-1Vg(x(r))≤η1gT(x(r))g(x(r)),fT(y(σ))WTA-1Wf(y(σ))≤η2fT(y(σ))f(y(σ))。
下面构造如下的Lyapunov函数:

V(x(t),y(t))=xT(t)x(t)+2∑
n

i=1∫
xi(t)

0
gi(ξ)dξ+∑

n

i=1∫
t

t-σ
g2

i(xi(ζ))dζ+yT(t)y(t)+2∑
n

j=1∫
yj(t)

0
fj(ρ)dρ+

∑
n

j=1∫
t

t-τ
f2

j(yj(η))dη+∫
t

t-σ
gT(x(r))VTB-1Vg(x(r))dr+∫

t

t-τ
fT(y(σ))WTA-1Wf(y(σ))dσ。 (13)

(13)式沿方程组(2)式关于t求导,可得:

V
·
(x(t),y(t))=-2xT(t)Ax(t)+2xT(t)Wf(y(t-τ))+2xT(t)s(t)-2gT(x(t))Ax(t)+

2gT(x(t))Wf(y(t-τ))+2gT(x(t))s(t)+gT(x(t))g(x(t))-gT(x(t-σ))g(x(t-σ))-
yT(t)By(t)-yT(t)By(t)+2yT(t)Vg(x(t-σ))+2yT(t)h(t)-2fT(y(t))By(t)+

2fT(y(t))Vg(x(t-σ))+2fT(y(t))h(t)+fT(y(t))f(y(t))-fT(y(t-τ))f(y(t-τ))+
gT(x(t))VTB-1Vg(x(t))-gT(x(t-σ))VTB-1Vg(x(t-σ))+
fT(y(t))WTA-1Wf(y(t))-fT(y(t-τ))WTA-1Wf(y(t-τ))。 (14)

由引理1有:

-xT(t)Ax(t)+2xT(t)Wf(y(t-τ))-fT(y(t-τ))WTA-1Wf(y(t-τ))=

-(A
1
2x(t)-A-12Wf(y(t-τ)))T(A

1
2x(t)-A-12Wf(y(t-τ)))≤0,

-yT(t)By(t)+2yT(t)Vg(x(t-σ))-gT(x(t-σ))VTB-1Vg(x(t-σ))=

-(B
1
2y(t)-B-12Vg(x(t-σ)))T(B

1
2y(t)-B-12Vg(x(t-σ)))≤0,

-gT(x(t-σ))g(x(t-σ))+2fT(y(t))Vg(x(t-σ))≤fT(y(t))VVTf(y(t)),

-fT(y(t-τ))f(y(t-τ))+2gT(x(t))Wf(y(t-τ))≤gT(x(t))WWTg(x(t))。

(15)

由引理2有:

2xT(t)s(t)≤ε1xT(t)x(t)+1ε1s
T(t)s(t),2gT(x(t))s(t)≤ε2gT(x(t))g(x(t))+1ε2s

T(t)s(t),

2yT(t)h(t)≤ε3yT(t)y(t)+1ε3h
T(t)h(t),2fT(y(t))h(t)≤ε4fT(y(t))f(y(t))+1ε4h

T(t)h(t)。 (16)

将(15),(16)式以及假设条件(A1)代入(14)式以及由(9),(10)式可得:

V
·
(x(t),y(t))≤-gT(x(t))α-1Aα-1g(x(t))+gT(x(t))WWTg(x(t))-2gT(x(t))Aα-1g(x(t))+

gT(x(t))g(x(t))+gT(x(t))VTB-1Vg(x(t))-fT(y(t))β-1Bβ-1f(y(t))+fT(y(t))VVTf(y(t))-
2fT(y(t))Bβ-1f(y(t))+fT(y(t))f(y(t))+fT(y(t))WTA-1Wf(y(t))+ε1xT(t)x(t)+

ε2gT(x(t))g(x(t))+ε3yT(t)y(t)+ε4fT(y(t))f(y(t))+ 1
ε1+

1
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
s(t)2+

1
ε3+

1
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

4
h(t)2=gT(x(t))(-α-1Aα-1+WWT-2Aα-1+I+VTB-1V+ε2I)g(x(t))+ε1xT(t)x(t)+

ε3yT(t)y(t)+fT(y(t))(-β-1Bβ-1+VVT-2Bβ-1+I+WTA-1W+ε4I)f(y(t))+ε′1 s(t)2+ε′2 h(t)2≤

ξ* g(x(t))2+ζ* f(y(t))2+ε1xT(t)x(t)+ε3yT(t)y(t)+ε′1 s(t)2+ε′2 h(t)2, (17)
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其中ε′1=1ε1+
1
ε2
,ε′2=1ε3+

1
ε4
。下面对eεtV(x(t),y(t))求导并将(17)式带入有:

d(eεtV(x(t),y(t)))
dt =εeεtV(x(t),y(t))+eεtV

·(x(t),y(t))≤εeεt[xT(t)x(t)+2∑
n

i=1∫
xi(t)

0
gi(ξ)dξ+

∑
n

i=1∫
t

t-σ
g2

i(xi(ζ))dζ+yT(t)y(t)+2∑
n

j=1∫
yj(t)

0
fj(ρ)dρ+∑

n

j=1∫
t

t-τ
f2

j(yj(η))dη+∫
t

t-σ
gT(x(r))VTB-1Vg(x(r))dr+

∫
t

t-τ
fT(y(σ))WTA-1Wf(y(σ))dσ]+eεt[ξ* g(x(t))2+ζ* f(y(t))2+ε1xT(t)x(t)+ε3yT(t)y(t)+

ε′1 s(t)2+ε′2 h(t)2]≤εeεt[xT(t)x(t)+2xT(t)αx(t)+∑
n

i=1∫
t

t-σ
g2

i(xi(ζ))dζ+yT(t)y(t)+

2yT(t)y(t)+∑
n

j=1∫
t

t-τ
f2

j(yj(η))dη+∫
t

t-σ
gT(x(r))VTB-1Vg(x(r))dr+∫

t

t-τ
fT(y(σ))WTA-1Wf(y(σ))dσ]+

eεt ξ*∑
n

i=1
α2ix2

i(t)+ζ*∑
n

j=1
β2jy2

i(t)+ε1 x(t)2+ε3 y(t)2+ε′1 s(t)2+ε′2 h(t)[ ]2 ≤

eεt ∑
n

i=1

(ε+εαi+ε1+ξ*α2i)xi(t)2+∑
n

j=1

(ε+εβj+ε3+ζ*β2j)yj(t)2+∑
n

i=1
ε′1 si(t)2[ +

∑
n

j=1
ε′2 hj(t)2+∑

n

i=1∫
t

t-σ
εg2

i(xi(ζ))dζ+∑
n

j=1∫
t

t-τ
εf2

j(yj(η))dη+∫
t

t-σ
εgT(x(r))VTB-1Vg(x(r))dr+

∫
t

t-τ
εfT(y(σ))WTA-1Wf(y(σ))d ]σ 。 (18)

(18)式两边同时积分可得:

eεtV(x(t),y(t))-V(x(0),y(0))≤∑
n

i=1

(ε+εαi+ε1+ξ*α2i)∫
t

0
eεs xi(s)2ds+

∑
n

j=1

(ε+εβj+ε3+ζ*β2j)∫
t

0
eεs yj(s)2ds+∑

n

i=1
εα2

i∫
t

0
eεs∫

s

s-σ
xi(ξ)2dξds+∑

n

j=1
εβ2

j∫
t

0
eεs∫

s

s-τ
yj(ζ)2dζds+

∑
n

i=1
η1εα2

i∫
t

0
eεs∫

s

s-σ
xi(ξ)2dξds+∑

n

j=1
η2εβ2

j∫
t

0
eεs∫

s

s-τ
yi(ζ)2dζds+

∑
n

i=1
ε′1∫

t

0
eεs si(s)2ds+∑

n

j=1
ε′2∫

t

0
eεs hj(s)2ds (19)

通过交换积分顺序,有下面两个积分成立:

∑
n

i=1

(α2i +η1α2i)∫
t

0
eεs∫

s

s-σ
xi(ξ)2dξds=∑

n

i=1

(α2i +η1α2i)∫
0

-σ
xi(ξ)2∫

min(t,ξ+σ)

max(0,ξ)
eεsdsdξ≤

∑
n

i=1

(α2i +η1α2i)∫
t

-σ
σeεγeεξ xi(ξ)2dξ≤∑

n

i=1

(α2i +η1α2i)σeεγ∫
0

-σ
xi(s)2ds+σeεσ∫

t

0
eεs xi(s)2d( )s ,

∑
n

j=1

(β2j +η2β2j)∫
t

0
eεs∫

s

s-τ
yj(ζ)2dζds=∑

n

j=1

(β2j +η2β2j)∫
t

-τ
yj(ξ)2∫

min(t,ξ+τ)

max(0,ξ)
eεsdsdξ≤

∑
n

j=1

(β2j +η2β2j)∫
t

-τ
τeετeεξ yj(ξ)2dξ≤

∑
n

j=1

(β2j +η2β2j)τeετ∫
0

-τ
yj(s)2ds+τeετ∫

t

0
eεs yj(ξ)2d( )s (20)

将(20)式带入(19)式可得:

eεtV(x(t),y(t))-V(x(0),y(0))≤∑
n

i=1

(ε+εαi+ε1+ξ*α2i +(α2i +η1α2i)σεeεσ)∫
t

0
eεs xi(s)2ds+

∑
n

j=1

(ε+εβj+ε3+ζ*β2j +(β2j +η2β2j)ετeετ)∫
t

0
eεs yj(s)2ds+∑

m

i=1

(α2i +η1α2i)σεeεσ∫
0

-σ
xi(s)2ds+

∑
n

j=1

(β2j +η2β2j)τεeετ∫
0

-τ
yj(s)2ds+∑

n

i=1
ε′1∫

t

0
eεs si(s)2ds+∑

m

j=1
ε′2∫

t

0
eεs hj(s)2ds (21)

由(21),(11),(12)式可得:
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V(x(t),y(t))≤ ∑
n

i=1
α2i +η1α2( )i σεeεσ∫

0

-σ
xi(s)2ds+∑

n

i=1
xi(0)2+∑

n

i=1
α2i∫

0

-σ
xi(ξ)2dξ{ +

2∑
n

j=1∫
yj(0)

0
fj(ρ)dρ+∑

n

i=1
η1α2i∫

0

-σ
xi(s)2ds+∑

n

j=1
β2j +η2β2( )j τεeετ∫

0

-τ
yj(s)2ds+∑

n

j=1
yj(0)2+

2∑
n

i=1∫
xi(0)

0
gi(ξ)dξ+∑

n

j=1
β2j∫

0

-τ
yj(ξ)2dξ+∑

n

j=1
η2β2j∫

0

-τ
yj(ξ)2dξ}e-εt+nε′1

ε s 2
∞ +nε′2

ε h 2
∞。

则:

x(t)2+ y(t)2 ≤ {x(0)2+ y(0)2+ ∑
n

i=1
α2i +η1α2( )i σεeεσ +∑

n

i=1
α2i( +∑

n

i=1
η1α2 )i∫

0

-σ
xi(s)2ds+

∑
n

j=1
βj xi(0)2+∑

n

i=1
αi yi(0)2+ ∑

n

j=1
β2j +η2β2( )j τεeετ +∑

n

j=1
β2j( +

∑
n

j=1
η2β2 )j∫

0

-τ
yj(s)2ds}e-εt+nε′1

ε s 2
∞ +nε′2

ε h 2
∞ ≤

췍(x(0)2+ y(0)2)+ ∑
n

i=1

(α2i +η1α2i)σεeεσ +∑
n

i=1
α2i +∑

n

i=1
η1α2( )i∫

0

-σ
xi(s)2ds+ ∑

n

j=1

(β2j +η2β2j)τεeετ({ +

∑
n

j=1
β2j +∑

n

j=1
η2β2 )j∫

0

-τ
yi(s)2d }se-εt+nε′1

ε ‖S‖2∞ +nε′2
ε ‖h‖2∞,

其中췍:= max
1≤i,j≤n

{1+βj,1+αi}。由定义的范数可得:

(x(t);y(t))≤e-εt
2 2췍(x(0)2+ y(0)2)+ ∑

n

i=1

(α2i +η1α2i)σεeεσ +∑
n

i=1
α2i +∑

n

i=1
η1α2( )i∫

0

-σ
xi(s)2ds{[ +

∑
n

j=1

(β2j +η2β2j)τεeετ +∑
n

j=1
β2j +∑

n

j=1
η2β2( )j∫

0

-τ
yj(s)2d } ]s

1
2

+ 2nε′æ

è
ç

ö

ø
÷

ε

1
2

s 2
∞ + h 2( )∞

1
2,

其中ε′=max(ε′1,ε′2),

θ=max∑
n

i=1

(α2i +η1α2i)σεeεσ +∑
n

i=1
α2i +∑

n

i=1
η1α2i,∑

n

j=1

(β2j +η2β2j)τεeετ +∑
n

j=1
β2j +∑

n

j=1
η2β2{ }j 。

下面将定义两个新的函数为β(s)= 2췍s+4θ,γ(s)=s2nε′æ

è
ç

ö

ø
÷

ε

1
2。显然β(·),γ(·)为K-函数。取λ=ε

2
,则

有 (x(t);y(t))≤β((ξ;ψ)r)e-λt+γ((s;h) ∞)。根据定义,双向联想记忆神经网络(2)是指数输入-状态稳

定的。 证毕

4结束语

主要研究了外部输入随时间变化的多时滞双向联想记忆神经网络,通过Lyapunov泛函方法及构造新的线

性矩阵不等式的技术,获得了关于双向联想记忆神经网络模型的指数对输入-状态稳定性分析的一个充分条件,
后期将通过构造新的积分微分不等式的技术进一步研究含脉冲和随机的神经网络模型的输入-状态稳定性问题。
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ExponentialInput-to-StateStabilityofBidirectionalAssociativeMemoryNeuralNetworks

LIJianjun,YANGZhichun
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Westudyexponentialinput-to-statestabilityofbidirectionalassociativememoryneuralnetworkswithmultipletimedelays
effectsandexternalinputwithtimevarying.Firstly,amodelofBAMneuralnetworkisestablished,inwhichtherearemultiple
timedelayeffectsandtheexternalinputswithtimevarying.Wedon’trequirethatactivefunctionsareboundedandsmoothinthe
BAMnetworks.Then,thedefinitionofexponentialinput-to-statestabilityforBAMneuralnetworksisgiven.Weobtainasufficient
conditionensuringexponentialinput-to-statestabilityofBAMneuralnetworkswithmultipletimedelaysandexternalinputwith
timevaryingbyusingLyapunovfunctionmethodandthelinearmatrixinequality-mXTQX+2lXTπY≤l2YTπT(mQ)-1πYandXTY+
YTX≤εXTΛX+ε\YTΛ-1Y.
Keywords:delays;bidirectionalassociativememoryneuralnetworks;exponentialinput-to-statestability;Lyapunovfunctional
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