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三阶段时滞种群生长模型的渐近稳定性
*
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摘 要:根 据 种 群 生 长 的 阶 段 性,引 入 时 滞 建 立 了 一 类 三 阶 段 结 构 的 时 滞 种 群 生 长 模 型:

x
·
1(t)=αx3(t)-γx1(t)-αe-γτx3(t-τ)

x
·
2(t)=αe-γτx3(t-τ)-bx2(t)-αx2(t)

x
·
3(t)=ax2(t)-cx3(t)-dx23(t
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ï
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ï
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,初始条件:
x1(t)=φ1(t)≥0,x2(t)=φ2(t)≥0
x3(t)=φ3(t)≥0,t∈[-τ,0{ ]

。利用微分方程稳定性理论分

析了系统的零平衡点和正平衡点的局部稳定性。利用有效的Liapunov函数得到零平衡点和正平衡点的全局稳定性:1)

当aαe-γτ<(b+a)c时,系统有唯一平衡点E0,且它是局部稳定的;当aαe-γτ>(b+a)c时,E0 是不稳定的,此时系统除了

E0 外,还存在唯一正平衡点E*,且它是局部稳定的。2)当αe-γτ≤c,则系统的平衡点E0 是全局渐进稳定的,当αe-γτ≥
a+b
a-bc

,a>b,则系统的正平衡点E*是全局渐进稳定的。所得结论对人工控制种群的发展具有一定的指导意义。
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自然界中生物种[1-3]发展的稳定性问题,是生物学者、数学家们一直关心的问题之一。Aiello等人[4]考虑了

时滞依赖于种群的密度或称为状态依赖的时滞单种群阶段结构模型,并研究了正平衡态的存在和稳定性以及稳

定性的区域。胡宝安等人[5]研究了具有阶段结构的SIS传染病模型,田晓红等人[6]研究了一类具有时滞和阶段

结构的SIS传染病模型等。高淑京在文献[7]中,按幼年、成年、老年三阶段建立了一类种群阶段模型,而文献

[8]给出了明确的稳定性结果。2004年梁志清等人在文献[9]中将种群分为蛹、幼虫、成虫3个阶段建立了结构

模型,同时对稳定性进行了一些分析。实际上种群的发展繁衍都有一个滞后的过程。因此,为了更准确地研究

种群发展,笔者将时滞这个因素考虑到模型中去。

1模型建立

考虑到某些物种具有卵、幼年和成年3个成长阶段,建立下列模型:

x
·
1(t)=αx3(t)-γx1(t)-αe-γτx3(t-τ),

x
·
2(t)=αe-γτx3(t-τ)-bx2(t)-αx2(t),

x
·
3(t)=ax2(t)-cx3(t)-dx23(t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï )。

(1)

初始条件为:

x1(t)=φ1(t)≥0,x2(t)=φ2(t)≥0,

x3(t)=φ3(t)≥0,t∈[-τ,0{ ],
(2)

其中,x1,x2,x3 分别代表物种在卵、幼年、成年在t时刻的密度。τ表示由卵变化为幼年的时间,α表示成年的产
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卵率,γ表示卵的死亡率,αe-γτ表示卵变为幼年的概率,b表示幼年的死亡率,a表示幼年向成年的转化率,c表示

成年的死亡率,dx23 项表示密度制约。为了保证初始条件的连续性,还假定:

x1(0)=∫
0

-τ
αφ3(s)eγsds。

2模型分析

引理1 考虑二阶超越多项式方程:
λ2+pλ+r+(sλ+q)e-λτ=0, (3)

这里p,q,r,s是实数。
(H1)p+s>0;
(H2)q+r>0;
(H3)s2-p2+2r<0和r2-q2>0或(s2-p2+2r)2<4(r2-q2);
(H4)r2-q2<0或s2-p2+2r>0和(s2-p2+2r)2=4(r2-q2)。
如果有(H1),(H2),(H3)成立,则方程(3)的所有根有负实部。如果有(H4)成立,则方程(3)的根没有负实

部。
定理1 对于初始条件x1(t)>0,x2(t)>0,x3(t)>0,t∈[-τ,0],D 是系统(1)的正不变集,其中D={(x1,

x2,x3):x1(t)>0,x2(t)>0,x3(t)>0,t>0}。
证明 考虑系统(1)的后两个方程:

x
·
2(t)=αe-γτx3(t-τ)-bx2(t)-ax2(t),

x
·
3(t)=ax2(t)-cx3(t)-dx23(t{ )。

(4)

可得:

x
·
2|x2=0=αe

-γτx3(t-τ)>0,

x
·
3|x3=0=ax2(t)>0

{ 。
故可知D1={(x2,x3):x2>0,x3>0}是系统(4)的正不变集。再利用文献[15]的方法可得x1(t)>0,故D=

{(x1,x2,x3):x1(t)>0,x2(t)>0,x3(t)>0,t>0}是系统(4)的正不变集。 证毕

定理2 满足初始条件(2)的系统(1)的正解是最终有界的。
证明 作函数V(t)=x1(t)+x2(t)+x3(t)。V(t)沿着系统(1)求导数得:

V
·
=αx3-γx1-bx2-cx3-dx23≤-μ(x1+x2+x3)+αx3-dx23=-μV+αx3-dx23≤-μV+

α2
4d
, (5)

其中μ=min{γ,b,c}。

由(5)式容易得出lim
t→∞
supV(t)≤α2

4dμ
,即系统(1)满足初始条件(2)的解最终有界。 证毕

3模型稳定性的分析

定理3 当aαe-γτ<(b+a)c时,系统(1)有唯一平衡点E0,且它是局部稳定的;当aαe-γτ>(b+a)c时,E0 是

不稳定的,此时系统(1)除了E0 外,还存在唯一正平衡点E*,且它是局部稳定的。
证明 通过观察,显然系统(1)有边界平衡点E0(0,0,0)。当aαe-γτ>(b+a)c时,存在唯一的正平衡点

E*(x*
1 ,x*

2 ,x*
3 ),其中

x*
1 =
(α-αe-γτ)[aαe-γτ-(b+a)c]

γd(b+a)
,x*
2 =αe

-γτ[aαe-γτ-(b+a)c]
(b+a)2d

,x*
3 =aαe

-γτ-(b+a)c
(b+a)d

。

系统在E0(0,0,0)处的线性近似系统为:

x
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x
·
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·
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Jacobian特征矩阵为:J(E0)=
λ+γ 0 -α+αe-(λ+γ)τ

0 λ+b+a -αe-(λ+γ)τ

0 -a λ+

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úúc

,特征方程为:

(λ+γ)[(λ+b+a)(λ+c)-aαe-(λ+γ)τ]=0, (6)
显然λ=-γ是一个负根。

对于方程[(λ+b+a)(λ+c)-aαe-(λ+γ)τ]=0,展开整理得:

λ2+(b+a+c)λ+(b+a)c-aαe-γτe-λτ=0。 (7)
令p=b+a+c,q=-aαe-γτ,r=(b+a)c,s=0,则p+s=b+a+c>0,q+r=(b+a)c-aαe-γτ>0(当正平衡

点不存在时),s2-p2+2r=-(b+a+c)2+2(b+a)c=-(b+a)2-c2<0,r2-q2=[(b+a)c]2-(aαe-γτ)2>0
(正平衡点不存在时)。故可知当aαe-γτ<(b+a)c时,(H1),(H2),(H3)成立。

故由引理1可得:当aαe-γτ<(b+a)c时,方程(7)的所有根都有负实部,即当aαe-γτ<(b+a)c时,E0 是局部

渐进稳定的。
当aαe-γτ>(b+a)c时,r2-q2=[(b+a)c]2-(aαe-γτ)2<0,即(H4)成立,故方程(7)的根没有负实部,即当

正平衡点存在时E0 不稳定。
作代换X1=x1-x*

1 ,X2=x2-x*
2 ,X3=x3-x*

3 。仍用x1,x2,x3 记X1,X2,X3,得系统(1)在E*处的线性

系统为:

x
·
1(t)=αx3(t)-γx1(t)-αe-γτx3(t-τ),

x
·
2(t)=αe-γτx3(t-τ)-bx2(t)-αx2(t),

x
·
3(t)=αx2(t)-cx3(t)-2dx*

3x3(t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï )。

Jacobian特征矩阵为J(E*)=
λ+γ 0 -α+αe-(λ+γ)τ

0 λ+b+a -αe-(λ+γ)τ

0 -a λ+2dx*
3 +
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è
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c

,特征方程为:

(λ+γ)[(λ+b+a)(λ+2dx*
3 +c)-aαe-(λ+γ)τ]=0, (8)

显然λ=-γ是一个负根。
对于方程(λ+b+a)(λ+2dx*

3 )-aαe-(λ+γ)τ=0,展开得:

λ2+(b+a+c+2dx*
3 )λ+(b+a)(c+2dx*

3 )-aαe-γτe-λτ=0。 (9)
令p=b+a+c+2dx*

3 ,r=(b+a)(c+2dx*
3 ),s=0,q=-aαe-γτ,则有:

p+s>0;

q+r=-aαe-γτ+(b+a)c+2d(b+a)
[aαe-γτ-(b+a)c]

(b+a)d =aαe-γτ-(b+a)c>0;

r2-q2=[2aαe-γτ-(b+a)c]2-(aαe-γτ)2>0;

s2-p2+2r=-(b+a+c+2dx*
3 )2+2(b+a)(c+2dx*

3 )<0。
由上可知引理1中的(H1),(H2),(H3)成立,即正平衡点E*是局部稳定的。 证毕

定理4 若αe-γτ≤c,则系统(1)的平衡点E0 是全局渐进稳定的。
证明 由于系统(1)后两个方程不含x1,故只要讨论后两个方程即可。讨论系统(4):

x
·
2(t)=αe-γτx3(t-τ)-bx2(t)-ax2(t),

x
·
3(t)=ax2(t)-cx3(t)-dx23(t{ )。

作Liapunov函数:

W(t)=x2(t)+x3(t)+αe-γτ∫
t

t-τ
x3(θ)dθ。 (10)

沿着系统(4)对t求导得:W
·
(t)=x

·
2+x
·
3+αe-γτx3(t)-αe-γτx3(t-τ)=-bx2(t)+(αe-γτ-c)x3(t)-dx23

(t)。当αe-γτ≤c时,可知W
·
(t)≤0恒成立,当且仅当x2=x3=0时等号成立。故当αe-γτ≤c时,系统(4)的平衡
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点(0,0)全局渐进稳定。由系统(1)的第一个方程得x1(t)=∫
t

t-τ
αe-γ(t-s)x3(s)ds,因此有:

lim
t→+∞

x1(t)=lim
t→+∞

∫
t

t-τ
αeγτx3(s)ds

eγτ =α-αe-γτ

γ lim
t→+∞

x3(t)=0。 (11)

故当αe-γτ≤c时,E0 是全局渐进稳定的。 证毕

定理5 若αe-γτ≥a+ba-bc
,a>b,则系统(1)的正平衡点E*是全局渐进稳定的。

证明 由定理3的条件知aαe-γτ>(b+a)c。对系统(1)作变换X1=x1-x*
1 ,X2=x2-x*

2 ,X3=x3-x*
3 ,仍

用x1,x2,x3 记X1,X2,X3,得到新系统如下:

x
·
1(t)=αx3(t)-γx1(t)-αe-γτx3(t-τ),

x
·
2(t)=αe-γτx3(t-τ)-bx2(t)-ax2(t),

x
·
3(t)=ax2(t)-cx3(t)-2dx*

3x3(t)-dx23(t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï )。

(12)

显然,系统(12)有一个平衡点E0。由变换可知,若要证明系统(1)的正平衡点E*是全局渐进稳定的,则只

需证明系统(12)的平衡点E*是全局稳定的即可。下面证明系统(12)的平衡点E0 是全局稳定的。
由于系统(12)后两个方程不含x1,故只要讨论后两个方程即可:

x
·
2(t)=αe-γτx3(t-τ)-bx2(t)-ax2(t),

x
·
3(t)=ax2(t)-cx3(t)-2dx*

3x3(t)-dx23(t{ )。
(13)

作Liapunov函数:

W(t)=x2(t)+x*
2 +x3(t)+x*

3 +∫
t

t-τ
(x3(θ)+x*

3 )dθ。 (14)

对于(14)式沿着系统(13)求导得:

W
·
(t)=αe-γτx3(t)-bx2(t)-cx3(t)-2dx*

3x3(t)-dx23(t)。

当αe-γτ≤c+2dx*
3 ,即αe-γτ≥a+ba-bc

,a>b时,W
·
(t)≤0恒成立,当且仅当x2=x3=0时等号成立。故当

αe-γτ≥a+ba-bc
,a>b时(x*

2 ,x*
3 )是全局渐进稳定的。再由(11)式得:

lim
t→+∞

x1(t)=lim
t→+∞

∫
t

t-τ
αeγτx3(s)ds

eγτ =α-αe-γτ

γ lim
t→+∞

x3(t)=0,

即E0 对于系统(12)是全局渐进稳定的。 证毕
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StabilityforSinglePopulationGrowthModelwithThree-stageStructuresandTimeDelay

MOUEn1,ZHAOChaofeng2,CHENXiaodong3,ZHANGQimin4

(1.BasicMedicalCollege,SouthwestMedicalUniversity,LuzhouSichuan646000;

2.PublicDisciplineDepartment,HenanVocationCollegeofNursing,AnyangHenan455000;

3.NaxiMiddleSchoolofSichuan,LuzhouSichuan646000;

4.SchoolofMathematicsandComputerScience,NingxiaUniversity,Yinchuan750021,China)

Abstract:Accordingtocharacteristicsofpopulations,aclassofthree-stagestructureofpopulationssystemwithtimedelayisestab-

lished:

x
·
1(t)=αx3(t)-γx1(t)-αe-γτx3(t-τ)

x
·
2(t)=αe-γτx3(t-τ)-bx2(t)-αx2(t)

x
·
3(t)=ax2(t)-cx3(t)-dx23(t

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

,Initialconditions:
x1(t)=φ1(t)≥0,x2(t)=φ2(t)≥0
x3(t)=φ3(t)≥0,t∈[-τ,0{ ]

.Byusingthestabilitythe-

oryofdifferentialequations,analysisingthelocalasymptoticstabilityofthezeroequilibriumandthepositiveequilibrium.Byusing
theeffectiveLiapunovfunction,theglobalasymptoticstabilityofthezeroequilibriumandthepositiveequilibriumareproved.1)If
aαe-γτ<(b+a)c,thesystemhasonlyoneequilibriumE0,localasymptoticstable.Ifaαe-γτ>(b+a)c,E0isnotstable.ExceptE0,

thereisonlyonethepositiveequilibriumE*,localasymptoticstable.2)Ifαe-γτ≤c,theequilibriumE0isglobalasymptoticstable.

Ifαe-γτ≥a+ba-bc
,wherea>b,thepositiveequilibriumE*isglobalasymptoticstable.Theconclusionisdirectivesignificanceforthe

developmentofartificialcontrolpopulation.
Keywords:stability;timedelay;singlepopulation;Liapunovfunction
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