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边界点方法在Signorini问题中的应用
*

郑洪燕,陈 梅,李小林

(重庆师范大学 数学科学学院,重庆401331)

摘要:先用投影算子将线性互补的Signorini边界转换为等价的不动点方程,然后将Signorini问题转化为边界积分方程,

用无网格边界点方法求解该问题,提出一种无网格边界积分方程方法。丰富了无网格边界积分方程方法,继承了无网格

方法的优点和强显式投影迭代格式的特点,最后通过数值算例说明该方法收敛有效。
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Signorini问题是科学工程中一类特殊的非线性边值问题,有限差分法[1]、有限元法[2]和边界元法[3-5]等传统

数值方法在Signorini问题中都有着广泛的应用,但这些方法都需要复杂的网格划分,增大了计算复杂度。近年

来,边界无单元法[6]、边界点插值法[7-8]和基本解方法[9]等无网格方法[10-12]克服了传统数值方法的不足,成功求

解了该问题。本文拟采用无网格边界积分方程方法中经典的边界点方法[13],结合一种新的投影迭代格式来处理

Signorini问题,提出一种新的算法,对该算法进行了简单的理论分析,最后通过两个数值算例电镀问题和自由水

坝问题验证该方法的可行性和有效性,并和边界元方法、边界点插值法做了比较。

1Signorini问题及其强显式投影迭代格式

设二维开区域Ω⊂R2,其边界Γ分为3部分,即Γ=ΓD∪ΓN∪ΓS,其中ΓS≠∅,Laplace算子方程的Signori-
ni问题可表示为:

Δu=0,在Ω 内。 (1)

Dirichlet边界条件为:

u=u,在ΓD 上。 (2)

Neumann边界条件为:

q:=∂u∂n=q
,在ΓN 上。 (3)

Signorini边界条件为:

u≤h,q≤φ,(u-h)(q-φ)=0,在ΓS 上, (4)
其中u,q,h和φ 均为已知函数。

下面为了处理Signorini线性互补边界条件,引入投影算子 [ ]a +:=max(0,a),a∈R[3-4],根据投影算子的性

质,Signorini边界条件(4)可等价地转换为如下不动点方程:
(q-φ)-[q-φ-c(u-h)]+=0,在ΓS 上, (5)

其中c为任意正常数。
直接利用不动点方程(5),可以在Signorini边界上构造强显式投影迭代格式:

q(k+1)=φ+[q
(k)-φ-c(u

(k)-h)]+,在ΓS 上(k=0,1,2,…)。 (6)
因此,问题(1)~(4)的强显式投影迭代格式为:
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Δu(k+1)=0,在Ω 内

u(k+1)=u,在ΓD 上

q(k+1)=q,在ΓN 上

q(k+1)=φ+[q
(k)-φ-c(u

(k)-h)]+,在ΓS

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 上

(k=0,1,2,…)。 (7)

由文献[5-14]易知{u(k)},{q(k)}分别收敛于Signorini问题(1)~(4)的唯一解u*,q*。

2边界点方法的迭代算法

对于问题(7)边界上任意点的位势及其法向导数之间的关系均可用如下边界积分方程表示:

∫Γ
[u*(x,y)q(k+1)(x)+(u(k+1)(y)-u(k+1)(x))q*(x,y)]dΓ =0,y∈Γ(k=0,1,2,…), (8)

其中u*(x,y)=-lnx-y
2π

,q*(x,y)=∂u
*

∂n
(x,y)。

将边界Γ离散为Nr 个子域,供积分使用,则(8)式可化为:

∑
Nr

k=1∫Γk
u*(x,y)q(k+1)(x)dΓk +∑

Nr

k=1∫Γk
q*(x,y)(u(k+1)(y)-u(k+1)(x))dΓk =0, (9)

其中k=0,1,2,…。
现将u(k+1)(x),q(k+1)(x)分别用 MLS逼近[15]:

u(k+1)(x)=∑
N

i=1
Φi(x)û(k+1)

i , (10)

q(k+1)(x)=∑
N

i=1
Φi(x)q̂(k+1)

i , (11)

其中û(k+1)
i ,q̂(k+1)

i 为未知量,Φi(x)为节点xi(i=1,2,…,N)的 MLS形函数,{xi}Ni=1为边界节点,N 个节点的紧支

域覆盖Γ。

将 (10)式 和 (11)式 带 入 (9)式,并 令 y = xj 得 ∑
N

i=1
∑
Nr

k=1∫Γk
u*(x,xj)Φi(x)dΓ[ ]k q̂(k+1)

i +

∑
N

i=1
∑
Nr

k=1∫Γk
q*(x,xj)(Φi(xj)-Φi(x))dΓ[ ]k û(k+1)

i =0,其中j=1,2,…,N,化为矩阵形式为:

HÛ(k+1)+GQ̂(k+1)=0, (12)

其中,Hji =∑
Nr

k=1∫Γk
q*(x,xj)(Φi(xj)-Φi(x))dΓk

,Gji =∑
Nr

k=1∫Γk
u*(x,xj)Φi(x)dΓk

,Û(k+1)=(û(k+1)
1 ,û(k+1)

2 ,…,

û(k+1)
N )T,Q̂(k+1)=(q̂(k+1)

1 ,q̂(k+1)
2 ,…,q̂(k+1)

N )T。Û(k+1)和Q̂(k+1)为未知量,共2N 个未知量,N 个方程。

下面施加边界条件,让x取xj∈ΓD,由(10)式可得u(k+1)
j =∑

N

i=1
Φi(xj)û(k+1)

i ,j=1,2,…,ND 。 化为矩阵形

式:

H1Û(k+1)=U1, (13)

其中,ND 为ΓD 上节点的个数,在ΓD 上u(k+1)
j =u(k+1)(xj)已知,故向量U1 已知。让x取xj∈ΓN,由(11)式可得

q(k+1)
j =∑

N

i=1
Φi(xj)q̂(k+1)

i ,j=ND +1,ND +2,…,ND +NN。 化为矩阵形式为:

G2Q̂(k+1)=Q2, (14)

其中,NN 为ΓN 上的节点个数,在ΓN 上q(k+1)
j =q(k+1)(xj)已知,故向量Q2 已知。让x取xj∈ΓS,把(10)式和

(11)式带入(6)式可得∑
N

i=1
Φi(xj)q̂(k+1)

i =φ+[q(k)
j -φ-c(u(k)

j -h)]+,j=ND +NN +1,ND +NN +2,…,

ND +NN +N。 化为矩阵形式为:

G3Q̂(k+1)=M(k+1), (15)

其中,NS 为ΓS 上节点的个数,且 ND+NN+NS=N。M(k+1)=(m(k+1)
ND+NN+1

,m(k+1)
ND+NN+2

,…,m(k+1)
N )T,m(k+1)

j =φ+
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[q(k)
j -φ-c(u

(k)
j -h)]+,且u(k)

j =u(k)(xj)和q(k)
j =q(k)(xj)为上次迭代中求出的已知量,故M(k+1)已知。

由(12)~(15)式,可得

KX̂(k+1)=F(k+1), (16)

其中,K=

H G
H1 0
0 G2
0 G

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

3

,F(k+1)=

0

U1

Q2

M(k+1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú)

,X̂(k+1)=
Û(k+1)

Q̂(k+1

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú)
。

方程(16)共2N 个未知量,2N 个方程,可求得X̂(k+1),再由(10),(11)式可得u(k+1)和q(k+1),到此,第k(k=0,

1,2,…)次迭代完成。
算法步骤:迭代中F随着迭代次数k(k=0,1,2,…)而更新,K 则不变。
第1步 确定初始条件:在Signorini边界上选取初始值u(0)=h,则

H3Û(0)=U(0)。 (17)
联合(12)~(14)式可求得Signorini边界上的q(0)和系数矩阵K;

第2步 更新F:将向量F(k)更新为F(k+1),求解(16)式得X̂(k+1),再由(10)式和(11)式求得ΓS 上的u(k+1)和

q(k+1);
第3步 判断:如果‖u(k+1)-u(k)‖/‖u(k+1)‖≤τ成立,其中τ为误差限τ>0,迭代终止,输出u(k+1)和

q(k+1),否则返回第2步继续迭代。

3数值算例

算例1 电镀问题。
该问题的数学模型为:

Δu=0,在Ω = {0≤x1≤0.5,0≤x2≤1},

u=1,在ΓD= {0≤x1≤0.5,x2=0},

q=0,在ΓN= {x1=0,0≤x2≤1},

u≥0,q≥-ε,u(q+ε)=0,在ΓS=Γ\(ΓD∪ΓN

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ),

a ε=0.4  b ε=0.5  c ε=0.55  d ε=0.7

图1 镀层的分布情况

Fig.1 Paintdistributions

其中,ε是刻画镀层的一个重要参数,为已知常数。由于其对

称性,求解该问题时通常只考虑右半区域内的数学模型问题。
用本文方法求解时,选取c=1,节点数 N=240,得到Si-

gnorini边界上的镀层分布(图1)。由图1可以看出,镀层厚

度随着ε增加而减小,且当ε≤0.46时,表面全被镀上,当ε>
0.46时顶角处开始不能被镀上,随ε增大,当ε>0.7时顶层

表面完全不能被镀上,这与实际吻合。
为进一步验证该方法的有效性,在Signorini边界上取30

个节点算出其位势值和边界元方法做比较,结果以弧度制s为横坐标来展示(图2),其中s=0,s=0.5,s=1.5和

s=2分别对应点(0,0),(0.5,0),(0.5,1)和(0,1)。可发现本文中的方法和边界元方法[4]的结果是一致的。
算例2 自由水坝问题。
该问题的数学模型为:

Δu=0,在Ω = {0≤x1≤1,0≤x2≤1},

u=0,在ΓD= {x1=0,0≤x2≤1},

q=0,在ΓN= {0≤x1≤1,x2=0},

u=G(1),在ΓD= {x1=1,0≤x2≤1},

u≤G(x1),q≤0and(u-G(x1))q=0,在ΓS= {0≤x1≤1,x2=1

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï },

其中,G 为表面轮廓的已知函数。用本文中的算法求解该问题,同时考虑了3种表面轮廓函数,并与边界点插值
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法[8]中的数值解做比较,按照文献[8]在正方形区域边界上共选取128个边界点,得到轮廓函数的数值结果如图

3所示。观察图3,可发现本文中的方法和文献[8]中的方法得到的结果一致。进一步表明本文中提出的方法是

收敛的且有效的。

   
a ε=0.4                b ε=0.5

   

c ε=0.55               d ε=0.7

图2 电镀问题的数值结果随ε的变化情况

Fig.2 Theresultsofelectropaintingproblem

  
   a G1(x1)              b G2(x1)                 c G3(x1)

图3 自由水坝问题的数值解

Fig.3 Approximatesolutionoftheshallowdamproblem

4总结

本文用无网格边界点方法与一种新的投影迭代格式相结合求解Signorini问题,并给出了相应的算法。最后

通过编程求解电镀问题和自由水坝问题,还与边界元方法、边界点插值法做了比较,最终表明本文方法有效可

行。
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ApplicationoftheBoundaryNodeMethodtotheSignoriniProblem

ZHENGHongyan,CHENMei,LIXiaolin
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Signoriniproblemisanimportantpartialdifferentialboundaryvalueproblem.Byusingtheprojectionoperator,linear
complementarySignoriniboundaryconstraintsaretransformedintoafixedpointequationandthentheSignoriniproblemistrans-
formedintoboundaryintegralequations,whicharesolvedbythemeshlessboundarynodemethod.Thepresentmethodiseasytobe
implied.Finally,numericalexamplesaregiventoillustratetheperformanceandusefulnessofthemethod.
Keywords:Signoriniproblem;meshfreemethod;boundaryintegralequation;boundarynodemethod;projectioniterativealgorithm
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