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基于超对称量子力学的负动能氢原子求解
陆欢, 刘瑶, 万步勇, 罗光[footnoteRef:0] [0: ] 

重庆师范大学 物理与电子工程学院，重庆，400000

摘要：氢原子是量子力学经典模型，但传统理论多聚焦正动能体系，对负动能氢原子研究欠缺。本研究旨在依托负动能超对称量子力学，探索负动能氢原子特性，完善氢原子量子力学描述。先从氢原子负能问题切入，明确负动能与传统负束缚能差异；再结合负动能超对称量子力学思想，推导描述负动能氢原子的薛定谔方程；最后基于该理论求解方程，同时与正动能氢原子情况对比。成功构建负动能氢原子薛定谔方程，求解得到其能谱与本征波函数。本研究验证了负动能氢原子的物理合理性，完善了氢原子量子理论体系，为特殊能量形态下原子模型研究提供参考范式。
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中图分类号：0413                        文献标志码：A

众所周知，负能问题是物理学中的一大研究热点。[1][2][3]但是一直都限于相对论量子理论范畴。直至近期，有文献把负能思想用于非相对论量子力学中，提出了负动能薛定谔方程[4]。而超对称量子力学是量子力学中的重要内容和薛定谔方程求解中的重要方法。[5][6]本文基于团队前期研究中提出的负动能超对称量子力学这一理论[7]，研究并求解了负动能条件下的薛定谔方程。
氢原子一直是量子力学中的经典模型，在量子力学中占据重要的地位。因此，基于负动能超对称量子力学求解氢原子问题，也就显得特别的必要和重要了。
1 负动能氢原子的获得
根据相对论性能量与动量关系式

		
低动量近似后，易得	
	

		
	
	

		




其中，为粒子的总能量，是动量，为真空中的光速，为粒子的质量，(2)式是正能和正动能的近似结果，(3) 是负能和负动能的近似结果。为简便计，我们在(2)(3)两式及下文中所有正动能情形统一以下标“(+)”表示，所有负动能情形统一以下标“(-)” 表示。我们普遍认识的定态薛定谔方程（本论文也仅限于讨论定态问题）是	
	

		
实际上，它只含描述了正能情况。但是既然Klein-Gordon方程低动量近似下能导出薛定谔方程，意味着(3)式也对应有负能情况下薛定谔方程[4] 	
	

		
由于(4)式中的哈密顿量中动能算符的正定性，说明(5)式中的动能是负的，因此(5)式被称为负动能薛定谔方程。基于负动能薛定谔方程而得出的粒子的性质，包括能谱、波函数等可以参看文献[4][8][9]。








我们对比(4)式和(5)式发现，如果(4)式两边同乘一个负号，并且把看成新的，可得到(5)式。此时，如果我们把看成势垒，则就是势阱，如果是约束势，则就是排斥势。为了更好地建立起超对称量子力学理论体系，我们就把(5)式中的改写成，即 
	

		



因此，结合氢原子情形，如果(4)式中的为氢原子势（这里令 ，为真空介电常数）

		

则(6)式中的为

		
就是负动能氢原子的排斥势。需要特别说明的是，式(8)所示的势场在形式上表现为排斥势，但在负动能量子体系中，由于动能项的负定性导致能量本征值的取值范围发生反转，使得该排斥势可等效为一种 “有效势”。正如正动能氢原子中电子会稳定的处于低吸引势区域类似，对于处于排斥势的负动能氢原子，核外电子天然地趋向高排斥区域，但正是这一行为提供了束缚机制。方程(6)可称为描述负动能氢原子的定态薛定谔方程。
2负动能超对称量子力学

[bookmark: OLE_LINK3]文献[7]详细讨论了负动能超对称量子力学问题，在这里我们对此内容仅作简单介绍。为简便计，令，负动能薛定谔方程为(6)式。与正动能情形定义的升降算符类似，负动能条件下的升降算符定义为
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其中，为超势，为常数。易知这两算符与正动能升降算符的对应关系是和，不过性质却又有所不同。进一步研究可得

		

所以是伴随算符，满足伴随算符的所有特征。但是

		



即负动能情况下，不属于伴随算符，尽管他们满足伴随算符的反自反性、共轭线性和乘法顺序反转性，因此只能算是反伴随算符。也有势为	 

		



因为只能算是反伴随算符，所以上述也只是反伴随势。不过，由哈密顿量沿用超对称量子力学的定义

		


[bookmark: _Hlk188208177]易知满足自伴随性，因此，可以定义为伴随哈密顿量，且易判断他们都厄米的。与正动能超对称量子力学中的形状不变性条件。类似，负动能超对称量子力学的反伴随势也满足形状不变性

		




其中，和都是的函数，一般定义为。且

		




其中，和分别是和的函数。联系 (13)式，进一步还有

		



(16)式是以伴随哈密顿量表示的负动能超对称量子力学的形状不变性。根据 (16)式，定义伴随哈密顿量作用到本征态上的本征值为，易得

		
以及

		
在超对称未破缺的情况下，负动能时的基态

		
则依据(17)式，通过迭代，可得
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而且恒有，以及

		
根据(19)式，实际对应的是

		
进而有

		
可导出

		


其中，为归一化系数，仅与有关。并且有

		
由此类推，我们可计算出各激发态波函数形式

		
与正动能情况相比较，各激发态波函数形式保持不变，即

		
    尽管从求解薛定谔方程的方法角度来理解，负动能超对称量子力学法是没有问题的。但是，深入思考后我们会发现，由于负动能项前面的负号，导致了负动能超对称量子力学不具有超对称性，不满足超对称代数的基本要求。根本原因在于负动能项前面的负号的出现。而我们熟知的超对称代数都是在正动能基础上建立起来的，自然就不符合负动能情形。负动能超对称量子力学的超对称代数相关问题，本团队将撰写论文进行进一步讨论。这里仅讨论用负动能超对称量子力学法求解氢原子问题。
3 负动能氢原子的求解
3.1 负动能氢原子的超对称形状不变性


在负动能薛定谔方程中，如果把排斥势换成氢原子系统中的势，即形成了负动能氢原子问题。此时薛定谔方程为（为简便计，令）
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其球坐标形式为:[10][11][12] 

		

设，通过分离变数，可分别获得径向方程和角向方程

		

		

		


如果要采用超对称量子力学思想求解，需要把(30)(31)式化为定态类薛定谔方程。因此需要引入、以消除一阶微分项，于是(30)(31)式可化为                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
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[bookmark: OLE_LINK30][bookmark: OLE_LINK29][bookmark: OLE_LINK31][bookmark: OLE_LINK8][bookmark: OLE_LINK9][bookmark: OLE_LINK34][bookmark: OLE_LINK35]其中为角动量量子数。(32)式为二阶常微分方程， (33)式是负动能径向薛定谔方程， (34)为正动能角向薛定谔方程。接下来用超对称量子力学处理 (32)、 (33)和 (34)式。(32)式的解为大家所熟知，归一化后的解为

		
用负动能超对称量子力学的思想处理(34)式可以得到对应的超势为：

		
则伴随势为：

		

		
	
[bookmark: OLE_LINK37][bookmark: OLE_LINK36]用正动能超对称量子力学思想处理(34)式得：

		
则伴随势为：

		

		
以上伴随势分别满足以下形状不变性关系

		
	

		
	
3.2  负动能态的氢原子的能谱与波函数

    根据满足的形状不变性，易得径向方程本征值谱为
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其中，为求解径向方程（33）引入的量子数，也称主量子数。令

		
则

		








此即为超对称量子力学基础上的负动能氢原子能谱，当时为基态能。对于给定能级（即给定n的值），有，易知。在不考虑与简并的情况下，能级存在简并，且简并度为。

    再根据满足的形状不变性，易得角向方程本征值谱为

		





本征值有限且，有。其实，为该势能所具有的束缚态的数量。根据(34)式，实际上为

		

比较这两式，有，且

		
即得到了我们熟知的氢原子的磁量子数。

    径向和角向基态波函数分别为

		
	

		
	



其中，为归一化系数。再替换成、，得

		

		
故氢原子的基态波函数为
	 

		 





[bookmark: OLE_LINK10][bookmark: OLE_LINK11][bookmark: OLE_LINK12]其中，为归一化系数。各激发态波函数需要考虑和（实际为（47）式中的）的取值，而且还必须考虑简并问题。故对于氢原子的第一激发态波函数应该有4个态。如果依然采用量子力学中惯用的下标符号，则氢原子的第一激发态波函数为以下四个态：





1），，，（）

		





2），，，（）

		
	





3），，，（）

		





4），，，（）

		
以此类推n级激发态波函数为

		
4讨论
根据文献，可查得正动能情形下，基于超对称量子力学求解的氢原子的能谱为

		
而本征波函数与(36) (49) (50)一样。这里有以下几个问题是值得讨论的：







1) 我们熟知的氢原子能级[13]，但。看似矛盾的结果实际并没有矛盾。原因在于，我们在用超对称量子力学求解时，超对称哈密顿量和原哈密顿量之间存在一个平移关系，即（其中为氢原子的基态（）能级）。








2) 虽然负动能超对称量子力学条件，我们熟知的氢原子能级也是，但是他们体现的物理意义完全不一样的。我们熟知的氢原子能级，是以为基态能量的基础上，激发态能级越来越高，虽然以为其极限能量，但一直保持递增趋势。高激发态可以自发地向低激发态跃迁，而低能态要向高能态跃迁，必须吸收能量。而负动能超对称量子力学基础上的氢原子能谱，是以为基态能量的基础上，激发态能量越来越低，虽然以为其极限能量，但一直保持递减趋势。在负动能氢原子模型中，高激发态可以自发地向低激发态跃迁，必须吸收正能（释放负能），而低能态要向高能态跃迁必须释放正能（吸收负能）。 







3) 在对比中，很容易获得、和。但是他们代表的物理意义是不一样的。表示了正动能氢原子在采用超对称量子力学法求解时获得的基态能量为零，属于电子的最低能态。表示了负动能氢原子在采用负动能超对称量子力学法求解时获得的基态能量为零，属于电子的最高能态。表示了正动能氢原子在采用非超对称量子力学法求解时获得的激发态能量极限为零，属于束缚态电子的最高能态，一旦达到或者超过，电子就处于自由状态了。
4) 正负动能氢原子中，本征波函数没有差别，体现了概率密度非负性没有变化，也体现了各本征态之间的跃迁振幅的规律没有变化。
5 总结
论文围绕负动能氢原子问题，基于负动能超对称量子力学展开系统研究。通过对径向与角向方程的求解，计算了负动能条件下氢原子的能谱与本征波函数。并在最后对结果进行了详细讨论。
由于氢原子属于量子力学中的经典问题，以量子力学为基础的负动能超对称量子力学显然也需要处理这个经典问题，也可以为研究其他问题提供参考。因此，本研究为负动能量子系统的理论研究提供了理论支撑与典型应用，也为深入研究微观粒子在负动能中的量子行为提供了研究基础。
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Solution to the Hydrogen Atom with Negative Kinetic Energy Based on Supersymmetric Quantum Mechanics
Abstract：The hydrogen atom is a canonical model in quantum mechanics, yet standard theories have almost exclusively addressed states of the positive kinetic energy, leaving the negative-kinetic-energy (NKE) regime largely unexplored. Using the recently developed NKE-supersymmetric quantum mechanics, the physical properties of hydrogenic atoms with negative kinetic energy are investigated, and the corresponding quantum description is refined. First, the notion of NKE is disentangled from the familiar concept of negative binding energy. Next, the NKE requirement is embedded within a supersymmetric framework, and the Schrödinger equation governing the NKE hydrogen atom is derived. The equation is solved analytically, and the resulting spectrum and eigenfunctions are contrasted with those of the conventional positive-kinetic-energy case.A closed-form Schrödinger equation for the NKE hydrogen atom is obtained, and its complete energy spectrum and normalized eigenfunctions are determined. The results confirm that hydrogen atoms with negative kinetic energy are physically admissible within an extended quantum theory, refine the theoretical portrait of hydrogenic systems, and furnish a template for studying atomic models with exotic energy.
Keywords: Negative-kinetic-energy; Supersymmetric quantum mechanics; Schrödinger equation; Hydrogen atom
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