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含时滞项的对数型变系数波动方程的爆破 
 

摘要:针对一类具有非线性阻尼项、对数源项、以及速度时滞项的变系数波动方程建立爆破准则。在对核函

数 r和变系数 1( )c x ， 2( )c x 施加适当假设的基础上，利用能量方法，证明当初始能量为负时，解将会在有

限的时间内发生爆破并给出了爆破时间的上下界估计。 
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引言 
黏弹性波动方程作为描述具有记忆效应材料动态响应的核心数学模型，在固体力学、流

体动力学、生物材料科学及地球物理勘探等诸多领域中具有广泛的应用价值。近年来，随着

实际工程问题对建模精度要求的不断提高，兼具变系数、声学边界、非线性源项、以及时滞

项的波动方程日益受到研究者的关注。探究此类复杂模型的动力学行为，尤其是解的爆破现

象，不仅对深入理解系统的长期演化与稳定性具有重要的理论意义，也为工程结构的安全评

估与失效预警提供了关键的数学依据。 

本文旨在研究一类具有时滞项和声学边界的对数型变系数波动方程，并建立其解的爆破

准则。首先，通过构造适当的能量泛函，结合变系数项和对数源项的特点，分析出其耗散性

质与增长机制。随后，运用能量方法证明：当初始能量为负时，系统解将在有限时间内发生

爆破。进一步，给出了爆破时间的上下界估计。本文结果不仅推广了已有关于常系数黏弹性

波动方程爆破理论的相关结论，也为研究更一般形式的非线性波动方程提供了新的分析思

路。 

含有对数非线性源项的波动方程能够更为精确地刻画源项强度随系统状态以对数形式

变化的物理过程。与传统多项式型非线性相比，对数非线性在描述饱和增长、临界行为以及

一些具有复杂演化特征的物理现象，例如量子力学中的某些模型、信息在系统中的传播过程

以及生物种群数量的自我限制增长等。近年来，该类模型的研究已取得一系列重要成果(见

文献[1-3])。与此同时，声学边界条件作为刻画弹性结构与相邻声学介质相互耦合作用的重

要模型亦受到广泛关注(见文献[4-6])。2023 年，Guo 和 Zhang 在文献[7]中研究了一类对数

型波动方程解的渐近稳定性 

0
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通过运用对数 Sobolev 不等式与 Lyapunov 方法，得到了一个与常微分方程相关的一般

衰减速率。 

在考虑实际系统的非均匀性和复杂性时，引入变系数模型具有重要意义。常系数方程通

常用于描述均匀介质中的理想化过程，而实际工程材料往往具有明显的空间非均匀特性，例

如梯度材料和复合材料，其物理参数（如密度、弹性模量及阻尼系数）随空间位置变化而变

化。因此，变系数偏微分方程成为准确刻画非均匀介质中波传播、热传导及结构振动等现象

的必要工具，其应用涵盖地震波在分层地质结构中的传播、非均匀复合材料的热力响应以及

变截面或变材料属性结构的动力学分析等。基于此，2024 年 Hao 和 Zhang 在文献[8]中研究

了一类带有变系数、声学边界及对数源项的波动方程。 

特别地，对于同时包含时滞项，对数非线性、记忆效应以及声学边界的模型，近年来

亦取得了一定进展。2023 年，Park 在文献[9]中研究一类具有时滞项和声学边界的对数型波

动方程，采用能量方法证明了初始能量为负时解会在有限时间内发生爆破。 

2023 年，Choucha 和 Ouchenane 在文献[10]中研究一类具有时滞项的对数非线性项的

波动方程 
2
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首先利用半群理论，建立了该问题解的局部存在性结果。随后，针对初始能量为负的情形，

证明了该解在有限时间内会发生爆破。 
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2023 年，Tahamtani 等人在文献[11]中研究一类带有声学边界和对数项的波动方程 

0
( ) ( ) ( )d ln

t k

tt tw w t g t s w s s w w w w−  + −  + + = ， 

通过选取适当的初始数据，证明了解的整体存在性及一般衰减性结果。 

本文研究一类具有时滞项和声学边界条件的对数型变系数波动方程的初边值问题 
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 ( ) ( ) 0t tw l x z h x z+ + = ，在 1 (0, )T  上，  (4) 

 0( ,0) ( )w x w x= ， 1( ,0) ( )tw x w x= ，在内， 0( ,0) ( )z x z x= ，在 1  上， (5) 

 0( , ) ( , )tw x t j x t − = − ，对于 ( , ) (0, )x t  ， (6) 

其中为Rn中的有界区域，其边界 0 1 =   是光滑的，满足 0 1  =，且 0 和

1 均为非空闭集；参数 0  表示时间延迟；指数满足 2k  ， 2m  。该模型描述了非均匀

介质中一类考虑材料历史记忆效应、非线性耗散、时滞反馈以及与声学边界耦合的粘弹性波

动问题。其物理背景广泛存在于土木工程、材料科学、声学工程及控制系统中，主要用于研

究结构的动态稳定性、能量耗散机制及解的爆破行为。在此模型中， ( ),w x t 表示速度势函数；

( ),z x t 表示边界 1 上的位移； ( )1c x 和 ( )2c x 分别表示粘弹性阻尼系数与摩擦阻尼系数；时

滞项 0  反映阻尼作用并非是瞬时发生的，而是依赖于系统过去某一时刻的状态； ( )l x 为

边界阻尼系数； ( )h x 为弹性系数； r表示记忆项核函数； p描述了边界 1 上弹性支承的非

线性响应特性。 

1 符号定义以及基本假设 
1.1 符号定义 

本文引入符号定义： 2 ( )L
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0( ) : 0V y H y=   = 在 上 。考虑Rn中的一个有界开区域，存在一个常数 0B  ，使得

如下 Sobolev 不等式成立： 
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不等式 

 1

2

2

1
1 (1 )( )b b b 


 +  + + ， 0b  ， 10 1  ， 2 0  。 (9) 

1.2 基本假设 

参考文献[12]，设 ( ) ( ), , ,tu x t w x t = = − ，其中 ( ) ( ) ( ), , 0,1 0,x t T   ，那么问题

(1.1)-(1.6)可以表述为 
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 ( ) ( ) ( )0 0, ,0 , ,u x j x t u x  = − = ，对于 ( , ) (0,1)x   。 (16) 

我们的目标是为问题(10)-(16)建立爆破准则，为此引入如下假设(A)： 

(A)(i)设空间维度 n满足1 3n  。 

(ii)设指数m满足 
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(iii)设指数 k满足 
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(iv)设核函数 ) ( ): 0, 0,r  →  是一个非增的可微函数且满足 
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(v)设系数 1( )c x ， ( )1

2 ( )c x C  ，且满足下列条件 

 ( )1 10 A c x  ； (21) 

 ( )2 20 A c x  ； (22) 

(vi)设 : R Rp → ，是一个单调连续函数，且存在正常数 1p ， 2p ，使得 
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(vii)设函数 l， h， q，本质有界且满足 

 ( ) 0 0l x l  ， ( ) 0 0h x h  ， ( ) 0 0q x q  ， 1x 。 (24) 

为使本文的论述更加完整，基于文献[13-14]中的相关论证，本文在此不再给出证明，

而仅陈述如下关于解的存在性的结果。 

定理 1 假设指数m满足 
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且 
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其中 ( ) ( )1 , 2 4B m n n m= − + ， ( ) ( )( )1 , 2 1 2C m n m n m= + − − 。 

(ii)对于 2m  和 1n  ，有以下等式成立 
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因此，可以得出 
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2 爆破 
对方程(10)- (16)的任意一个解，定义能量函数 
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引理 1 在定理 1 的条件下，存在常数 1 0  ，使得下列不等式成立 
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证明 通过(10)- (16)，得到 



 

第 xx 期              含时滞项的对数型变系数波动方程的爆破                x 页码 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1

2
1 1

2 2
2

12

0

2

1

,1
d

d ( , ,1( ) ) d
d

1 1
d d , d

2 2

,
k

t t t

k

t
k

k

t

x u xE t c w x q x l x z u w x
t

c x r t

t

w x p w w r w t u

x

t

t

t
  

 




−



  
 −



= − − −

 −  + 


+


 

  

。 

  (34) 

通过 Young’s 不等式，可得 
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由(11)式，可知 
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由假设(21)和(22)式可以得到 
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
， 

于是(33)式成立，引理得证。 

现在，设 

 ( ) ( )G t E t= − 。 (41) 

则有 

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )

0

0
1

1

2
1 1

212 2
1 1

' '

1
1, ( ) ( )

2 2

0

p

kk p

t t tk Lk

G t E t

A
w u t q x l x z r w t r t w p w





= −

  + + −  +  +





 

  (42) 

若 ( )0 0E  ，则由(42)和(31)式可以得到 

 ( ) ( )
1

0 0 ln d
m

G G t w w x
m 

    ， (43) 

则有 

 ln d 0
m

w w x


 。 (44) 

引理 2[15] 设 V  且 r满足 
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2 2

,

3
2

 1 2

r n
n

n

n

=




 


−


 若

若

。 

则对任意 2 s r  ，成立下列不等式 

( )2s r

r r
C   +  。 

引理 3[15] 设 V  满足(44)且 r满足 

2

 1

2

,2

2
3

r n

n

n

n

=




 

 +


 

−

若

若
。 

则对任意 2 s r  ，成立下列不等式 

( ) ( )
/

2
ln d ln d

s r
r r

x C x    
 

  +  。 

引理 4[15] 设 2r  ，对于满足(44)的 ( )rL V    ，成立下列不等式 

( )2
ln d

r r

r
C x   


  +  。 

本文的主要结果是以下定理： 

定理 2 若假设性条件(A)、定理 1 和 (0) 0E  均成立，则问题(10)- (16)的解 ( , , )w z u 将在

某个有限时间 0T   发生爆破。此外，爆破时间T 满足下述估计： 

 
( ) ( )

11

1 20 1

1 1
d

2
0

m
T

d d
C M

 

 




 


+



− +

−

−
 

+ + 。 (45) 

这里 

( )
( )( )

1

2
1 1

22
2 2

1 0 0 0 0,1
0 ( ) ( ) 2 k

k

L
w w q x h x z u 





= +  + + ， 

其中 1d 和 2d 是(79)式中给出的常数， 满足(47)式， (0)M 由(60)式给出，C为某个正数。 

证明 设 

 ( ) ( )
1

1

2
1 1

1 2 2( ) , ( ) ( ) ( )
2

tM t G t w w q x l x z q x zw 
 −





= + − − ， (46) 

其中 0  且 满足 

 
( )

( ) ( )2

2 2 2
min , ,

1 1 2 2

m k m k m g

m k m k m g


 − − − − 
   

− −  
， (47) 

此处 g满足 

 
( )

( ) ( )

( )( )

( )

2

2

2 1 4 2 1 2

1 4 2 4

m k m n m
g

m k m k m n

− + − −
 

− − − − +
。 (48) 

利用(10)- (16)和 Young’s 不等式，对于任意的 1 0  有 
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( )( )
1

2

2

1
0

2

1
0

2 2

2

1 1

2 2

1

2
2

1

2

'( ) (1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))

ln 1 ( )

( ) ( ,1, ) ( ,1, )

(1 ) ( ) '( )

d d

d d d ( ) ( )

d d

( ) (

t

t

tm

k k

t t

t

q x h x z

q x h x

M t G t G t w r t s c x w t w s w t s x

w w x c x r s s w x

c x w w w x w u x t u x t x

G t G t w





 

  









 

−



 

− −

 

−



= − + + −    −

+ − −  +

− −

 − + +

 

  

 

1

21
1 1

2

2

0
1

2 2

)

)

ln

( )
1 ( ) ( ) ( )( )

4

( ) ( ,1, 1

d

d d

d , d) ( ,

m

t

k k

t t

w w x

c x
c x r s s w x r w t

c x

z

x w w w w u x t u x t x








 







− −



 

+

  
− − −  −    

   

− −



 

 



。  

  (49) 

通过对 2 n dl
m

w xw
 (其中 2

2
0

m

m


−
  )进行加减运算，并利用(31)式和(41)式，得到 

 

1

2
1 1

2 2

1

1

22 2

2
2

2
2

2 2
1

0

(1 ) (1 )
( ) (1 ) ( ) ( ) 1

2

(1 )
ln 1

2

(1 )
( )( ) (1 ) ( )

2

(1 ) (1 ) 1
1

)

1 ( ) ( )
2 2 4

d ( ( )

ds

t

t

m

m

m

m
M t G t G t w w

m

m
w w

m
r w

x

t m

x

G t

m m
c x

q

r

h

s

x z

 


 

  




 








 



−



− − 
  − + + + 

 

− 
+ + + 

 

− 
+ −  + − 

 

  − − 
+ − − − +   

   







2

2 2

2 ( ) ( ,1, ) ( ,d 1

d

, d)
k k

t t

w

c x w w w

x

x xw u x t u x t 



− −

 




 

− −



 

。 (50) 

设
1

1 ( ( ))
k

kG t 
−

−
−= ，其中 0  ，利用 Holder 不等式和 Young’s 不等式可得 

 
1

11 1 1 1
2 1 1 2 1 2

1
( ) d

kk
k kk

k k
t tk k

k
c x w w x c w c w

k k
 


  

− −−− − −

 

−
   +   ， (51) 

 
11 1

1 1 1 1

1 1
( ,1, ) d (1, )

k
k k kk k

k k

k
w u x t x w u t

k k
   

−−− −



−
  + ， (52) 

合并(51)和(52)式，得到 

 

( )
( )

1 11 1

2 1 1 1 1

1
1 2

1 1
1 2

( 1)

1 1

( ) d ( ,1, ) d

11
(1, )

( ( )) ( ) ( ( )) ,

k k

t

kk
k k k

k k
t k kk

kk

k m

c x w w x w u x t x

ck
c w u t w

k k

C
C G t G t G t w

k

 



   








− −− −

 

− −
− −



− −

−

 + 

+−
   + +

 +

 
 (53) 

其中

1

1
2

1

1

( 1)k c k
C

k

 −


−

=


。 

由(17)式可知，问题(10)- (16)的解w属于空间 1( )mL +  。结合(43)式、引理 4 以及 Young’s 不

等式，有下列不等式成立 
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( ) ( )

( ) ( )

2( 1) ( 1)
( 1)

( 1) ( 1)
2

( ( )) ln d ln d

ln d ln d

k kk k
kk m m

m

m k k k m

m m k

m m

m m

w w wt

w x w

G C w x w x w

C w w x w

 


 



−





− +

−



−

− + −

  
 +  

  

  
 + +  

  

 

 

。 (54) 

由(47)式，可知 

2 1( )m k k m − +  ， 

利用引理 3，推导出 

 ( ) ( )
( 1)

2
ln d ln d

m k k

mm m
Cw w x ww w x



 

− +

 +   。 (55) 

同样的，由(47)式，可以得到 
2( 1)

2
k m

m
m k

 −
 

−
， 

所以有 

 ( ) ( )
( 1)

2
ln d ln d

m mm

k m

k xw w x C w ww

 −

 

−   +  。 (56) 

将(55)式和(56)式代入到(54)式中，可以得到 

 ( )2( 1)( ( )) ln dk k m

m
w wG t C w x w −


 +  。 (57) 

由(53)和(57)式，得 

 

( )

2 2

2

2

1 1

( ) d ( ,1, ) ( ,1, )d

( ( )) ( ) ln d

k

m

k

t t

k

c x w w w x w u x t u x t x

C
C G t G t w x w

k
w



− −

 

−

− 

+

 + + 

 

 ，
 (58) 

将(58)式代入到(50)式中，则有 

( )

1

22
2

2
2

2
1

2 2

2
1 1

2

1

1

2

2 2

1

(1 )
'( ) (1 ) ( ) '( ) 1

2

(1 )
1 ln d

2

(1 ) (1 )
( )( ) (1 ) ( )

2

(1 ) (1 ) 1
1 1

)

2 4

( (

2

)

t

m

m

m

k

k

m
M t C G t G t w

m C
w x

k

m
w r w t m G t

m

m m

q x

C

h x z w

k

 








 


 

 


 









−

−

−

− 
 − − + + 

 

−   
+ + + −  

  

− − 
+ + −  + − 

 

− − 
+ − − − − + 

 





2

1
0

( ) ( )d d
t

c x r s s w s


  
  

   
  ，

 

其中

2

1
2

2

1

( 1)
k

k c k
C

k

 
−

−


−

=


。 

 

取 2
1

1

2

( )m 


−
= 并利用下述关系 

( )

2

2 2
1

0

2
1 1

0 0
2

1

2

2

(1 ) (1 ) 1
1 1 ( ) ( )d

2 2 4

(1 ) 1
1 1 ( ) ( )d

,

( ) ( )d
2 2 (1 )

(1 ) 1
1 (1 )

2 2 (1 )

t

t

aa

t

m m
c x r s s

m
c x r s s c x r s s

m

m
r r b

m


 











 − − 
− − − +  

   

 − 
= − − −  

−  

 − 
 − − − =  

−  



   

可以得到 
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( )

1

2

22
2

2
2 1

22

2
1

2

1

2

1

2

(1 )
( ) (1 ) ( ) ( ) 1

2

(1 )
1 ln d

2

(1 )
(1 ) (

( ) (

)

)

t

k

m

km

m
q x h x z

m
M t C G t G t w

m C
w x

k

C
w m G t b w

w

m k














 





 



−



− 

−

− 
  − − + + 

 

−   
+ + + −  

  

−  
+ + − + −  

 

 。 (59) 

设 

1
( 1) (1 )

2 2
a a

m
b r r

m
= − − − ， 

那么 

0b  ，
2
b b  ， 2

2 0
lim b b
 +→

= 。 

因此，存在 2

2
0 (0)

m

m


−
  使得 

2
0b  对于 2 20 (0)   。 

适当选取一个足够大的 0  ，使得 

2 1
0

k

C
b

k


 −
−  和 2 1

0
k

C

k


 −
−  ， 

再适当选取一个足够小的 0  ，使得 

2(1 ) 0C− −  。 

并且 

 
1

1

2
1 1

2 2
00

1

1 0 0( 0(0) (0) ( , )
2

) ( ) ( )M w q x l x z q x zG w w 
 −





= + − −  。 (60) 

于是有 

 

1

2
1 1

2
2 2

2( ) ( ) ln( ) ( ) d
m

t m

m
M t C w w G t w xq x z wh x w




 
   + + + + + 
 
 

 。 (61) 

由式子(46)可以知 

 
1

1 1 1

1 1 1( ) ( ) | ( )( , ) |tM wt C G t w w q x z  



− − −
 

 + + 
 

， (62) 

利用 Young’s 不等式和(47)式有
2

2
(1 )

m


 
−

，再应用引理 2，推导出 

( )
11 2

2 2 2
1

1 11 1 2( , )
m

t t tm m mt C w w C w w C w w ww w   −− −−
 

  +  + +  
 

。 

  (63) 

通过 2g  并使用 Young’s 不等式，可得： 

 

1

(1 )

1 1

1

1

1

1

1

1

1
1 1

1

1

2(1 ) 11 1

2 2

2

, , 1
2

0

2

1 2

1

2 2

,

1

( ) ( )

( ) (

( )
( )

( )

)

)
( )

( ) (
g

q x h x
w

h

C

q x h x zw
q x zw

h x

q x h x

z w

z

q x h x
















−





−
−

−

    −



−



=

 
 




 
  +

 





。 (64) 
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从(47)式可以看出
2

1
(1 2 )g 


−

，取(9)式中的 1

2

(1 2 )g



=

−
， 2 (0)G = ，有 

 ( ) ( )
1 1 1

2

1 2

, , ,

(0) 1
(0) ( )

(0)

g g

g g g

G
w w G C w G t

G
−

  

+
 +  + ， (65) 

结合(62)- (65)和(43)式，可以推导出 

 
1

1

2

2
1 1

2 2

1
2

1

,
( ) ( ) ( ) ( )

m g

t m g
M zt C xG t q xw w w wh





−

 
  + + +  + +
 
 

。 (66) 

下面，估计(60)式中的最后一项。由(48)、(29)和(27)式，可以得到 

2 2
2

n
g

n

+
  ， 

于是有 

1 2
0 1

2

n n

g g

−
 −   。 

设
1 2

,
2

n n
s

g g

 −
 − 
 

，通过使用嵌入和插值定理，有下列不等式成立 

 
1

(1 )

, ( )s

g g s g sg

g H m
w C w C w w

−

 
   。 (67) 

通过使用 Young’s 不等式：
2

1
2 2

sg sg−
+ = ，可以得到 

 ( )
1

2 (1 )
2 (2 )

,

g s
g m m sg

g m
w C w w

−

−



 
  + 

 
 

。 (68) 

由(48)式可知 

1 2( )

2 ( 2)

n n m g

g g m

− −
− 

−
。 

取
1 2( ) 2

2 ( 2)

n n m g
s

g g m g

 − −
−    

−  
，则有 

2 (1 )
0 1
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−
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−
。 

最后，通过使用(9)式： 1

2 (1 )

(2 )

g s

m sg


−
=

−
， 2 (0)G = ，得出 
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由(66)、(68)和(69)式，可得出结论 
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， (70) 

最终由(61)和(70)式，得出 

 
1

1'( ) ( ), 0M t CM t t−  ， (71) 

这表明解T 在有限时间内爆炸 

 
*

1
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T
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。 (72) 

为了证明(45)式左边的不等式成立，设 
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2 2
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  (73) 
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由(71)、(46)、(41)和(31)式，可以得出 

 
*( )

lim ln d
m

t T
w w x

− →
= + 。 (74) 

由(44)、(8)和(30)式，得到下列不等式成立 
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由(74)和(75)式，得出 
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 = +， (76) 

从而 
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从根据(73)、(31)、(33)、(8)、(30)式和 Young’s 不等式，有 
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其中 
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从(78)式，可以得出 
* *

110 0
1 2
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d 1d
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t
t t
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最终有 

1

*

1(0)
1 2

1
d

2 m
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d d


 

+

− +


+ + 。 

定理 2 证明完毕。 

3 结论 
本文研究的波动方程相较于现有文献，在源项方面和系数方面进行了拓展，将其改为对

数型源项并将常系数项改为变系数项。本文所考虑的源项组合，可以得到材料在时滞作用下

的波动响应，进而分析其稳定性、临界点以及爆破现象。这种分析为多种工程应用提供了理

论支持，尤其是涉及到动态响应分析和安全性评估时，能够帮助工程师设计出更加安全、可

靠的系统。同时也具有深刻的物理背景，揭示了材料在非线性、时变载荷作用下的复杂行为，

还在多个领域中具有实际的应用意义，尤其是在工程结构、材料设计以及地震与声学研究等

方面。本文通过能量方法和一些基本假设，证明了在某些合适的条件下，具有负初始能量的

解会在有限时间内发生爆炸，此外还估计了爆炸时间的上下界。 

本文主要研究了问题(1)- (6)在次临界能级下的爆破行为，而未讨论其在临界与超临界能

级下解的整体存在性与爆破性。相关问题，尤其是超临界能级情形下解的性质仍有待进一步

研究。未来的工作可在此基础上，系统分析从次临界到超临界能级范围内解的动力学行为。 
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Blow-up of a Logarithmic Variable-Coefficient Wave 

Equation with Time Delay  

 
Abstract: A blow-up criterion is established for a class of variable-coefficient viscoelastic wave equations with 

nonlinear damping, logarithmic source terms, and velocity delay. Under suitable assumptions on the kernel function 

r  and the variable coefficients 1( )c x  and 2( )c x , an energy method is used to prove that if the initial energy is 

negative, the solution blows up in finite time, with explicit upper and lower bounds for the blow-up time provided. 

Keywords: Blow-up; variable coefficients; time delay; nonlinear logarithmic term; acoustic boundary conditions  

 

 


