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基于约束优化的混合径向基函数响应面方法
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摘要:【目的】为更好地求解昂贵黑箱函数优化问题。【方法】在响应面约束优化算法的基础上,采用由薄板样条径向基函

数模型和三次径向基函数模型的组合得到的混合模型作为新响应面模型对黑箱函数进行逼近,并且在优化过程中自适应

选择混合模型的权重因子。【结果】得到了混合径向基函数响应面算法。【结论】在34个常用检验问题上得到的算法数值

实验结果表明所提出的算法优于原有的响应面约束优化算法、OPUS算法和SAMSO算法。
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在工程、科学、金融、管理等诸多领域中常常涉及到昂贵黑箱函数,该函数的特点在于函数解析表达式未知、
函数估值耗时或需要花费大量资源等。求解昂贵黑箱函数最优点和最优值的研究具有重要的实践意义,目前在

求解昂贵黑箱优化问题的理论与方法上已经取得了一系列的成果[1-7]。下面给出问题的数学模型,即:

minf(x)     
s.t.a≤x≤b,x∈Rd

。 (1)

其中:f(x):Rd→R,是一个表达式未知且计算耗时的昂贵黑箱函数,D=[a,b]∈Rd。全局优化算法旨在可行域

D 中找到一个x*,使得∀x∈D 都有f(x*)≤f(x)。解决问题(1)的常用方法之一是响应面方法,也称之为代理

模型或元模型方法[1]。常见的响应面模型包括低次多项式模型[2]、克里金(Kriging)模型[3]及径向基函数

(Radialbasisfunction)模型[4]。径向基函数具有形式简单、系数易确定、可应用于高维问题等特点。

2001年,Gutmann[4]提出了一种基于径向基响应面的全局优化算法(Gutmann-RBF),该算法将使得响应面

函数 崎 岖 度 最 低 的 点 作 为 下 一 个 采 样 点。2005年,Regis等 人[5]提 出 了 响 应 面 约 束 优 化(Constrained
optimizationusingresponsesurfaces,CORS)算法,该算法在求解以响应面模型为目标函数的辅助问题中增加距

离约束以控制下一个采样点与已有采样点的距离,数值试验表明 CORS算法在多数情况下算法效率优于

Gutmann-RBF算法。2007年,Regis等人[6]又依据距离准则和响应面函数值准则,在每次迭代随机产生的多个

候选点中选出一个候选点作为新采样点。2010年,Acar[7]提出响应面模型的拟合精度可以通过集成单个响应面

模型来提 高。2014年,Regis[8]将 粒 子 群 算 法 与 径 向 基 响 应 面 结 合 提 出 了 使 用 替 代 函 数 的 粒 子 群 优 化

(Optimizationbyparticleswarmusingsurrogates,OPUS)算法,该算法在每次迭代的过程中利用响应面模型对

粒子群算法中的粒子进行筛选,以便快速获得更优质粒子的信息。2015年,Jie等人[9]提出了AMGO算法,在算

法中使用了克里金模型和三次径向基函数模型的组合作为昂贵黑箱函数的响应面模型。2017年,Müller[10]提
出了求解昂贵多目标问题的优化算法SOCEMO,对多个目标同时构建响应面模型,并利用响应面模型的信息选

择新的候选点集。2018年,Zhou等人[11]在Gutmann-RBF算法的基础上增加了比较连续两次找到的响应面模

型最优点之间距离的步骤:如距离很近,则说明当前的径向基响应面模型的全局最优点可能在原黑箱目标函数

的局部最优点或全局最优点附近,故将当前响应面的最优点视为新采样点;此算法取得了良好的数值试验结果。

2019年,Müller等人[12]提出了一种解决具有隐藏约束的黑箱问题的优化算法SHEBO,该算法通过循环执行局
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部搜索、转换搜索和全局搜索的来寻找下一个候选点。2020年,Li等人[13]提出了一种求解昂贵黑箱优化问题的

响应面模型辅助的双种群智能优化算法SAMSO。
通过采用文献[9]中类似的函数模型组合方法,本文对CORS算法进行了改进,提出了混合响应面约束优化

算法。在CORS算法中,只采用三次径向基函数作为响应面模型。本文采用三次径向基函数和薄板样条径向基

函数的组合作为响应面模型,在迭代过程中根据两种响应面模型的函数值信息自适应调整两种模型的权重因

子,并在34个标准检验函数上进行了数值实验。计算结果表明与CORS算法、OPUS算法及SAMSO算法相

比,本文提出的基于混合径向基函数响应面的算法具有明显的优势。

1预备知识

本文的方法基于求解全局优化问题的径向基函数方法,故首先对径向基函数响应面模型做一简略的介绍。

1.1径向基函数响应面模型

设x1,x2,…,xn∈Rd 为已知函数值f(x1),f(x2),…,f(xn)的采样点,基于数据集{(x1,f(x1)),(x2,

f(x2)),…,(xn,f(xn))}构造径向基函数模型,该模型可表示为:

Sn(x)=∑
n

i=0
λiφ(‖x-xi‖)+p(x),x∈Rd。 (2)

其中:f是一个确定性的连续函数,‖·‖是定义在Rd 上的欧氏范数,λ1,λ2,…,λn∈Rd。φ为径向基函数,表达

式如表1所示,p∈Πd
m(Πd

m 表示次数不超过m 的多项式组成的空间)。

表1 不同形式的径向基函数

Tab.1 Radialbasisfunctionsindifferentforms

径向基函数 φ(r) mφ p(x)(当m=mφ 时)

三次(Cubic) r3 1 bΤx+a

薄板样条(Thinplatespline) r2lnr 1 bΤx+a

线性(Linear) r 0 a

多二次(Multiquadric) r2+γ2,γ>0 0 a

高斯(Gaussian) exp(-γr2),γ>0 -1 {0}

设m̂为线性空间Πd
m 的基的个数,mφ 表示相应多项式可选的最小次数[1],令p1,p2,…,pm̂为Πd

m 的一组基,则

p可由p1,p2,…,pm̂的线性组合表出。定义n×m̂矩阵

P=

p1(x1) p2(x1) … pm̂(x1)

p1(x2) p2(x2) … pm̂(x2)
︙ ︙ ︙ ︙

p1(xn) p2(xn) … pm̂(xn
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以及

Φ=

φ(‖x1-x1‖) φ(‖x1-x2‖) … φ(‖x1-xn‖)

φ(‖x2-x1‖) φ(‖x2-x2‖) … φ(‖x2-xn‖)
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由文献[6]可知,(n+m̂)×(n+m̂)矩阵A=
Φ P
PT
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0
是非奇异的当且仅当x1,x2,…,xn 满足:q∈Πd

m 且q(xi)=0,

i=1,…,n蕴含q≡0,此时可通过求解线性方程组A
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^
,唯一确定径向基函数模型(2)的系数,其中λ=

(λ1,λ2,…,λn)T,c∈Rm̂,c中的元素是多项式p 由基p1,p2,…,pm̂线性表出时的相应系数,0m̂是 Rm̂中的零向量。
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当p(x)为线性函数时,如果矩阵P的秩为d+1,即列满秩,则矩阵A非奇异,故此时(2)式的系数可唯一确定。

1.2CORS方法

响应面约束优化(CORS)算法中,初始点的选取为可行域的顶点。新的采样点通过解决如下辅助问题来获

得,有:

minf̂n(x),

s.t.‖x-xj‖≥βnΔn,j=1,…,n,x∈D。
(3)

其中:f̂n(x)为当前响应面模型,x1,x2,…,xn 为已有采样点,Δn=max
x∈D
min
1≤j≤n

‖x-xj‖,βn∈[0,1)。βn 的选取方

式为:给定包含M 个元素的搜索模式向量<γ1,γ2,…,γM>,γ1,γ2,…,γM 逐次递减且γM=0,令

βn=
γmod(n-n0+1,M)

,mod(n-n0+1,M)≠0

γM,mod(n-n0+1,M){ =0
,

其中:n≥n0,n0 是初始采样点的个数。βn 用于控制候选点与已采样点的位置关系,当βn 取值较大时,(3)式中的

约束条件要求候选点的位置远离已采样点,此时意味着做全局搜索;当βn 较小时,候选点的位置接近已采样点,
此时意味着做局部搜索。当βn=0时,约束条件不起作用,此时相当于求解一个无约束问题。如果(3)式中的响

应面模型f̂n(x)采用径向基插值函数sn(x),则相应响应面约束优化方法称为径向基函数响应面约束优化

(CORS-RBF)算法[5]。

2混合响应面约束优化算法

如何建立一个响应面模型是提高全局优化算法效率和模型拟合精度的关键。CORS算法采用三次径向基

函数建立响应面模型,这种选取方式建立的模型精度有限,所以考虑采用两种径向基函数模型的组合模型,两种

径向基函数模型分别选择三次和薄板样条径向基函数。模型建立方式如下:

un(x)=wt
nst

n-1(x)+wc
nsc

n-1(x),wt
n+wc

n=1。
其中:n≥n0,st

n(x)和sc
n(x)分别表示采用薄板样条径向基函数和三次函数构建的响应面模型,wt

n,wc
n 分别是这

两种模型的权重因子,计算方式为:

wc
n=

et
n

et
n+ec

n
,wt

n=1-wc
n。 (4)

其中:et
n= f(xn)-st

n-1(xn),ec
n= f(xn)-sc

n-1(xn);当n=n0 时,wn0c =0.5,wn0t =0.5;xn-1为第n-1个昂贵

估值点,f(xn-1)为xn-1的真实函数值,st
n(xn-1),sc

n(xn-1)分别为两种径向基函数模型在xn-1处的函数值。
下面给出完整的混合响应面约束优化算法流程。
输入:

1)一个定义在闭的超矩形 D=[a,b]∈Rd 上的目标函数f;

2)响应面模型un(x),st
n(x),sc

n(x);

3)通过初始点实验设计生成的初始取样点集 An0={x1,x2,…,xn}⊂D;

4)一个M 维搜索模式向量<γ1,γ2,…,γM>,其中γj∈[0,1)关于j=1,2,…,M 递减;

5)wn0c =0.5,wn0t =0.5;

6)允许进行原目标函数计算的最大次数Nmax(默认值:Nmax=200)。
输出:算法结束之后所计算出的最好取样点x*

Nmax
,以及对应的目标函数值f*

Nmax
。

第1步,初始化。计算初始采样点的目标函数值f(x1),f(x2),…,f(xn0
),令n=n0,数据集 Bn={(x1,

f(x1)),…,(xn,f(xn))}。
第2步,找到当前最好的点。找出x*

n =argmin{f(x):x∈An},令f*
n =f(x*

n )。
第3步,迭代。当终止条件不满足(即当n≤Nmax)时:

1)更新响应面模型的权重因子。使用数据集 Bn 建立/更新响应面模型st
n(x),sc

n(x),根据(4)式计算权重因

子wn
c,wn

t。

2)利用已有数据建立/更新响应面模型。使用权重因子wc,wt 建立/更新响应面模型un(x),计算响应面模
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型的全局最优点z*
n =argmin{un(x),x∈D}。

3)选取新的采样点。求解全局优化问题:

minun(x),

s.t.‖x-xj‖≥βnΔn,xj∈An。
(5)

得到全局最优点作为下一个迭代点xn+1。

4)做昂贵函数估值。计算候选点xn+1的目标函数值。

5)更新当前最好的点及目标函数值。如果f(xn+1)<fn
best,那么令x*

n+1=xn+1,f*
n =f(xn+1);否则令x*

n+1∶=
x*

n ,f*
n+1∶=f*

n 。
第4步,返回算法结果。返回找到的近似全局极小点x*

Nmax
及相应目标函数值f*

Nmax
。

在输入中,目标函数必须是确定性的,即对同一个输入的自变量,输出的目标函数值是唯一确定的,搜索空

间是一个闭的超矩形(输入1)。响应面模型(输入2)可以有多种选择。初始采样点集通常采用对称拉丁超立方

实验设计生成或由超矩形的顶点组成。在数值实验中,本文选取由(2)式定义的径向基插值函数st
n(x),sc

n(x)的
组合模型un(x)作为响应面模型。初始点(输入3)可以在整个搜索空间中随机生成,算法的表现一定程度上与

初始点的在 D 中的分布有关。本文中初始采样点通过对称拉丁超立方体试验设计(SLHD)[14]产生,n0=2(d+1),

d表示问题的维度。输入中包括了搜索模式向量的取值(输入4)和权重因子wt
n,wc

n 的初始值(输入5),随着迭

代的进行wt
n,wc

n 的计算由(4)式给出,在实验中若出现et
n+ec

n 的值接近0则重置的wt
n,wc

n 值为0.5。由于目标

函数值的估值昂贵性,本文设定允许进行目标函数估值的最大次数Nmax。改进后的算法流程图如下。

图1 混合响应面约束优化算法流程

Fig.1 Thealgorithmflowofhybridresponsesurfaceconstrainedoptimization

3数值试验

用于对比CORS算法、混合响应面约束优化算法、OPUS算法和SAMSO算法的34个测试问题维数在2到

30之 间,其 中 包 含 7 个 Dixon-Szegö[15]测 试 问 题 (Branin,Goldstein-Price,Hartman3,Shekel5,Shekel7,

Shekel10,Hartman6)和2个具有大量局部极小点的测试问题(Rastrigin,Shubert)[16],以及10个具有相同表达
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形式,但维度不同的Schoen测试问题[7,17],此外还有15个全局优化测试函数库中的测试函数[18]。为了对比不

同算法在测试函数集上的总体表现,引入性能表现函数ρs(α)[19]和次数表现函数τs(α)[20]。算法的性能表现函数

和次数表现函数值越大,算法越有效。

3.1性能表现函数与次数表现函数

为了对比不同算法在测试函数集上的总体表现,下面引入性能表现函数[19]和次数表现函数[20]的定义。设 S

为要评估的算法的集合,P 为测试问题的集合。首先给出收敛性测试[20]的概念,即:给定一个误差系数δ>0,在
给定目标函数估值次数下,由所有 S 中算法求出的问题p 的最小的最优值fL,如果算法s在进行了k 次目标函

数估值后得到的解x满足:

f(x(0))-f(x)≥(1-δ)(f(x(0))-fL), (6)

则称算法s此时通过了问题p 的收敛性测试,其中x(0)表示算法s使用的初始点。于是,算法s(s∈S)在问题

p(p∈P)上的性能比率可定义为:rp,s=
tp,s

min{tp,s:s∈S},其中tp,s表示算法s在问题p 上通过收敛性测试时所需

的最少目标函数估值次数。显然rp,s≥1,并且rp,s=1表示在测试问题p上算法s的表现最好。

基于性能比率,算法s∈S 在测试问题集 P 上的性能表现函数ρs(α)定义为[19]:ρs(α)= 1
P
{p∈P:rp,s≤α},

其中:α≥1,· 表示集合中元素个数。注意到性能表现函数可看作是比率rp,s的概率分布。由ρs(α)定义可知,
算法的性能表现函数值越大,说明算法的效果越好。

对s∈S,次数表现函数τs(α)的定义为[19]:τs(α)= 1
P p∈P:tp,s

np+1
≤{ }α ,其中:np 表示测试问题p 的维

数。注意到为了体现出问题维度对达到收敛性测试所需要的目标函数值估值次数的影响,上述定义中采用np+1
作为分母。次数表现函数给出一个算法在一定的目标函数估值次数下能够求解的问题所占比例。算法的次数

表现函数值越大,说明该算法越有效。

3.2结果与讨论

这一部分给出了4种算法求解所有测试问题的计算结果。4种算法的程序都在 Windows环境下的 Matlab
2018a版本下运行。与文献[5]一致,算法的搜索模式向量选择为<0.95,0.25,0.05,0.03,0>。在求解(5)式时,
通过运行4次带随机选取初始点Matlab优化工具箱中的fmincon函数的方式进行求解,(5)式中的Δn 也通过运

行fmincon函数得到。
在数值实验中,对所有34个测试问题,4种算法各运行30次,每次运行的目标函数估值次数上限是200次。

图2给出了4种算法的性能表现函数曲线和次数表现函数曲线,曲线越高说明算法的效果越好。对给定的问题p,
(6)式中的fL 是由每个算法运行30次,共60次运行得到的最好的最优值,δ取0.05。由于每个算法在每个问题

上运行30次,计算算法性能表现函数和次数表现函数图像时相当于一共考虑了30×34=1020个问题。从图2
可以看出,混合响应面约束优化算法效果更好。

  
              a 性能表现函数曲线                 b 次数表现函数曲线

图2 算法的性能表现函数曲线和次数表现函数曲线

Fig.2 Performancecurveandnumberperformancecurveofthealgorithm
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图3给出了4种算法求解测试问题Schoen10_4_3,Schoen3Y,Shekel10和Shubert时的优化进程曲线,其中

横坐标表示目标函数估值的次数,纵坐标表示在相应目标函数估值次数下算法找到的最优值。考虑到算法具有

一定的随机性,每个算法在每个测试问题上都运行30次,用平均值作为进程曲线的数据。从图中可以看出当横

坐标(函数目标函数值估值次数)达到一定次数后,混合响应面约束优化算法得到的最优函数值比原算法得到的

要好。

  
            a Schoen10_4_3                        b Schoen3Y

  
               c Shekel10                       d Shubert

图3 算法求得测试函数30次实验平均最优值变化曲线

Fig.3 Thecurveofthevariationoftheaverageoptimalvalueof30experimentsisobtainedbythealgorithm

为了进一步比较4种算法的性能,记录了4种算法在200次函数估值后找到的最佳目标函数值的统计数据,
即算法运行30次得到的30个函数最优值中的最小函数值、中位数、最大值、均值和标准误差,且上述数据均保

留小数点后2位数值。由于篇幅限制,表2只呈现了其中的7个测试问题(Branin,Goldstein-Price,Hartman3,

Hartman6,Shekel10,Shekel5和Shekel7)。从表2可知:如考虑最优值,则混合响应面约束优化算法在7个测试

函数中的3个测试函数上的数值结果更好;如考虑中值,混合响应面约束优化算法在5个测试函数上的数值结

果更好;如考虑均值,混合响应面约束优化算法在5个测试函数的结果更好;如考虑标准差,混合响应面约束优

化算法在4个测试函数上的数值结果更好。综上所述,混合响应面约束优化算法不仅能够找到较为接近的黑箱

函数真实最优值的近似值,并且模型的稳定性强于响应面约束优化算法、OPUS算法和SAMSO算法(图2和

表2)。

4结束语

本文对基于响应面模型求解黑箱优化问题的一种径向基函数响应面算法(CORS)做了改进,从提高响应面

模型的精度出发,选择两个径向基插值模型的组合作为算法的响应面模型,组合的初始权重因子人为设定,随着

算法的迭代,权重因子进行自适应调整。数值实验结果说明了改进后算法的有效性。在今后的研究中,将继续

探讨不同径向基插值模型的组合方式及对提高响应面算法效果的作用。
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表2 全局优化算法在7个测试函数上的比较

Tab.2 Comparisonofglobaloptimizationalgorithmsonseventestfunctions

测试函数 算法 最优值 中值 最大值 均值 标准差

Branin

响应面约束优化算法  0.40  0.40  0.40  0.40 0.00

混合响应面约束优化算法 0.40 0.40 0.40 0.40 0.00

OPUS 0.40 0.40 0.57 0.41 0.03

SAMSO 0.40 0.40 0.40 0.40 0.00

Goldstein_Price

响应面约束优化算法  3.00  3.00  5.27  3.08 0.41

混合响应面约束优化算法 3.00 3.00 5.75 3.25 0.61

OPUS 3.00 3.08 18.90 4.60 3.97

SAMSO 3.00 3.06 5.18 3.24 0.45

Hartman3

响应面约束优化算法 -3.86 -3.86 -3.86 -3.86 0.00

混合响应面约束优化算法 -3.86 -3.86 -3.85 -3.86 0.00

OPUS -3.86 -3.84 -3.76 -3.83 0.03

SAMSO -3.86 -3.86 -3.76 -3.85 0.02

Hartman6

响应面约束优化算法 -3.32 -3.32 -3.08 -3.26 0.09

混合响应面约束优化算法 -3.32 -3.32 -3.05 -3.28 0.09

OPUS -3.32 -3.24 -3.02 -3.22 0.09

SAMSO -3.32 -3.31 -3.06 -3.26 0.08

Shekel10

响应面约束优化算法 -10.54 -10.42 -2.81 -8.17 3.10

混合响应面约束优化算法 -10.54 -10.45 -2.81 -8.88 2.49

OPUS -10.50 -7.87 -2.81 -7.25 2.63

SAMSO -10.42 -8.08 -2.34 -7.42 2.56

Shekel5

响应面约束优化算法 -10.14 -6.77 -2.68 -7.18 2.55

混合响应面约束优化算法 -10.15 -8.06 -2.68 -7.41 2.40

OPUS -9.87 -2.66 -2.30 -4.49 2.88

SAMSO -9.95 -4.65 -2.43 -5.27 2.77

Shekel7

响应面约束优化算法 -10.40 -10.37 -3.09 -8.96 2.48

混合响应面约束优化算法 -10.40 -9.86 -3.72 -8.37 2.70

OPUS -10.29 -7.40 -2.51 -6.86 2.68

SAMSO -10.23 -7.71 -2.67 -6.63 2.59

  注:加粗数值表示在同类数据中占优
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OperationsResearchandCybernetics

AHybridRadialBasisFunctionResponseSurfaceMethodBasedonConstrainedOptimization

YINYue,BAIFusheng
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Tobettersolvetheexpensiveblackboxfunctionoptimizationproblem.[Methods]Basedontheconstrained

optimizationbyusingresponsesurfacesmethod,ahybridmodelobtainedbycombiningthethinplatesplineradialbasisfunction

modelandthecubicradialbasisfunctionmodelisusedasanewresponsesurfacemodeltoapproximatetheblack-boxfunction,and

duringtheoptimizingprocesstheweightfactorsofthehybridmodelareadaptivelyselected.[Findings]Thehybridradialbasis

functionresponsesurfacealgorithmisconstructed.[Conclusions]Numericalresultsofthealgorithmon34commontestproblems

showthattheproposedalgorithmisbetterthantheoriginalconstrainedoptimizationbyusingresponsesurfacesalgorithm,the

OPUSalgorithmandtheSAMSOalgorithm.

Keywords:expensiveblack-boxfunction;globaloptimization;responsesurfacemethod;radialbasisfunction
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