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E-预不变凸区间值函数及其在数学规划中的应用
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摘要:【目的】提出并研究了在LU-序关系下的E-预不变凸区间值函数。【方法】首先给出了LU-E-预不变凸区间值函数和

LU-E-不变凸区间值函数的定义,举例验证了LU-E-预不变凸区间值函数的存在性;其次讨论了LU-E-预不变凸区间值

函数与其他几类区间值函数间的关系;最后研究了一类LU-E-预不变凸区间值优化问题,给出了E-type-Ⅰ型最优解和E-
type-Ⅱ型最优解的概念,并证明了E-KKT最优性条件的必要性和充分性条件。【结果】基于LU-序关系,理论推导并举

例验证。【结论】文中将近期关于广义凸函数的一些研究成果进行了推广,在一定程度上丰富了广义凸函数的研究。
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函数的凸性与广义凸性是运筹学和经济学中重要的基础理论,在最优化理论中起着十分重要的作用。广义

凸性受到许多学者的关注,并获得了一些较好的成果。1981年,Hanson[1]提出了不变凸函数的概念,并讨论了

这类函数的一些相关性质。1986年,Ben-Israel等人[2]在文献[1]的基础上进一步研究了可微情形下不变凸性函

数的性质。1988年,Weir和 Mond[3]以及 Weir和Jeyakumar[4]给出了预不变凸函数的定义,把不变凸情形推广

到了预不变凸情形,并获得了非线性规划问题的最优性条件和对偶结果。1999年,Youness[5]提出了E-凸集、E-
凸函数的定义,并得到它们在E-凸规划问题中的一些应用结果。2001年,Yang[6]对文献[5]中的几个错误结论

进行了修正,并举出若干反例进行了说明。2009年,Fulga等人[7]给出了E-预不变凸函数的定义,得到了E-预不

变凸函数的一些性质,并获得了E-预不变凸型非线性规划问题的几个应用结果。2015年,杨新民等人[8]讨论了

预不变凸函数和局部预不变凸函数的性质,并较系统地介绍了数值函数各种类型的广义凸性及其它们在运筹学

和经济学中的应用。同年,彭再云等人[9]提出了一类新的广义凸函数———G-E-半预不变凸函数,并得到了半预

不变凸多目标规划问题的最优性条件。相关研究可见文献[10-13]。
另一方面,由于不确定性问题能够更好刻画决策分析中存在的普遍性现象,因此相关研究得到了国内外学

者的广泛关注。不确定性优化问题包括随机优化问题、模糊优化问题以及区间值优化问题,其中区间值优化问

题是一类具有不确定参数的优化问题,这种以区间数形式表现的优化问题具有广泛的应用。例如:水库调度优

化问题中,由于降雨、温度等因素,河流在一年内的水量是不同的,且差异性较大,这就需要借助区间值优化理论

进行研究。近些年来,有关区间值函数的研究也成为了一个热点。2007年,Wu[14]提出了一类新的广义凸函

数———区间值函数,给出了区间值函数的LU-凸定义,并提出了一类异于传统优化问题的区间值优化问题。

2014年,Zhang等人[15]将实值函数的不变凸性和预不变凸性的概念扩展到了区间值函数,并研究了这类广义凸

区间值优化问题的KKT最优性条件与对偶性。2019年,Antczak和Abdulaleem[16]建立了一类含有等式约束和

不等式约束的多目标区间值非凸向量优化问题,研究了该优化问题的E-KKT最优性充分条件和必要条件。
受到文献[14,16]的启发,本文提出了一类新的区间值函数,即LU-E-预不变凸区间值函数,讨论了它的相

关性质。借助E-可微性,提出了E-type-Ⅰ型最优解和E-type-Ⅱ型最优解的概念,并给出了这类优化问题的E-
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KKT最优性条件的必要性和充分性。

1预备知识

本节主要介绍一些基本定义和LU-序关系。设Rn 为n 维欧式空间,E:Rn→Rn 和η:Rn×Rn→Rn 是两个向

量值映射。
用 I 来表示R中所有闭区间构成的集族,设闭区间A=[aL,aU],其中aL 和aU 分别表示是A 的下界和上

界。设A=[aL,aU]和B=[bL,bU]是 I 中的两个闭区间,定义:

1)A+B={a+b:a∈A,b∈B}= [aL+bL,aU+bU];

2)-A={-a:a∈A}=[-aU,-aL],则有A-B=A+(-B)=[aL-bU,aU-bL],同时有kA={ka:a∈A}=
[kaL,kaU],k≥0
[kaU,kaL],k<{ 0

,其中k是一个实数。

设A=[aL,aU]是一个闭区间,记 AL=aL 和 AU=aU。若 A=[aL,aU]和B=[bL,bU]是闭区间,则有

(A+B)L=aL+bL=AL+BL 和(A+B)U=aU+bU=AU+BU。

Wu在文献[14]中给出了区间值函数的定义,函数f:Rn→I 称为区间值函数,若对∀x=(x1,x2,…,xn)∈
Rn,f(x)=f(x1,…,xn)是R中的闭区间。也可记作f(x)=[fL(x),fU(x)],其中fL 和fU 是定义在 Rn 上的

实值函数,满足对∀x∈Rn,都有fL(x)≤fU(x),同时有(f(x))L=fL(x),且(f(x))U=fU(x)。
在区间值数学问题中,通常采用序关系来对区间进行比较,接下来介绍其中一类序关系。
现设A=[aL,aU]和B=[bL,bU]是R中的两个闭区间,则记A ⪯LUB 当且仅当aL≤bL 和aU≤bU 成立,记

A≺LUB 当且仅当A ⪯LUB 和A≠B 成立,即下式之一成立:

aL<bL

aU≤b{ U
,或 aL≤bL

aU<b{ U
,或 aL<bL

aU<b{ U
。

引理1[14,17] 设f:Rn→R是定义在Rn 上的区间值函数,则f在c∈Rn 处是连续的,当且仅当fL 和fU 在c
处均连续。

下面回顾区间值函数的弱可微性以及E-可微的概念。
定义1[14] 设D 是Rn 中的一个开集,称区间值函数f:D→I,f(x)=[fL(x),fU(x)]在x0∈X 处是弱可微

的,若实值函数fL(x)与fU(x)在x0 处可微。
定义2[16] 设f:Rn→R是一个定义在Rn 上的可微实值函数,x0∈Rn,E:Rn→Rn,称f在x0 处E-可微,当

且仅当f(E(·))是一个可微实值函数,即:

f(E(x))=f(E(x0))+Ñ(f(E(x0)))(x-x0)+θ(x0,x-x0)‖x-x0‖,
其中:当x→x0 时,θ(x0,x-x0)→0。

定义3[16] 设E:Rn→Rn,称区间值函数f:D→I,f(x)=[fL(x),fU(x)]在x0∈X 处是E-可微的,当且仅

当实值函数fL(E(·))和fU(E(·))是可微函数,即:

fL(E(x))=fL(E(x0))+ÑfL(E(x0))(x-x0)+θL(x0,x-x0)‖x-x0‖,

fU(E(x))=fU(E(x0))+ÑfU(E(x0))(x-x0)+θU(x0,x-x0)‖x-x0‖。
其中:当x→x0 时,θL(x0,x-x0)→0,θU(x0,x-x0)→0。

定义4[14] 设X⊆Rn,E:Rn→Rn,f为定义在D 上的区间值函数,x0∈D,若实值函数fL(E(·))和fU(E(·))
在x0 处是连续可微的,则称f在x0 处是弱连续E-可微的。

2LU-E-预不变凸区间值函数的定义及性质

本节将实值函数上的E-预不变凸性与区间值函数结合,在LU序关系下,提出了LU-E-不变凸区间值函数

和LU-E-预不变凸区间值函数的概念,并研究了这些新定义的广义凸区间值函数的相关性质。
定义5[5] 称集合S⊆Rn 为关于映射E:Rn→Rn 的E-凸集,若对∀x,y∈S,∀λ∈[0,1],有:

λE(x)+(1-λ)E(y)∈S。
定义6[18] 设S⊆Rn 为关于映射E:Rn→Rn 的E-凸集,f是S 上的区间值函数,若对∀x,y∈S,∀λ∈[0,
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1],使得:f(λE(x)+(1-λ)E(y))⪯LUλf(E(x))+(1-λ)f(E(y)),则称f在S 上是LU-E-凸区间值函数。
定义7[19] 称集合A⊆Rn 关于η是E-不变凸集,若存在向量函数η:Rn×Rn→Rn 和E:Rn→Rn,对∀x,y∈A,

∀λ∈[0,1],使得E(y)+λη(E(x),E(y))∈A。
注1 显然,当η(E(x),E(y))=E(x)-E(y)时,E-不变凸集就退化成E-凸集。
定义8[19] 集合A⊆Rn 关于η是E-不变凸集,称实值函数f:Rn→R在集合A 上关于η 是E-预不变凸函

数,若∀x,y∈A,∀λ∈[0,1],使得f(E(y)+λη(E(x),E(y)))≤λf(E(x))+(1-λ)f(E(y))。

Najeeb在文献[20]中给出了E-不变凸实值函数的概念。
定义9[20] 设A⊆Rn 为关于向量函数η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,f是A 上的实值函数,若对∀x,y∈A,

∀λ∈[0,1],使得f(E(x))-f(E(y))≥ηT(E(x),E(y))Ñf(E(y)),则称f在A 上是关于η的E-不变凸函数。
注2 如果f是定义E-不变凸集上关于η的E-预不变凸E-可微函数,则f也是关于同一个η的E-不变凸

函数。反之不一定成立。
接下来给出LU-序关系下的E-不变凸区间值函数的定义。
定义10 设A⊆Rn 为关于向量函数η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,f是A 上的区间值函数,如果实值函数

fL 和fU 在A 上关于同一η是E-不变凸的,则称f在A 上是关于η的LU-E-不变凸区间值函数。
基于LU-序关系Zhang在文献[15]中提出了LU-预不变凸区间值函数的概念。
定义11[15] 设集合A⊆Rn 为关于向量函数η:K×K→Rn 的不变凸集,f 是定义在A 上的区间值函数,若

对∀x,y∈A,∀λ∈[0,1],使得f(y+λη(x,y))⪯LUλf(x)+(1-λ)f(y),则称f在A 上是关于η的LU-预不变

凸函数。
基于文献[7,15],下面给出在LU-序关系下的LU-E-预不变凸区间值函数的概念。
定义12 设A⊆Rn 为关于向量函数η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,f是定义在A 上的区间值函数,如果对

∀x,y∈A,∀λ∈[0,1],使得f(E(y)+λη(E(x),E(y)))⪯LUλf(E(x))+(1-λ)f(E(y)),则称f在A 上是关

于η的LU-E-预不变凸区间值函数。
下面用实例来验证LU-E-预不变凸区间值函数的存在性。
例1 设f(x)=[-2,-1]x ,对∀x∈R,E(x)=2x。对∀x,y∈R,则f在R上关于如下的η::R×R→R

是预不变凸区间值函数:

η(x,y)=

x-y,x≥0,y≥0
x-y,x≤0,y≤0
y-x,x>0,y<0
y-x,x<0,y>

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 0

。

分析 容易证明对∀λ∈[0,1],R 为定关于η的E-不变凸集,下证f在R上是关于η的LU-E-预不变凸区

间值函数。

1)当x≥0,y≥0时,2y+λ(2x-2y)≥0,则有:

fL(E(y)+λη(E(x)-E(y)))=fL(2λx+2(1-λ)y)=-2[2λx+2(1-λ)y]=
-4λx-4(1-λ)y≤λfL(E(x))+(1-λ)fL(E(y)),

同理可得,fU(E(y)+λη(E(x),E(y)))≤λfU(E(x))+(1-λ)fU(E(y))。

2)当x≤0,y≤0时,与1)类似,可得:

fU(E(y)+λη(E(x),E(y)))≤λfU(E(x))+(1-λ)fU(E(y))。

3)当x>0,y<0时,2(1+λ)y≤2(1-λ)y,2y+λ(2y-2x)<0,则有:

fL(E(y)+λη(E(x)-E(y)))=fL(2y+λ(2y-2x))=2[2y+λ(2y-2x)]=
-4λx+4(1+λ)y≤-4λx+4(1-λ)y=λfL(E(x))+(1-λ)fL(E(y))。

同理可得,fU(E(y)+λη(E(x),E(y)))≤λfU(E(x))+(1-λ)fU(E(y))。

4)当x<0,y>0时,与3)类似,可得:

fU(E(y)+λη(E(x),E(y)))≤λfU(E(x))+(1-λ)fU(E(y))。
综上,f在R上是关于η的LU-E-预不变凸区间值函数。
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例2 设A=[-6,6],对∀x∈A,E(x)=
x2,x ≤ 6

-1,x >{ 6
,对∀x,y∈A,有:

η(x,y)=
x-y,0≤x≤6,0≤y≤6或-6≤x≤0,-6≤y≤0
-x-y,{ 其他

,

则区间值函数f(x)=[1,2]x 在A 上是关于η的LU-E-预不变凸区间值函数。
注3 显然,LU-E-凸区间值函数严格包含于LU-E-预不变凸区间值函数,LU-E-预不变凸区间值函数是文

献[18]中LU-E-凸区间值函数的真推广。
下面给出LU-E-预不变凸区间值函数的性质。
定理1 设A⊆Rn 为关于向量函数η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,f是定义在A 上的区间值函数,则f在A

上是关于η的LU-E-预不变凸区间值函数,当且仅当fL(E(·))和fU(E(·))在A 上都是关于同一η的E-预不

变凸函数。
证明 充分性由定义12可得。
下证必要性。因为A⊆Rn 为关于向量函数η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,则对∀x,y∈A,∀λ∈[0,1],有

E(y)+λη(E(x),E(y))∈A。

f在A 上是关于η的LU-E-预不变凸区间值函数,则对∀x,y∈A,∀λ∈[0,1],关于η:Rn×Rn→Rn 有

f(E(y)+λη(E(x),E(y)))⪯LUλf(E(x))+(1-λ)f(E(y))
成立,即有:

fL(E(y)+λη(E(x),E(y)))≤λfL(E(x))+(1-λ)fL(E(y)),

fU(E(y)+λη(E(x),E(y)))≤λfU(E(x))+(1-λ)fU(E(y))。
根据定义8可知,fL(E(·))和fU(E(·))在A 上都是关于同一η的E-预不变凸函数。 证毕

推论1 设A⊆Rn 为关于向量函数η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,若f在A 上是关于η的LU-E-预不变凸

弱连续E-可微区间值函数,则f在A 上也是关于同一η的LU-E-不变凸区间值函数。
证明 根据f在A 上是关于η的LU-E-预不变凸区间值函数,则由定理1知,fL(E(·))和fU(E(·))在A

上也是关于同一η的E-预不变凸实值函数。由弱连续E-可微的假设和定义3知,fL(E(·))和fU(E(·))都是

连续可微的。根据注2和定义10可知,f在A 上是关于同一个η的LU-E-不变凸区间值函数。 证毕

推论2 设A⊆Rn 为关于向量函数η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,如果f 在A 上是关于η 的E-不变凸弱

E-可微区间值函数,则对0<λ,μ∈R,实值函数λfL+μfU 在A 上是关于同一η的E-不变凸实值函数。
证明 由于f在A 上是一个LU-E-不变凸弱E-可微区间值函数,由定义3和定义10可知,fL(E(·))和

fU(E(·))都是连续E-可微的E-不变凸函数,因此,实值函数fL(E(·))和fU(E(·))关于非负系数的线性组

合在A 上是关于同一η是E-不变凸函数。 证毕

为了后文讨论的需要,此处对一些必要符号进行说明。设x=(x1,x2,…,xn),y=(y1,y2,…,yn),规定:

1)x=y,即xi=yi;2)x<y,即xi<yi;3)x≤y,即xi≤yi。其中:i=1,…,m。
定理2 设A⊆Rn 为关于向量函数η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,f在A 上是关于η的LU-E-预不变凸E-

可微区间值函数,如果ÑfL(E(·))≥(≤)0,ÑfU(E(·))≥(≤)0,即∂f(E(·))/∂xi≥(≤)0(i=1,…,n),且对

∀x,y∈A,满足η(E(x),E(y)))≥(≤)E(x)-E(y),则有

fL(E(x))-fL(E(y))≥ÑfL(E(y))(E(x)-E(y)),

fU(E(x))-fU(E(y))≥ÑfU(E(y))(E(x)-E(y))
成立。

证明 根据条件ÑfL(E(·))≥(≤)0,ÑfU(E(·))≥(≤)0,η(E(x),E(y)))≥(≤)E(x)-E(y),则对

∀x,y∈A,∀λ∈[0,1],有:

fL(E(y)+λ(E(x)-E(y)))≤fL(E(y)+λη(E(x),E(y))),

fU(E(y)+λ(E(x)-E(y)))≤fU(E(y)+λη(E(x),E(y)))。
根据定义12和定理1,则有:

fL(E(y)+λη(E(x),E(y)))≤λfL(E(x))+(1-λ)fL(E(y)),
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fU(E(y)+λη(E(x),E(y)))≤λfU(E(x))+(1-λ)fU(E(y))。
即:

fL(E(y)+λ(E(x)-E(y)))≤λfL(E(x))+(1-λ)fL(E(y)),

fU(E(y)+λ(E(x)-E(y)))≤λfU(E(x))+(1-λ)fU(E(y))。
因此,有不等式:

fL(E(x))-fL(E(y))≥f
L(E(y)+λ(E(x)-E(y)))-fL(E(y))

λ
,

fU(E(x))-fU(E(y))≥f
U(E(y)+λ(E(x)-E(y)))-fU(E(y))

λ
,

成立。当λ→0时,有:

fL(E(x))-fL(E(y))≥ÑfL(E(y))(E(x)-E(y)),

fU(E(x))-fU(E(y))≥ÑfU(E(y))(E(x)-E(y))。
得证。 证毕

3E-预不变凸区间值优化问题的E-KKT最优性

考虑如下这一类只含不等式约束的区间值向量优化问题:
(IVOP) min f(x)=[fL(x),fU(x)],

s.t.gi(x)≤0,i=1,…,m。
其中f:Rn→I 为定义在Rn 上的区间值函数,gi:Rn→R,是定义在 Rn 上的实值函数。记g∶=(g1,…,gm),设

X={x∈Rn:gi(x)≤0,i=1,…,m}为优化问题(IVOP)的可行集,其中x为问题(IVOP)的可行解。
对于上述这一类区间值优化问题,Wu在文献[14]中给出了type-Ⅰ型最优解和type-Ⅱ型最优解的概念。
定义13[14] 设x*是问题(IVOP)的一个可行解,如果不存在x∈X 使得f(x)≺LUf(x*),则称x*是问题

(IVOP)的type-Ⅰ型最优解。
为了给出第二种解的概念,下面介绍另一种序关系。设A=[aL,aU]是定义在R上的一个闭区间,记运算结

果aC=12
(aL+aU),aW=12

(aU-aL),称aC 为闭区间A 的中心、aW 为闭区间A 的半宽度。因此,闭区间A 可记

为A=<aC,aW>。设A=<aC,aW>,B=<bC,bW>为两个闭区间,Ishibuchi和Tanaka在文献[21]中介绍了下面这

一类序关系。
对于最小化问题,用A⪯CWB表示aC≤bC 且aW≤bW。在最小化问题中,中心越小且半宽度越小的区间更小。
定义14[14] 设x* 是问题(IVOP)的一个可行解,如果不存在x∈X 使得f(x)≺LUf(x*)或f(x)≺CW

f(x*),则称x*是问题(IVOP)的type-Ⅱ型最优解。
设A⊆Rn 为关于向量函数η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,且E 既是单射又是满射。在本文中,假设优化问

题(IVOP)是E-可微的。为考虑优化问题(IVOP)的E-可微性,建立对应区间值优化问题(IVOPE):

min f(E(x))=[fL(E(x)),fU(E(x))],

s.t.gi(E(x))≤0,i=1,…,m,

x∈A。
其中:f:Rn→I 为定义在A 上的区间值函数,gi(i=1,…,m)为定义在A 上的实值函数,称优化问题(IVOPE)为

E-区间值优化问题。设XE={x∈A:gi(E(x))≤0,i=1,…,m}为优化问题(IVOPE)的可行集,其中x为问题

(IVOPE)的可行解。
与文献[14]类似,给出优化问题(IVOP)的E-type-Ⅰ型最优解和E-type-Ⅱ型最优解的概念。
定义15 设x*是优化问题(IVOP)的一个可行解,如果不存在x∈XE 使得f(E(x))≺LUf(E(x*)),则称

E(x*)是优化问题(IVOP)的E-type-Ⅰ型最优解。
定义16 设x*是优化问题(IVOP)的一个可行解,如果不存在x∈XE 使得f(E(x))≺LUf(E(x*))或

f(E(x))≺CWf(E(x*)),则称E(x*)是优化问题(IVOP)的E-type-Ⅱ型最优解。
引理2 设A⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,且E:Rn→Rn 既是单射又是满射,若XE={z∈X:
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gi(E(z))≤0,i=1,…,m},则E(XE)=X。
证明 设x∈E(XE),根据假设,存在z∈XE,使得x=E(z)。现假设x∉X,则至少存在一个gi(x)>0。因

此,有gi(E(z))>0,与z∈XE 矛盾,则有E(XE)⊂X。另一方面,设x∈X。现假设x∉E(XE),则根据假设有

E-1(x)∉XE,即至少存在一个gi(E(E-1(x)))>0。因此,有gi(x)>0,与gi(x)≤0(i=1,…,m)矛盾,则有X⊂
E(XE)。

综上,E(XE)=X。 证毕

类似于文献[16]中引理3.6和引理3.7,可以得到以下两个结论。
引理3 设A⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,且E:Rn→Rn 既是单射又是满射,若x*是优化问

题(IVOP)的type-Ⅰ型最优解(或type-Ⅱ型最优解),则存在z∈XE,使得E(z)=x*,z是优化问题(IVOPE)的
type-Ⅰ型最优解(或type-Ⅱ型最优解)。

引理4 设A⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,且E:Rn→Rn 既是单射又是满射,若z∈XE 是优化

问题(IVOPE)的type-Ⅰ型最优解(或type-Ⅱ型最优解),则E(z)是优化问题(IVOP)的E-type-Ⅰ型最优解(或
E-type-Ⅱ型最优解)。

关于引理3和引理4的证明,与文献[16]中引理3.6和引理3.7的证明类似。
定义17 设A⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集且E:Rn→Rn 既是单射又是满射,称在x*∈XE 处

满足E-KT约束品性,若对∀d∈Rn(d≠0),使得Ñgi(E(x*))Td≤0对∀i∈J(E(x*))∶={i∈J:gi(E(x*))=0}
成立,其中J={1,…,m}。

定理3(Farkas引理)[8] 给定矩阵Am×n及n 维向量c,则以下两个系统有且只有一个有解:系统1,Ax≤0,

cTx>0;系统2,ATy=c,y≥0。
下面给出优化问题(IVOP)的E-KKT最优性必要条件和充分性条件。
定理4(E-KKT必要条件) 设A⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集,其中E:Rn→Rn 既是单射又是

满射,f是定义在A 上关于η的LU-E-预不变凸E-可微区间值函数,gi(i=1,…,m)为定义在A 上关于同一η的

E-预不变凸E-可微实值函数。设x*∈XE 是优化问题(IVOPE)的type-Ⅰ型最优解。假设在x*处满足E-KT
约束品性,且存在x使得gi(x)<0,则存在Lagrange乘子0<λL,λU∈R,0≤μi∈R,i=1,…,m,使得:

λL ÑfL(E(x*))+λU ÑfU(E(x*))+∑
m

i=1
μi Ñgi(E(x*))=0, (1)

μigi(E(x*))=0,i=1,…,m。 (2)
证明 现假设存在d∈Rn,d≠0,使得以下各式成立:

ÑfL(E(x*))Td<0,ÑfU (E(x*))Td<0,Ñgi(E(x*))Td≤0。 (3)
因为gi(x)<0,且E-KT约束品性在x*处满足,则:

gi(E(x))-gi(E(x*))<0,∀i∈J(E(x*)),
由于gi(E(·))(i=1,…,m)为定义在A 上关于η的E-预不变凸E-可微实值函数,根据注1,则gi(E(·))(i=
1,…,m)也为定义在A 上关于同一η的E-不变凸函数,由定义9有:

ηT(E(x),E(x*))Ñgi(E(x*))<0,∀i∈J(E(x*)), (4)
由(3),(4)式,可得(d+δη(E(x),E(x*)))T Ñgi(E(x*))<0,∀i∈J(E(x*))对∀δ>0成立。因此,对足够小

的实数ε>0有:

gi(E(x*)+ε[d+δη(E(x),E(x*))])≤gi(E(x*))=0,∀i∈J(E(x*)),
即E(x*)+ε[d+δη(E(x),E(x*))]是优化问题(IVOP)的可行解。由于x*∈XE 是优化问题(IVOP)的type-
Ⅰ型最优解,根据引理4,则有E(x*)是优化问题(IVOP)的E-type-Ⅰ型最优解。因此优化问题(IVOPE)的可行

解E(x*)+ε[d+δη(E(x),E(x*))]满足:

fL(E(x*)+ε[d+δη(E(x),E(x*))])≥fL(E(x*)),

fU(E(x*)+ε[d+δη(E(x),E(x*))])≥fU(E(x*))。
即:

ÑfL(E(x*))T(d+δη(E(x),E(x*)))≥0,
ÑfU (E(x*))T(d+δη(E(x),E(x*)))≥0,
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对∀δ>0成立。当δ→0+时,则有ÑfL (E(x*))Td≥0,ÑfU (E(x*))Td≥0,与(3)式矛盾。因此,根据Farkas

引理,有:λL ÑfL(E(x*))+λU ÑfU(E(x*))+∑
m

i=1
μi Ñgi(E(x*))=0。

同时,根据假设E-KT约束品性在x*处满足,则有gi(E(x*))=0,∀i∈J(E(x*))。因此,(2)式也成立。
证毕

定义18 若Lagrange乘子0<λL,λU∈R,μ=(μ1,…,μm),0≤μi∈R,i=1,…,m,在x*处满足(1),(2)式,
则称(x*,λL,λU,μ)∈XE×R×R×Rm 是优化问题(IVOPE)的E-KKT点。

定理5 (E-KKT充分条件)设A⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的E-不变凸集且E:Rn→Rn 既是单射又是满

射,(x*,λL,λU,μ)∈XE×R×R×Rm 是优化问题(IVOPE)的E-KKT点,其中λL,λU,μ是Lagrange乘子,且满

足0<λL,λU∈R,μ=(μ1,…,μm),0≤μi∈R(i=1,…,m)。若有以下条件成立:

1)目标函数f在x*∈XE 处是关于η的LU-E-预不变凸E-可微区间值函数;

2)不等式约束g在x*∈XE 处是关于同一个η的E-预不变凸E-可微实值函数;

3)ÑfL(E(·))≥(≤)0,ÑfU(E(·))≥(≤)0,且对∀x,y∈A,满足η(E(x),E(y))≥(≤)E(x)-E(y)。
则x*是优化问题(IVOPE)的type-Ⅰ型最优解,E(x*)是优化问题(IVOP)的E-type-Ⅰ型最优解。

证明 假设x*不是优化问题(IVOPE)的type-Ⅰ型最优解,则存在x∈XE,有:

f(E(x))≺LUf(E(x*))。 (5)
由假设1)、2)以及定理1,实值函数fL(E(x)),fU(E(x)),g(E(x))在x*∈XE 处是关于同一个η的LU-E-

预不变凸E-可微区间值函数,再根据条件3)及定理2,则有:
ÑfL(E(x*))(E(x)-E(x*))≤fL(E(x))-fL(E(x*)))<0, (6)
ÑfU(E(x*))(E(x)-E(x*))≤fU(E(x))-fU(E(x*)))<0。 (7)

由于(x*,λL,λU,μ)∈XE×R×R×Rm 是优化问题(IVOPE)的E-KKT点,结合(6)、(7)式,则有:
[λL ÑfL(E(x*))+λU ÑfU(E(x*))](E(x)-E(x*))<0。 (8)

又因为x∈XE,根据约束指标集J(E(x*))的定义,则有:gi(E(x))-gi(E(x*))≤0,∀i∈J(E(x*))。根

据定理2,则有:Ñgi(E(x*))((E(x))-E(x*))≤0,∀i∈J(E(x*)),由于(x*,λL,λU,μ)∈XE×R×R×Rm 是

优化问题(IVOPE)的E-KKT点,则:

∑
i∈J(E(x*))

μi Ñgi(E(x*))((E(x))-E(x*))≤0。

当i∉J(E(x*))时,令μi=0,则:

∑
m

i=1
μi Ñgi(E(x*))((E(x))-E(x*))≤0。 (9)

由(8)和(9)式,可得 λL ÑfL(E(x*))+λU ÑfU(E(x*))+∑
m

i=1
μi Ñgi(E(x*))é

ë
êê

ù
û
úú (E(x)-E(x*))<0,与(1)

式矛盾,因此假设不成立,即x*是优化问题(IVOPE)的type-Ⅰ型最优解。同时,由引理2可得,E(x*)∈X,再
根据引理4,E(x*)是优化问题(IVOP)的E-type-Ⅰ型最优解。 证毕

下面举例说明定理5。
例3 考虑以下区间值目标规划问题

min f(E(x)),

s.t.g1(E(x))≤0,

g2(E(x))≤0,

x∈A。

其中A= 0,é

ë
êê

ù

û
úú

1
2
,对∀x∈A,E(x)=x2+14

,g1(x)=x-2,g2(x)=-x,f(x)=[x2+x+1,x2+3],对∀x,y∈A,

η(x,y)=x-y。通过计算,可得:fL(E(x))=x4+32x
2+2116

,fU(E(x))=x4+12x
2+4916

,g1(E(x))=x2-74
,

g2(E(x))=-x2-14
。容易验证A 是关于η的E-不变凸集,f,g1 和g2 分别是关于同一η的LU-E-预不变凸区
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间值函数和E-不变凸实值函数,且满足定理5的条件3)。根据定理5的假设条件,则有:

λL(4x30+3x0)+λU(4x30+x0)+2μ1x0-2μ2x0=0, (16)

μ1 x20-æ

è
ç

ö

ø
÷

7
4 =0=μ2 -x20-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4
, (17)

当取x0=0时,由(17)式可得μ1=0=μ2,则可取λL,λU>0,使得(16)式成立。因此,根据定理5,x0=0是该区间

值优化问题的type-Ⅰ型最优解。

4总结

在本文中,重点提出了一类新的广义凸函数———LU-E-预不变凸区间值函数。可以看到,本文提出的这一类

LU-E-预不变凸区间值函数比文献[15]中的预不变凸区间值函数更广泛。通过对不可微广义凸区间值优化问题

建立E-可微的概念,解决了不可微广义凸区间值优化问题求解最优解的问题,并建立了这类广义凸区间值优化

问题的E-KKT条件的必要性和充分性概念。
未来还可以在本文的基础上,讨论LU-E-预不变凸区间值优化问题的对偶性。此外,本文的约束函数是实

值函数,那么在后续研究中,则可讨论约束函数为区间值函数的优化问题。
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E-PreinvexInterval-ValuedFunctionandItsApplicationinMathematicalProgramming

DENGChunyan,PENGZaiyun,CHENXuejing,PENGZhiying
(SchoolofMathematicalandStatistics,ChongqingJiaotongUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]HereitmainlystudiesthecorrelationpropertiesofLU-E-preinvexinterval-valuedfunctionunderLU-order
relationsanditsapplicationinmathematicalprogramming.[Methods]Onthebasisoforderrelations,thetheoryisdeducedand
verifiedwithexamples.[Findings]Firstly,thedefinitionoftheLU-E-preinvexinterval-valuedfunctionandtheLU-E-convexinterval
valuefunctionisgiven.AndtheexistenceoftheLU-E-preinvexinterval-valuedfunctionisverifiedbyexample.Secondly,the
relationshipbetweenLU-E-preinvexinterval-valuedfunctionandotherintervalvaluedfunctionsisdiscussed.Finally,theLU-E-

preinvexinterval-valuedoptimizationproblemisstudiedandtheconceptofE-type-ⅠoptimalsolutionandtheE-type-Ⅱ optimal
solutionforgeneralizedconvexinterval-valuedoptimizationproblemsisgiven.AnditprovedthattheE-KKToptimalityconditions
ofnecessityandsufficiencyconditions.[Conclusions]Somerecentresearchresultsongeneralizedconvexfunctionsaregeneralized,

whichenrichestheresearchongeneralizedconvexfunctionstosomeextent.
Keywords:LU-E-preinvexinterval-valuedfunction;E-invex;E-KKToptimalityconditions
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