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摘要:【目的】为了研究通过逼近方法求解二层多目标随机规划有效解集与精确的有效解集之间的相互关系,针对下层为

单目标随机规划,上层为多目标随机规划的一类二层随机规划逼近问题,构建了二层多目标随机规划逼近有效解集上半

收敛性的理论框架。【方法】将多目标二层随机规划分解成多个单目标二层随机规划,利用每个单目标二层随机规划逼近

最优解集的上半收敛性,借助于多目标二层随机规划有效解集可以表示为所有单目标二层随机规划最优解集的交集的结

构特点,对二层多目标随机规划逼近问题的有效解集的收敛性结果进行了推断。【结果】建立了二层多目标随机规划逼近

有效解集的上半收敛性。【结论】提供了利用逼近方法求解二层多目标随机规划有效解集可以近似替代精确的有效解集

的理论依据。
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1研究背景

二层随机规划是具有递阶结构的系统化问题,它的上、下层规划都有自己的目标函数和约束条件,该规划主

要用在工程设计、经济计划、金融均衡、多层决策等领域。二层随机规划问题包含两个单层随机规划问题,即由

下层随机规划提供的含有上层决策向量的最优解向量函数的上层随机规划问题,以及以上层决策向量为参变量

的下层随机规划问题。文献[1]讨论了将下层随机规划的最优解向量反馈到上层,得到上层随机规划逼近问题

的最优解集关于最小信息概率度量收敛的上半收敛性。文献[2]在下层随机规划目标函数和约束条件都为严格

凸向量函数时,给出二层随机规划逼近解集上半收敛的一个充分条件。文献[3]在假设下层随机规划有唯一最

优解时,将下层随机规划唯一最优解反馈到上层,得到二层随机规划最优解集的上半收敛性。文献[4-5]讨论了

在Fourtet-Mourier度量上随机规划问题的稳定性。文献[6]讨论了将下层随机规划的最优值反馈到上层随机

规划,得到上层随机规划逼近最优解集序列的Hausdorff收敛性。文献[7]研究了随机规划可行集序列的收敛性

条件,给出随机规划逼近最优解集上半收敛的一个充分条件。文献[8]研究了多目标随机规划逼近问题弱有效

解集关于最小信息概率度量收敛的上半收敛性条件。文献[9]对上层为凸的单目标,下层为线性多目标的二层

规划问题提出了一个精确罚函数法。本文受文献[8-9]的启发,在下层为严格凸单目标随机规划问题以及上层为

多目标随机规划问题时,将多目标二层随机规划分解成多个单目标二层随机规划,利用上层单目标随机规划逼

近最优解集的上半收敛性,借助于多目标规划有效解集可以表示为所有单目标随机规划最优解集的交集的结构

特点,证明了二层多目标随机规划逼近有效解集的上半收敛性。
本文研究了二层多目标随机规划逼近有效解集的上半收敛性。首先,给出了下层单目标随机规划逼近问题

的任意一个最优解序列连续收敛于原问题的唯一最优解;其次,讨论了上层多目标随机规划有效解集的上半

收敛性。
考虑如下二层随机规划模型:
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min
x∈X∫RPF(x,y,u)μ0(du)。 (1)

其中:y是

min
y∈Y∫RPg(x,y,u)μ0(du)

s.t.∫RPhj(x,y,u)μ0(du)≤0,j=1,2,…,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï d

(2)

的解。
问题(1),(2)相应的逼近问题为:

min
x∈X∫RPF(x,y,u)μn(du)。 (3)

其中:y是

min
y∈Y∫RPg(x,y,u)μn(du)

s.t.∫RPhj(x,y,u)μn(du)≤0,j=1,2,…,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï d

(4)

的解,X 和Y 分别是Rn 和Rm 上的紧集,F 是定义在Rn×Rm×Rp 上取值为Rs 的向量值函数,这里

F(x,y,u)=(f1(x,y,u),f2(x,y,u),…,fs(x,y,u))。
对每个i∈I≜{1,2,…,s},fi(x,y,u)是定义在Rn×Rm×Rp 上取值为R的函数,g和hj(j∈J≜{1,2,…,d})分
别是定义在Rn×Rm×Rp 上的函数,μ0=P췍ξ-1,ξ为定义在概率空间(Ω,F,P)上的p维随机向量,μn=P췍ξ-1

n ,ξn

为ξ的离散化逼近随机变量序列。

2下层随机规划最优解的收敛性

当x0∈Rn 固定时,下层随机规划问题的原问题变为:

min
y∈Y∫RPg(x0,y,u)μ0(du)

s.t.∫RPhj(x0,y,u)μ0(du)≤0,j=1,2,…,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï d

。 (5)

当xn→x0 时,问题(5)相应的逼近问题变为:

min
y∈Y∫RPg(xn,y,u)μn(du)

s.t.∫RPhj(xn,y,u)μn(du)≤0,j=1,2,…,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï d

。 (6)

问题(5),(6)的可行集分别为S0(x0)和Sn(xn),即:

S0(x0)= y∈Y ⊂Rm:∫RPhj(x0,y,u)μ0(du)≤0,j=1,2,…,{ }d ,

Sn(xn)= y∈Y ⊂Rm:∫RPhj(xn,y,u)μn(du)≤0,j=1,2,…,{ }d 。

下层随机规划问题(5),(6)又可转化为与它们等价的如下无约束规划问题:

min
y∈Y∫RPg(x0,y,u)μ0(du)+δs0(x0)

(y)é
ë
êê

ù
û
úú , (7)

min
y∈Y∫RPg(xn,y,u)μn(du)+δsn(xn)

(y)é
ë
êê

ù
û
úú 。 (8)

其中:δS0(x0)
(y)=

0,y∈S0(x0)

+∞,y∉S0(x0{ )
。

定义1[2] 设f(x)是定义在凸集X⊂Rn 上取值为R的函数,对任意的x,y∈X,x≠y以及任意的λ∈[0,1],
如果:

f(λx+(1-λ)y)<λf(x)+(1-λ)f(y),

04 重庆师范大学学报(自然科学版) http://cqnuj.cqnu.edu.cn           第38卷



则称f(x)是严格凸函数。
定义2[7] 对任意给定x0∈X,当xn→x0 时,令:

limsup
n→∞

Sn(xn)={y∈Y:y=lim
k→∞

ynk
,ynk∈Snk

(xnk
),∀k∈N},

liminf
n→∞

Sn(xn)={y∈Y:y=lim
n→∞

yn,yn∈Sn(xn),∀n≥n0}。

如果limsup
n→∞

Sn(xn)⊂S0(x0)⊂liminf
n→∞

Sn(xn),则称集合序列{Sn(xn)}收敛于S0(x0),记为Sn(xn) →
k

S0(x0)。

定义3[3] 称可行集S0(x0)是正则的,即满足S0(x0)=clSo
0(x0),且So

0(x0)≠∅,其中:

So
0(x0)= y∈Y ⊂Rm:∫Rp

hj(x0,y,u)μ0(du)<0,j=1,2,…,{ }d 。

注1 若S0(x0)≠clSo
0(x0),导致S0(x0)不正则。当xn→x0 时,则Sn(xn) →

k/ S0(x0),从而导致了目标函

数的逼近最优解集不一定上半收敛于初始规划的解。

例1 令gn(x,y)≡g(x,y)=(y-2)2,h(x,y)=
y-1,y≤1
0,y>{ 1

,hn(x,y)=
y-1+1n

,y≤1

1
n
,y>

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 1

。

现在考察一般非线性规划逼近问题最优解的收敛性。当xn→x0 时,考虑初始规划问题

min
y∈Y

g(x0,y)

s.t.h(x0,y)≤{ 0
和逼近问题

min
y∈Y

gn(xn,y)

s.t.hn(xn,y)≤{ 0
,

则有:

S0(x0)={yh(x0,y)≤0}=(-∞,+∞),

So
0(x0)={yh(x0,y)<0}= (-∞,1),

Sn(xn)={yhn(xn,y)≤0}= -∞,1-1æ

è
ç

ù

û
úún
。

显然,有:

clSo
0(x0)=(-∞,1]≠(-∞,+ ∞)=S0(x0),Sn(xn) →

k/ S0(x0)。

arg min
y∈S0(x0)

g(x0,y)={2},arg min
y∈Sn(xn)

gn(xn,y)= 1-1æ

è
ç

ö

ø
÷

n{ }
2
。

从而有:lim
n→∞
arg min

y∈Sn(xn)
gn(xn,y)=lim

n→∞
1-1æ

è
ç

ö

ø
÷

n{ }
2

={1}≠{2}=arg min
y∈S0(x0)

g(x0,y)。

注2 若So
0(x0)=∅时,也可能导致S0(x0)不正则。

例2 在定义3中,设随机变量u服从[0,1]均匀分布,令:

hj(x,y,u)≡h(x,y,u)≜
xycos(xu),x∈ 0,πé

ë
êê

ù

û
úú2
,y∈[-1,0]

0,x∈ 0,πé

ë
êê

ù

û
úú2
,y∈[0,1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ]

,

则∫R1
hj(x,y,u)μ0(du)=∫

1

0
hj(x,y,u)du=

ysinx,x∈ 0,πé

ë
êê

ù

û
úú2
,y∈[-1,0]

0,x∈ 0,πé

ë
êê

ù

û
úú2
,y∈[0,1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ]

。

当x0=0时,则So
0(x0)=∅,从而有clSo

0(x0)=∅≠[-1,1]=S0(x0)。由注1可知,S0(x0)不正则。
引理1 设g(x,y,u)在X×Y×Rp 上连续且有界,hj(x,y,u)(j∈J)在X×Y×Rp 上下半连续且有界,且对

每个固定的y,关于(x,u)上半连续,对每个固定的x与u,g(x,y,u),hj(x,y,u)关于y是严格凸函数,So
0(x0)≠∅,
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且μn →
w

μ0,若xn→x0,则问题(8)的任意一个最优解yn(xn)连续收敛于问题(7)的唯一最优解y0(x0)。
证明 由文献[2]定理1可知,只要证明可行集S0(x0)正则即可。下面证明So

0(x0)为凸集。
由So

0(x0)≠∅,注意到对每个固定的x与u,hj(x,y,u)关于y是严格凸函数,则对任意的y1,y2∈So
0(x0),

且y1≠y2,及任意的λ∈[0,1],j∈J,均有:

hj(x0,λy1+(1-λ)y2,u)<λhj(x0,y1,u)+(1-λ)hj(x0,y2,u)。
由于hj(x,y,u)在X×Y×Rp 上有界,从而由期望的性质可知:

∫Rp
hj(x0,λy1+(1-λ)y2,u)μ0(du)<λ∫Rp

hj(x0,y1,u)μ0(du)+(1-λ)∫Rp
hj(x0,y2,u)μ0(du)。

注意到y1,y2∈So
0(x0),则:

λ∫Rp
hj(x0,y1,u)μ0(du)+(1-λ)∫Rp

hj(x0,y2,u)μ0(du)<0。

故∫Rp
hj(x0,λy1+(1-λ)y2,u)μ0(du)<0,即λy1+ (1-λ)y2∈So

0(x0),故So
0(x0)为凸集。

由凸集的性质可知,clSo
0(x0)=S0(x0),从而由定义3可知,可行集S0(x0)为正则的。 证毕

3上层多目标随机规划有效解集的上半收敛性

设y0(x0)是下层随机规划原问题的最优解,yn(xn)是下层随机规划逼近问题最优解集中的任意一个最优

解,则上层随机规划的原问题改写为:

min
x∈X∫Rp

F(x,y0(x),u)μ0(du), (9)

相应的逼近问题改写为:

min
x∈X∫Rp

F(x,yn(x),u)μn(du)。 (10)

问题(9),(10)的有效解集分别记为M0 和Mn。
对每个固定的i∈I={1,2,…,s},设单目标随机规划:

min
x∈X∫Rp

fi(x,y0(x),u)μ0(du) (11)

以及

min
x∈X∫Rp

fi(x,yn(x),u)μn(du)。 (12)

问题(11),(12)的最优解集分别记为Mi
0 和Mi

n。
定义4[10] 设 H(x)是定义在凸集X⊂Rn 上取值为Rs 的向量值函数,对于任意两个向量:

x=(x1,x2,…,xs)T,y=(y1,y2,…,ys)T,
定义如下的偏序关系:x≤y⇔xi≤yi,对一切的i∈I,但至少存在某一个j0∈I,使得xj0<yj0

;x≦y⇔xi≤yi,对
一切的i∈I。

对给定的x0∈X,如果不存在x∈X,使得 H(x)≤H(x0)成立,则称x0 是 H(x)的有效解,有效解又叫

Pareto最优解,最优解的全体称为最优解集;如果对任意的x∈X,都有 H(x0)≦H(x),则称x0 是 H(x)的绝对

最优解,绝对最优解的全体称为绝对最优解集。
引理2 对每个i∈I,fi(x,y,u),g(x,y,u)在X×Y×Rp 上连续有界,对每个j∈J,hj(x,y,u)在X×Y×Rp 上

下半连续且有界,且对每个固定的y,关于(x,u)上半连续,且对任意固定的x与u,hj(x,y,u),g(x,y,u)关于y

是严格凸函数,X 是紧凸集,问题(9)的绝对最优解集非空,则有效解集 M0 可以表示为 M0=∩
s

i=1
Mi
0。同理,问题

(10)的绝对最优解集非空,则有效解集Mn 可以表示为Mn=∩
s

i=1
Mi

n。

证明由文献[10]中的定理9及附注易得。
集合A⊂Rn 到集合B⊂Rn 的上半距离定义为e(A,B)=sup

y∈A
d(y,B),其中:
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d(y,B)=
inf{y-x ,x∈B},当B≠∅
+∞,当B={ ∅

。

定义5[11] 对每个i∈I,称集合序列Mi
n 上半收敛于Mi

0 是指lim
n→∞

e(Mi
n,Mi

0)=0。

定理1 若xn→x0,fi(x,y,u),g(x,y,u)在X×Y×Rp 上连续有界,hj(x,y,u)(j∈J)在X×Y×Rp 上下

半连续且有界,且对每个固定的y,关于(x,u)上半连续,对每个固定的x与u,g(x,y,u),hj(x,y,u)关于y是严

格凸函数,So
0(x0)≠∅,且μn →

w
μ0,则对每个固定的i∈I,有:

lim
n→∞∫Rp

fi(xn,yn(xn),u)μn(du)=∫Rp
fi(x0,y0(x0),u)μ0(du)。

证明 由引理1可知,当xn→x0 时,yn(xn)连续收敛于y0(x0),对每个固定的i∈I,由于fi(x,y,u)在X×
Y×Rp 上连续有界,由文献[11]的定理5.1,对每个固定的i∈I,有:

lim
n→∞∫Rp

fi(xn,yn(xn),u)μn(du)=∫Rp
fi(x0,y0(x0),u)μ0(du)。 证毕

定义6[12] 设函数序列{fn(x):Rm→R,n∈N}和函数f0(x):Rm→R,如果:

1)对任意的x0∈Rm,xn→x0,有liminf
n→∞

fn(xn)≥f0(x0);

2)对任意x0∈Rm,存在某个xn→x0,使得limsup
n→∞

fn(xn)≤f0(x0)。

则称函数序列fn(x)上图收敛于f0(x),记为fn(x)
ep
→
i
f0(x)。

引理3 对每个i∈I,fi(x,y,u),g(x,y,u)在X×Y×Rp 上连续有界,对每个j∈J,hj(x,y,u)在X×Y×Rp 上

下半连续且有界,且对每个固定的y,关于(x,u)上半连续,对每个固定的x与u,g(x,y,u),hj(x,y,u)关于y均

为严格凸函数,对每个x∈X,So
0(x)≠∅,且满足μn →

w
μ0,则对每个固定的i∈I,有lim

n→∞
e(Mi

n,Mi
0)=0。

证明 对每个固定的i∈I,令:

Ti
0(x)=∫Rp

fi(x,y0(x),u)μ0(du),Ti
n(x)=∫Rp

fi(x,yn(x),u)μn(du),

Ki
0(x)=∫Rp

fi(x,y0(x),u)μ0(du)+δX(x),Ki
n(x)=∫Rp

fi(x,yn(x),u)μn(du)+δX(x)。

对每个固定的i∈I和任意的x0∈X⊂Rn,当xn→x0 时,由定理1可得lim
n→∞

Ti
n(xn)=Ti

0(x0),注意到X 的紧致性,

显然X →
k

X,由文献[13]的引理5可知,对每个固定的i∈I,有Ki
n(x)

ep
→
i
Ki
0(x)。其余部分证明类似于文献

[7]中定理5的证明,由此可知,对每个固定的i∈I,有:

lim
n→∞

e(Mi
n,Mi

0)=0。 证毕

定理2 对每个i∈I,fi(x,y,u),g(x,y,u)在X×Y×Rp 上连续有界,对每个j∈J,hj(x,y,u)在X×Y×Rp 上

下半连续且有界,且对每个固定的y,关于(x,u)上半连续,对每个固定的x与u,g(x,y,u),hj(x,y,u)关于y均

为严格凸函数,对每个x∈X,So
0(x)≠∅,且满足:1)μn →

w
μ0;2)∩

s

i=1
Mi
0≠∅。则问题(10)的有效解集序列 Mn

上半收敛于问题(9)的有效解集M0。

证明 由定理2的条件知∩
s

i=1
Mi
0≠∅,为了证明lim

n→∞
e ∩

s

i=1
Mi

n,∩
s

i=1
Mi( )0 =0,即需证明,∀ε>0,∃N0,当n≥N0

时,有e ∩
s

i=1
Mi

n,∩
s

i=1
Mi( )0 <ε,也即需证明∩

s

i=1
Mi

n⊂∩
s

i=1
Mi
0+Bε(0),其中:Bε(0)={y∈Rm y-0 <ε }。

现证对任意包含∩
s

i=1
Mi
0 的开集V,存在n0,当n≥n0 时,有∩

s

i=1
Mi

n⊂V。假设不成立,即存在nk,使得ynk∈

∩
s

i=1
Mi

nk
,但ynk∉V。而由于∩

s

i=1
Mi

nk⊂Y 及Y 的紧致性,则{ynk
}必存在聚点y0,而V 是开集,则y0∉V。

另一方面,由引理3知,对每个固定的i∈I,有lim
n→∞

e(Mi
n,Mi

0)=0,注意到ynk∈∩
s

i=1
Mi

nk⊂Mi
nk
,有y0∈Mi

0,则

y0∈∩
s

i=1
Mi
0⊂V。故y0∉V 与y0∈∩

s

i=1
Mi
0⊂V 矛盾,特别取V=∩

s

i=1
Mi
0+Bε(0),从而有lim

n→∞
e(∩

s

i=1
Mi

n,∩
s

i=1
Mi
0)=0,则问

题(10)的有效解集序列Mn 上半收敛于问题(9)的有效解集M0。 证毕
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4结束语

本文针对下层为单目标随机规划,上层为多目标随机规划的一类二层随机规划逼近问题,构建了求解二层

多目标随机规划逼近有效解集上半收敛的理论框架。首先,将多目标二层随机规划分解成多个单目标二层随机

规划,然后针对每个单目标二层随机规划,给出了相应的下层单目标随机规划逼近问题的任意一个最优解序列

连续收敛于原问题的唯一最优解,并将下层随机规划的唯一最优解反馈到上层,获得每个上层单目标随机规划

目标函数的连续收敛性,依据上图收敛理论给出了每个上层单目标随机规划逼近最优解集序列的上半收敛性。
其次,通过每个上层单目标随机规划逼近最优解集的上半收敛性,利用上层多目标随机规划有效解集可以表示

为所有上层单目标随机规划最优解集的交集的结构特性,证明了所有的上层单目标随机规划最优解集的交集也

是上半收敛的,从而得到上层多目标随机规划有效解集的上半收敛性。该结论表明了利用逼近方法求解二层多

目标随机规划有效解集可以近似替代精确的有效解集。此外,本文还举例说明了正则性概念在随机规划逼近问

题最优解集上半收敛性中所起的重要作用。
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2.CollegeofMathematicsandBigData,ChongqingUniversityofArtsandSciences,Chongqing402160,China)

Abstract:[Purposes]Ourgoalistostudytherelationshipbetweentheeffectivesolutionsetsandtheexacteffectivesolutionsetsof

bi-levelmulti-objectivestochasticprogrammingbytheapproximatemethod,andtoconstructatheoreticalframeworkoftheupper

semi-convergenceoftheapproximationefficientsolutionsetsforbi-levelmulti-objectivestochasticprogramming,whichisthelower

levelsingleobjectivestochasticprogrammingandtheupperlevelmulti-objectivestochasticprogramming.[Methods]Themulti-
objectivebi-levelstochasticprogrammingisfirstdecomposedintomultiplesingleobjectivebi-levelstochasticprogramming,andthen

theuppersemi-convergenceofapproximatetheoptimalsolutionsetsofeachsingleobjectivebi-levelstochasticprogrammingisused

tosolvethebi-levelmulti-objectivestochasticprogramming.Withthehelpofthestructuralcharacteristics,theeffectivesolution

setsofmulti-objectivebi-levelstochasticprogrammingcanbeexpressedtotheintersectionofoptimalsolutionsetsforallsingle

objectivebi-levelstochasticprogramming,andthentheconvergenceresultoftheeffectivesolutionsetsfortheapproximation

problemofbi-levelmulti-objectivestochasticprogrammingisdeduced.[Findings]Theuppersemi-convergenceofapproximation

efficientsolutionsetsofbi-levelmulti-objectivestochasticprogrammingisestablished.[Conclusions]Thisconclusionprovidesthe

theoreticalbasisthatapproximationeffectivesolutionsetscanapproximatelyreplacetheexacteffectivesolutionsetsinbi-levelmulti-
objectivestochasticprogramming.

Keywords:bi-levelstochasticprogramming;singleobjectivestochasticprogramming;multi-objectivestochasticprogramming;

effectivesolutionsets

(责任编辑 黄 颖)

54Vol.38No.1     JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) http://cqnuj.cqnu.edu.cn


