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摘要:【目的】为了在不具有线性结构的T-凸空间中得到弱于 H0-条件的GH0-条件下的KKM引理。【方法】利用非线性

分析中关于度量以及从属于紧集的有限覆盖的单位分解构造辅助函数,并基于GH0-条件的特征,构造复合函数。【结果】

在弱于 H0-条件的GH0-条件下建立了T-凸度量空间和T-凸拓扑空间中的KKM 引理。【结论】在空间结构和凸结构条

件较弱的情形下推广了KKM引理。
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非线性分析中的许多问题都可以通过一些子集族的非空交来解决,而集合族的非空交性质是 Knaster、

Kuratowski及 Mazurkiewicz三人[1]于1929年提出的有限维空间中的著名结论。在1961年,文献[2]对该结论

进行了重要推广,将它推广到无限维情形。在1992年,文献[3]作了进一步推广,得到一些新的结论。前后许多

专家学者在拓扑线性空间中进行了许多重要推广和应用研究。在1990年,文献[4]在凸空间上作了重要推广。

文献[5-7]在可缩集代替线性凸集的C-空间或H-空间情形作了重要推广。另外,在G-凸空间、Hadmard流等不

具有线性凸的空间情形也作了许多重要推广[6-9]。

空间的凸性在KKM理论中起着十分重要的作用。自1987年,文献[5]以可缩集代替线性凸集得到KKM
引理以及非线性分析一些相关结果。之后,利用公理化方法建立抽象凸空间理论以及非线性分析相应结果在抽

象凸空间上的推广成为一个热门研究领域,产生了很多重要成果[4-9]。在1956年,文献[10]引入度量空间中的

超凸概念,之后,文献[11]在超凸度量空间中建立了KKM定理的推广。

文献[12]利用延拓性质定义拓扑空间中的抽象凸结构,并讨论了该凸结构的一些性质特征。之后在T-凸空

间中对非线性分析中的一些重要结论作了推广,并研究了诸如在非合作博弈平衡存在性等问题的应用[13-19]。

本文在上述工作的基础上,借鉴文献[8]的思想方法,首先在T-凸空间框架下,将它满足的 H0-条件推广或

弱化为广义H0-条件,即GH0-条件;然后在GH0-条件下,运用经典的集值分析方法,在不具有线性结构的T-凸

空间中,证明了几种不同形式的KKM定理,从而将这些KKM定理推广到T-凸空间。

1预备知识

本部分主要介绍一些基本定义。

定义1[12] 设X,Y 为两个拓扑空间,集合A 为X 的任意子集,已知映射f:A→Y 连续,若存在一个连续映

射f*:X→Y,使得f*(x)=f(x),∀x∈A,则称映射f可以从子集A 延拓(或扩张)到空间X。
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定义2[12] 设X,Y 为两个拓扑空间,若对X 的任意子集A 和任意的连续映射f:A→Y,f可以从集合A 延

拓到空间X,则称子集A 关于空间X 具有延拓性质。

定义3[12] 设X 为一个拓扑空间,{TA}为X 的一族非空子集,而且该子集族中任意元关于X 具有延拓性

质,对X 中任意有限子集A,B,对应的TA,TB 满足,当A⊂B 时,TA⊂TB,则称二元对(X,{TA})为一个T-凸空

间。集D⊂X 称为一个T-凸集,如果对D 的任意有限子集A,都有TA⊂D。

设(X,{TA})是一个T-凸空间,子集A⊂X 的T-凸包定义为:

coTA=∩{D⊂X:A⊂D 且D 是T-凸集}。

注1 T-凸包,表示包含集合A 的所有X 中的T-凸集合的交。若A⊂X 为一个T-凸集当且仅当coTA=A,

记T={A⊂X:coTA=A}。

定义4[12] 称T-凸空间(X,{TA})满足H0-条件,如果有下面性质:

对任意有限集{x0,x1,…,xn}⊂X,都存在连续映射f:Δn→coT{x0,x1,…,xn},使得:

f(ΔJ)⊂coT{xj:j∈J},∀∅≠J⊂N,

其中:N={0,1,2,…,n},Δn=e0e1…en 是n 维标准单纯形,e0,e1,…,en 是Rn+1中的标准正交基。

2主要结果

首先考察一下H0-条件中连续映射f所具有的本质特征。

对T-凸空间(X,{TA})中的每一个有限集{x0,x1,…,xn}⊂X,都存在一个连续映射f:Δn→coT{x0,x1,…,

xn}⊂X。另一方面,对任意连续映射g:X→Δn(或称单纯形映射)易知,复合映射g췍f:Δn→Δn 为一连续映射。

因此,根据Brouwer不动点定理知,映射g췍f:Δn→Δn 在Δn 上一定存在不动点,即存在e∈Δn,使得e=g췍f(e)。

此时连续映射f 所蕴含的这一本质特征称为连续映射f 关于单纯形Δn 和单纯形映射g:X→Δn 具有不动点

性质。

因此,H0-条件中连续映射f具有以下两个本质特征:

1)连续映射f:Δn→coT{x0,x1,…,xn}对于Δn 和单纯形映射g:X→Δn 具有不动点性质;

2)f(ΔJ)⊂coT{xj:j∈J},∀∅≠J⊂N。

那么,能否将H0-条件中连续映射f推广为集值映射h,从而使它具备上述本质特征呢? 即就是在 H0-条件

中是否存在集值映射h,使得h满足下面的两个条件:

1)集值映射h:Δn→2X 对于Δn 和单纯形映射g:X→Δn 具有不动点性质,即对每一个单纯形映射g:X→Δn,

存在e0∈Δn,使得e0∈g췍h(e0);

2)h(ΔJ)⊂coT{xj:j∈J},∀∅≠J⊂N。

事实上,这样的存在性是可能的。见下面的例子。

例1 设(X,{TA})为一T-凸空间,有限集{x0,x1,…,xn}⊂X,而Δn=e0e1…en 是n维标准单纯形,令I(e)=

i:e=∑
n

i=0
tiei,ti≥ 1{ }n

。 由h(e)=coT{xi:i∈I(e)},∀e∈Δn 定义集值映射h:Δn→2X。由文献[9]知,集值映

射h:Δn→2X 满足上述条件1)和2),除此之外,它还是上半连续的(事实上,注意到h(ei)={xi},∀i∈N 以及线

性凸和T-凸组合的连续性,利用集值映射极限式定义可证)。

综上所述,可将H0-条件中的单值连续映射推广或者弱化为集值映射而定义一种广义 H0-条件,即GH0-
条件。

定义5 称T-凸空间(X,{TA})满足GH0-条件,若T-凸空间(X,{TA})上的T-凸结构{TA}有下面性质:对

每个有限集{x0,x1,…,xn}⊂X,存在集值映射h:Δn→2X,使得:

h(ΔJ)⊂coT{xj:j∈J},∀∅≠J⊂N。

并且集值映射h:Δn→2X 对于Δn 和单纯形映射g:X→Δn 具有不动点性质,即对每一个单纯形映射g:X→Δn,存
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在e0∈Δn,使得e0∈g췍h(e0)。

注2 如果T-凸空间(X,{TA})满足H0-条件,则它一定满足GH0-条件。反之则未必。

定理1(T-凸度量空间中的KKM 定理) 设(X,d,{TA})为一个满足GH0-条件的T-凸度量空间,而 M0,

M1,…,Mn 为X 中的n+1个闭集,如果对X 的任意一个有限子集{x0,x1,…,xn},都有包含关系式coT{xj:j∈

J}⊂∪
j∈J

Mj,∀∅≠J⊂N 成立,则∩
n

i=0
Mi≠∅。

证明 假设结论不成立,则 ∩
n

i=0
Mi=∅。 定义泛函μi:X→[0,1]如下:

μi(x)= d(x,Mi)

∑
n

i=0
d(x,Mi)

,i=0,1,…,n,∀x∈X,

则对每一个x∈X,μi(x)≥0,i=0,1,…,n,且满足∑
n

i=0
μi(x)=1。

再定义单纯形映射g:X→Δn 为:g(x)=∑
n

i=0
μi(x)ei,∀x∈X。由于T-凸度量空间(X,d,{TA})满足GH0-

条件,因此对于满足该定理条件的有限集{x0,x1,…,xn}⊂X,存在集值映射h:Δn→2X,使得h(ΔJ)⊂coT{xj:j∈

J}⊂∪
j∈J

Mj,∀∅≠J⊂N。并且映射h:Δn→2X 对于Δn 和单纯形映射g:X→Δn 具有不动点性质,即对每一个单

纯形映射g:X→Δn,存在e0∈Δn,使得e0∈g췍h(e0)。

因此存在某个x*∈h(e0)使得e0=g(x*)=∑
n

i=0
μi(x*)ei。 记I(x*)={i:μi(x*)>0,i∈{0,1,…,n}}。则

∀i∈I(x*),都有μi(x*)>0且x*∉Mi,故x* ∉ ∪
i∈I(x*)

Mi。

另外,有h(e0)=h(g(x*))=h∑
n

i=0
μi(x*)e( )i =h ∑

i∈I(x*)
μi(x*)e( )i ⊂coT xi:i∈I(x*{ })。

于是,有x*∈h(e0)⊂coT{xi:i∈I(x*)}⊂ ∪
i∈I(x*)

Mi。产生矛盾。故结论得证。 证毕

在定理1的证明中,由于有限个开集构成的集族{Mc
i:i=0,1,…,n}可以覆盖空间X,因此根据紧性可以用

单位分解来定义泛函族{μi}。从而立即可得下面定理。

定理2(T-凸紧拓扑空间中的KKM定理) 设(X,{TA})为满足GH0-条件的T-凸紧拓扑空间,而M0,M1,…,

Mn 为X 中的n+1个闭集,对X 中的有限子集{x0,x1,…,xn}满足:

coT{xj:j∈J}⊂∪
j∈J

Mj,∀∅ ≠J⊂N,

则 ∩
n

i=0
Mi≠ ∅。

定理3(T-凸空间中的KKM定理) 设(X,{TA})为满足GH0-条件的T-凸拓扑空间,Y 是空间X 的子集,

集值映射M:Y→2X 是闭值的KKM映射。如果X 是一个紧拓扑空间或者度量空间,则集族{M(y):y∈Y}具有

有限交性质。

证明 任取一有限子集{y0,y1,…,yn}⊂Y,只需证明 ∩
n

i=0
M(yi)≠ ∅ 即可。由于M:Y→2X 是闭值的KKM

映射,所以有coT{yj:j∈J}⊂∪
j∈J

M(yj),∀∅≠J⊂N。

又由于X 满足GH0-条件,因此对于有限集{y0,y1,…,yn}⊂Y,必存在集值映射h:Δn→2X,使得h(ΔJ)⊂

coT{yj:j∈J},∀∅≠J⊂N。且映射h:Δn→2X 对于Δn 和单纯形映射g:X→Δn 具有不动点性质。因此有

h(ΔJ)⊂coT{yj:j∈J}⊂∪
j∈J

M(yj),∀∅≠J⊂N={0,1,…,n}。

现用闭集族{M(y0),M(y1),…,M(yn)}代替定理1和定理2的证明中的闭集族{M0,M1,…,Mn},立即得

∩
n

i=0
M(yi)≠∅。 证毕
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注3 定理1~3是对文献[17]部分结果在具有延拓性质的T-凸空间上的推广。
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KKMTheoremsunderGeneralizedH0-conditioninT-ConvexSpaces
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Abstract:[Purposes]ToderivetheKKMlemmainT-convexspaceswithoutlinearitystructureunderGH0-conditionweakenedwith

H0-condition.[Methods]CompositionfunctionsareconstructedbasedonthecharacteristicsofGH0-condition,andbyutilizing

constructedauxiliaryfunctionswithrespecttometricandsubjectingtounitdecompositionaboutfinitecoveringofcompactset.
[Findings]TheKKMlemmainT-convexmetricspacesandT-covextopologyspacesareconstructedunderGH0-conditionweakened

withH0-condition.[Conclusions]GeneralizedKKMlemmasaredeliveredundermoreweakconditionofstructuresforspaceand

convexity.
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