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路的3类积图的邻点扩展和可区别全染色
*
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(北京交通大学 海滨学院,河北 黄骅061199)

摘要:【目的】为了得到两条路的积图的邻点扩展和可区别全色数。【方法】直接构造了两路的笛卡尔积、直积、半强积的邻

点扩展和可区别全染色。【结果】得到这3类积图的邻点扩展和可区别全色数。【结论】证明了NESDTC猜想对于两路的

笛卡尔积、直积、半强积成立。
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关于图染色,文献[1]给出了图的邻和可区别一般边染色的概念。文献[2]得到,若图G 是不含孤立边的图,
则图G 的邻和可区别一般边染色数不超过5。文献[3]进一步提出邻和可区别一般全染色的概念。文献[4-6]提
出了NSDTC猜想,并验证了该猜想对一些特殊图均成立。文献[7]在此基础上提出邻点扩展和可区别全染色概

念,且研究了路、圈、完全图、树等图的邻点扩展和可区别全染色,并提出一个猜想。文献[8]研究了3类联图的

邻点扩展和可区别全染色。文献[9]研究了轮、扇、星和双星的邻点扩展和可区别全染色。本文讨论两条路的笛

卡尔积、直积、半强积图的邻点扩展和可区别全染色。

1预备知识

定义1[8] 图G 的一个全k-染色是色集合{1,2,…,k}对图G 的全体顶点及边的一个分配。设f是图G 的

一个全k-染色,任意的x∈V(G),称ω(x)=∑
x∈e

f(e)+ ∑
y∈N(x)

f(y)为点x的扩展和,其中N(x)={y∈V(G)xy∈

E(G)}。如果对任意xy∈E(G),有ω(x)≠ω(y),则称图G 的全k-染色f为邻点扩展和可区别全染色(Neighbor
expandedsumdistinguishing,NESD)。图G 的NESD全k-染色的最小值k称为图G 的邻点扩展和可区别全色

数,简记为egndi∑(G)。
定义2[10] 简单图G 与H 的笛卡尔积G×H 是具有顶点集V(G)×V(H)的简单图,其中两个顶点(u1,v1)

与(u2,v2)相邻当且仅当u1=u2 且v1v2∈E(H),或者v1=v2 且u1u2∈E(G)。
定义3[10] 简单图G 与H 的直积G∧H 是具有顶点集V(G)×V(H)的简单图,其中两个顶点(u1,v1)与

(u2,v2)相邻当且仅当u1u2∈E(G)且v1v2∈E(H)。
显然,Δ(G∧H)=Δ(G)·Δ(H),G∧H≅H∧G。
定义4[10] 简单图G 与H 的半强积G·H 是具有顶点集V(G)×V(H)的简单图,其中两个顶点(u1,v1)与

(u2,v2)相邻当且仅当u1u2∈E(G)且v1v2∈E(H),或者u1=u2 且v1v2∈E(H)。
显然,Δ(G·H)=Δ(G)·Δ(H)+Δ(H),G·H=(G∧H)∪(N×H),其中 N×H 表示N 与H 的笛卡尔

积,N 是具有顶点集V(G)的空图。

命题1[7] 设Pm(m≥2)是m 阶的路,则egndi∑(Pm)=
2,m=2
1,m=3
2,m≥

ì

î

í

ïï

ïï 4

。

命题2[7] 设Cm(m≥3)是m 阶的圈,则egndi∑(Cm)=2。
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命题3[7] 设Kn(n≥2)是n阶的完全图,则egndi∑(Kn)=2。
命题4[7] 设T 是n(n≥2)阶的树,则egndi∑(T)≤2。
猜想1[7] (NESD猜想)设G 为简单图,则egndi∑(G)≤2。

2主要结果

设Pm 与Pn 分别为m 阶和n阶的路,其中m,n≥2,并设V(Pm)={0,1,…,m-1},V(Pn)={0,1,…,n-1},其
中V(Pm)(或V(Pn))中任意不同顶点i与j相邻当且仅当 i-j =1。

定理1 设n≥m≥2,则egndi∑(Pm ×Pn)=
1,m=n=3
2,n≥m≥2(m=n=3除外{ )。

证明 设f是Pm×Pn 的一个全k-染色,显然Pm×Pn 没有 NESD全1-染色(除非m=n=3),下面给出

Pm×Pn 的一个NESD全2-染色。
情形1,n=m=2。此时P2×P2≅C4,由命题2得,egndi∑(P2×P2)=egndi∑(C4)=2。

情形2,n>m=2。此时所有边染颜色1,令f(uivj)=
1,i+j≡1(mod2)

2,i+j≡0(mod2{ ),i=0,1,j=0,1,…,n-1,则

ω(uivj)=
9,i+j≡1(mod2)

6,i+j≡0(mod2{ ),i=0,1,j=1,2,…,n-2。

n为奇数时,将f(u1v0)=f(u1vn-1)=1改为f(u1v0)=f(u1vn-1)=2,则ω(u0v0)=5,ω(u1v0)=6,
ω(u0vn-1)=4,ω(u1vn-1)=6。将ω(u1v1)=ω(u1vn-2)=6改为ω(u1v1)=ω(u1vn-2)=7;

n为偶数时,将f(u1v0)=f(u0vn-1)=1改为f(u1v0)=f(u0vn-1)=2,则ω(u0v0)=5,ω(u1v0)=6,
ω(u0vn-1)=6,ω(u1vn-1)=5。将ω(u1v1)=ω(u0vn-2)=6改为ω(u1v1)=ω(u0vn-2)=7。

显然,f是P2×Pn 的一个NESD全2-染色。
情形3,n=m=3。此时所有点、所有边染颜色1,则ω(u0v0)=ω(u0v2)=ω(u2v0)=ω(u2v2)=4,ω(u0v1)=

ω(u1v0)=ω(u2v1)=ω(u1v2)=6,ω(u1v1)=8。
显然,f是P3×P3 的一个NESD全1-染色。

情形4,n≥m≥3(n=m=3除外)。此时所有边染颜色1,令f(uivj)=
1,i+j≡1(mod2)

2,i+j≡0(mod2{ ),i=0,1,…,m-1,

j=0,1,…,n-1,则:
ω(u0v0)=ω(um-1v0)=ω(u0vn-1)=ω(um-1vn-1)=4;

ω(u0vj)=
9,j≡1(mod2)

6,j≡0(mod2{ ),j=1,2,…,n-2;

ω(um-1vj)=
9,m+j≡0(mod2)

6,m+j≡1(mod2{ ),j=1,2,…,n-2;

ω(uivj)=
8,i+j≡0(mod2)

12,i+j≡1(mod2{ ),i=1,2,…,m-2,j=1,2,…,n-2;

ω(uiv0)=
9,i≡1(mod2)

6,i≡0(mod2{ ),i=1,2,…,m-2;

ω(uivn-1)=
6,i+n≡1(mod2)

9,i+n≡0(mod2{ ),i=1,2,…,m-2;

m 为奇数且n为偶数时,将f(u0vn-1)=f(um-1vn-1)=1改为f(u0vn-1)=f(um-1vn-1)=2;将ω(u0vn-1)=
ω(um-1vn-1)=4改为ω(u0vn-1)=ω(um-1vn-1)=6;将ω(u0vn-2)=ω(u1vn-1)=ω(um-2vn-1)=ω(um-1vn-2)=6
改为ω(u0vn-2)=ω(u1vn-1)=ω(um-2vn-1)=ω(um-1vn-2)=7。

m 为偶数且n 为奇数时,将f(um-1v0)=f(um-1vn-1)=1改为f(um-1v0)=f(um-1vn-1)=2;将ω(um-1v0)=
ω(um-1vn-1)=4改为ω(um-1v0)=ω(um-1vn-1)=6;将ω(um-2v0)=ω(um-1v1)=ω(um-1vn-2)=ω(um-2vn-1)=6
改为ω(um-2v0)=ω(um-1v1)=ω(um-1vn-2)=ω(um-2vn-1)=7。

m 为偶数且n 为偶数时,将f(u0vn-1)=f(um-1v0)=1改为f(u0vn-1)=f(um-1v0)=2;将ω(um-1v0)=
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ω(u0vn-1)=4改为ω(um-1v0)=ω(u0vn-1)=6;将ω(um-2v0)=ω(um-1v1)=ω(u0vn-2)=ω(u1vn-1)=6改为

ω(um-2v0)=ω(um-1v1)=ω(u0vn-2)=ω(u1vn-1)=7。
显然,f是Pm×Pn 的一个NESD全2-染色。 证毕

定理2 设n≥m≥2,则egndi∑(Pm ∧Pn)=2。
证明 设f是Pm∧Pn 的一个全k-染色,显然Pm∧Pn 没有 NESD全1-染色,下面给出Pm∧Pn 的一个

NESD全2-染色。

情形1,n≥m=2。此时P2∧Pn 为两条不相交的路,所有边染颜色1,令f(uivj)=
1,i=0
2,i{ =1

,j=0,1,…,n-1,

则ω(u0v0)=ω(u0vn-1)=3,ω(u1v0)=ω(u1vn-1)=2,ω(u0vj)=6,j=1,2,…,n-2,ω(u1vj)=4,j=1,2,…,n-2。
显然,f是P2∧Pn 的一个NESD全2-染色。

情形2,n≥m≥3。此时所有边染颜色1,令f(uivj)=
1,i≡0(mod2)

2,i=1(mod2{ ),j=0,1,…,n-1,则ω(u0v0)=

ω(u0vn-1)=3,ω(u0vj)=6,j=1,2,…,n-2,ω(uiv0)=ω(uivn-1)=
4,i≡1(mod2)

6,i≡0(mod2{ ),i=1,2,…,m-1;ω(uivj)=

8,i≡1(mod2)

12,i≡0(mod2{ ),i=1,2,…,m-2,j=1,2,…,n-2。

m 为奇数时,ω(um-1v0)=ω(um-1vn-1)=3,ω(um-1vj)=6,j=1,2,…,n-2;

m 为偶数时,ω(um-1v0)=ω(um-1vn-1)=2,ω(um-1vj)=4,j=1,2,…,n-2。
显然,f是Pm∧Pn(n≥m≥3)的一个NESD全2-染色。 证毕

定理3 设n≥m≥2,则egndi∑(Pm·Pn)=2。
证明 设f是Pm·Pn 的一个全k-染色,显然Pm·Pn 没有 NESD全1-染色,下面给出Pm·Pn 的一个

NESD全2-染色。

所有边染颜 色1,令f(uivj)=
1,j≡0(mod2)

2,j=1(mod2{ ),i=0,1,…,m-1,j=0,1,…,n-1,则ω(u0v0)=

ω(um-1v0)=6,ω(uiv0)=9,i=1,2,…,m-2,ω(uivj)=
8,j≡1(mod2)

12,j≡0(mod2{ ),i=0,1,…,m-2,j=1,2,…,n-2。

m 为奇数时,ω(u0vn-1)=ω(um-1vn-1)=6,ω(uivn-1)=9,i=1,2,…,m-2;

m 为偶数时,ω(u0vn-1)=ω(um-1vn-1)=4,ω(uivn-1)=6,i=1,2,…,m-2。
显然,f是Pm·Pn 的一个NESD全2-染色。 证毕

综上所述,NESD猜想对于两路的笛卡尔积、直积、半强积图是成立的。
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NeighborExpandedSumandDistinguishingTotalColoringof
ThreeKindsoftheProductGraphsofPaths

LIYongyan
(DepartmentofMathematics,HaibinCollege,BeijingJiaotongUniversity,HuanghuaHebei061199,China)

Abstract:[Purposes]Toobtaintheneighborexpandedsumanddistinguishingtotalchromaticnumberofproductgraphoftwopaths.
[Methods]Theneighborexpandedsumanddistinguishingtotalcoloringofproductgraphsareconstructed,suchastheCartesian

product,directproductandsemi-strongproduct.[Findings]Theneighborexpandedsumanddistinguishingtotalchromaticnumber
oftwopathsaregiven.[Conclusions]NESDTCconjectureistruefortheproductgraphsofpaths.
Keywords:productgraph;neighborexpandedsum anddistinguishingtotalchromaticnumber;neighborexpandedsum and
distinguishingtotalcoloring
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