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关于总加权提前损失的两个代理单机排序问题
*

张新功,栗 苹

(重庆师范大学 数学科学学院,重庆401331)

摘要:【目的】研究与总加权提前损失有关的两个代理单机排序的问题。【方法】第1个代理工件的工期相同,目标函数是

最小化总加权提前损失;第2个代理的目标函数是最大正则函数,它的特殊情形为最大完工时间。目标是寻找一个排序,

使得在满足第2个代理目标可行的情况下,第1个代理目标函数值最小。【结果】利用背包问题证明了该问题是一般意义

下NP难的。【结论】最终给出了总加权提前损失有关的两个代理单机排序问题的一个最优算法,并证明了该算法是拟多

项式时间可解的。
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分布式决策领域的最新发展引起了学者们对多代理排序问题的关注,即不同的代理分享同一公共加工资

源,每个代理都希望根据自身的工件来最小化成本函数。Agnetis等人[1]最早提出了两个竞争代理的单机排序

问题,其中有两个重要模型:约束优化模型和帕累托优化模型;他们还给出了9个在不同的目标函数组合下的两

个竞争代理排序问题的时间复杂性结果,目标函数包括最大正则费用函数、总加权完工时间和误工工件个数。

Cheng等人[2]考虑了目标函数为最大正则以及完工时间的多代理竞争单机排序问题:对于可行性模型,他们证

明了多项式时间可解;对于最小化模型,他们的研究则表明问题是一般意义下强NP难的,当代理是给定的常数

时,可以在拟多项式时间内可解。Leung等人[3]研究了两个竞争代理在单机和恒同机上的排序问题,包含带有

到达时间的中断模型以及在固定区间加工的排序模型,总结了目标为最大正则函数、总加权完工时间以及总误

工工件个数的相关结论,解决了文献[1]中遗留的有关一个代理目标为总完工时间,而另一个代理目标为总误工

工件个数的复杂性问题。Perez-Gonzalez等人[4]对2014年前的多目标排序问题(包括干涉工件、竞争工件、多代

理排序等)进行了详细的综述,并对多目标排序的定义和名词进行了统一,为该类问题提供了一个系统性的框

架;他们还通过研究相关问题的时间复杂性和解决方案的程序设计,对有关研究成果系统地进行了评述与分类,
在讨论最新研究进展基础上指出了后续的研究方向。Zhang等人[5]考虑了目标函数为总加权误工损失和最大正

则函数的两个代理单机排序问题,提出了多项式时间算法和伪多项式时间算法;之后Zhang等人[6]又对文献[5]
中关于目标函数为总加权误工损失和最大正则函数两个代理单机排序的问题进行了改进,提出了相应的拟多项

式时间算法。马露等人[7]还将两个竞争代理模型扩展到总误工损失问题,研究了一个代理的总完工时间小于等

于一个常数的条件下最小化另一个代理的总误工损失问题,证明了该问题是拟多项式时间可解的;他们还讨论

了其中一个代理的总误工工件数小于等于一个常数的条件下,最小化另一个代理的总误工损失问题,并给出了

相应的动态规划算法。张新功等人[8]研究了一个代理的到达时间与工期满足一致关系且目标函数为总误工或

最大误工、而另一个代理的目标函数为总误工工件个数或为关于完工时间的正则函数或者它所有工件排在固定

区间的情形,提出了总误工问题的一个拟多项式时间动态规划算法,给出了最大误工问题时间复杂度的证明。

Ben-Yehoshua等人[9]首次提出了单机总提前损失问题,工件将根据工期前完成部分工件的持续时间进行惩罚,
一个工件的最大惩罚等于它的加工时间;他们还利用二分法证明了单机总提前损失问题是NP难的,并推导了拟
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多项式动态规划算法,它的时间复杂度为O(n∑pj)。Sterna等人[10]对在两个平行机上具有相同工期的最大化

总提前损失问题进行了研究,提出了多项式时间近似方案,并探讨了误工损失和提前损失之间的关系。Chen等

人[11]研究了在平行机最大化总提前损失的问题,理顺了该问题已获得的结果,并就固定数量的机器和相同工期

提出了一种在拟多项式时间内运行的动态规划方法,以及基于该方法的完全多项式时间逼近方案。本文在上述

文献的基础上研究了与总加权提前损失有关的两个代理单机排序问题:代理A中工件的工期相同,它的目标函

数为总加权提前损失;代理B的目标函数是最大化正则函数,它的特殊情形为最大完工时间。利用背包问题证

明了当代理B的目标函数是最大完工时间时,该问题是一般意义下NP难的,最后就该问题给出了一个拟多项

式时间可解的算法。

1预备知识

存在竞争代理A和B,两个代理中的工件需在同一台机器上进行加工,但在机器上相同时间点有且只有

1个工件在进行加工。它们分别有各自的工件集{JX
1,JX

2,…,JX
nX
},其中X={A,B},代理X 中有nX 个工件,它

们从t=0时刻开始加工。pX
j,wX

j,dX
j 分别表示工件JX

j 的加工时间、权重以及工期。设π是该问题的可行排序,

SX
j(π),CX

j(π)分别表示在可行排序π下工件JX
j 的开始加工时间和完工时间。根据Ben-Yehoshua[9]对工件JX

j

在可行排序π 下的提前损失EX
j(π)定义为:若CX

j(π)≤dX
j,则EX

j(π)=pX
j,称工件JX

j 为提前损失工件。若

SX
j(π)≤dX

j≤CX
j(π),在情形1即工件JX

j 被中断、pX
j1为工件JX

j 在dX
j 之前加工的部分且pX

j2为工件JX
j 在dX

j 之

后加工的部分时,则EX
j(π)=pX

j1;在情形2即工件JX
j 未被中断时,则EX

j(π)=dX
j-SX

j(π),称工件JX
j 为部分提

前损失工件。若dX
j≤SX

j(π),则EX
j(π)=0,称工件JX

j 为误工工件。

考虑的目标函数有:1)总加权提前损失,即∑wX
jEX

j(π)=∑
nX

j=1
wX

jEX
j(π)。2)最大正则函数,即fX

max(π)=

max
i=1,2,…,nX

{fX
j(CX

j(π))},fX
j(·)是关于工件JX

j 完工时间的一个非减函数。该函数的特殊情形最大完工时间为

CB
max(π)。

本文的目标是寻找一种排序,使得在满足代理B的目标函数不大于给定的上界的情况下,使得代理A中工

件的工期相同,总加权提前损失最小。利用Graham等人[12]提出的三参数法,将该文研究的总加权提前损失问

题表示为:1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:fB

max。

2问题分析

本节中,考虑代理A中的工件具有相同的工期,代理B只需要在排序中满足条件 max
j
{fB

j(CB
j)}≤U(U 为给

定的整数),定义截止日期DB
j:若CB

j≤DB
j,则fB

j(CB
j)≤U;若CB

j>DB
j,则fB

j(CB
j)>U。本文称工件DB

j 的最新开

始时间(K)为它在可行排序中所获得的最大开始时间,并且对于所有JB
j∈JB,满足条件CB

j≤DB
j。

K 的值计算如下:代理B中的工件按DB
j 非减的排列,从最后1个工件JB

nB
开始排,它的开始时间为DB

nB-
PB

nB
,继续向前排列,设K=min{DB

j,K+1}-pB
j,j=nB-1,nB-2,…,1。容易得出:如果工件JB

j 在时刻K 后开

始加工,则代理B中至少有1个工件满足fB
j(CB

j)>U。
现考虑代理B中的工件JB

j,它的最新加工区间为[K,DB
j]。设I由δ(≤nB)个区间I1,h1,Ih1,h2

,…,Ihδ-1,nB
构

成,称为预留区间。每个预留区间Iu,v的范围为[Ku,DB
v],且 Iu,v =DB

v -Ku =∑
v

j=u
pB

j,换言之,工件JB
u,…,JB

v

与Iu,v紧密相关。

引理1 对于问题1dA
j =dA,pmtn∑wA

jEA
j:fB

max 存在一个最优解,其中代理B中工件为非中断的,这与

它的预留区间相关。

证明 在问题1dA
j =dA,pmtn∑wA

jEA
j:fB

max 的最优解中,代理B中所有与Iu,v相关的工件都要在DB
v 之

前完成加工,当移动代理B中每个工件的所有部分到确定的区间Iu,v时:情形1,dA∈Iu,v时,将工件JA
j 在dA 之

前的加工部分pA
j1向前移,在dA 之后的加工部分pA

j2向后移;情形2,dA<Ku 时,将工件JA
j 向后移;情形3,dA>

DB
v 时,将工件JA

j 也向后移。故3种情形下代理A的总加权提前损失都没有增加。 证毕
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引理2 给定1dA
j =dA,pmtn∑wA

jEA
j:fB

max 的一个最优解,则存在1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:fB

max 的一个最

优解,其中它们的总加权提前损失工件是相等的。

证明 对于1dA
j =dA,pmtn∑wA

jEA
j:fB

max 的最优解问题,若存在一个工件JX
j(属于任意代理),至少可

中断1次,将工件的pX
j1部分向后移靠近工期,工件的pX

j2部分向前移靠近工期,这样总加权提前损失不变。对每

个中断的工件重复以上操作,则得到一个非中断的解。 证毕

由于 问 题 1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:CB

max≤ U 是 1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:fB

max 的 特 殊 情 形,因 此 讨 论 问 题

1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:fB

max 的时间复杂性,可考虑问题1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:CB

max≤U 的时间复杂性。

3问题的算法

首先给出背包问题[1],即给定两个非负整数集{u1,u2,…,un},{w1,w2,…,wn}和两个整数b,W,是否存在

集合s⊂{1,2,…,n},使得∑
j∈s

uj≤b且∑
j∈s

wj≥W。

引理3 问题1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:CB

max≤U 是一般意义下NP难的。

证明 利用背包问题。
构造一个排序问题(用EC1 表示):代理A有nA=n个工件,代理B有1个工件,需要在同一台机器上加工,

令:̂u=∑
n

j=1
uj,̂w=∑

n

j=1
wj;pA

j=uj,dA
j=b+1=dA,wA

j=wj,j=1,2,…,n;pB
1=̂ûw,dB

1=b;y=̂ûw+(̂w-W+

wB
1)pB

1;考虑∑wA
jEA

j ≤y,且CB
max≤b+pB

1=U。

1)背包⇒EC1。定义一个排序,将工件{JA
j j∈s}排在JB1 的前面,最后排工件{JA

j j∉s}。有∑
j∈s

pA
j =∑

j∈s
uj≤b,

则CB
1=CB

max=∑
j∈s

pA
j +pB1 ≤b+pB1=U,∑wA

jEA
j = ∑wA

jmin{max{dA
j -SA

j,0},pA
j}≤∑

n

j=1
wA

jpA
j +wB

1pB1 <

∑
n

j=1
wA

jCA
j +wB

1pB
1=∑

j∈s
wA

jCA
j +∑

j∉s
wA

jCA
j +wB

1pB
1=∑

j∈s
wA

jCA
j +∑

j∉s
wA

j(CA
j -pB

1 +pB
1)+wB

1pB
1 =∑

n

j=1
wA

jCA
j +

∑
j∉s

wA
jpB

1+wB
1pB

1 ≤û̂w + (̂w-W +wB
1)pB

1=y。

2)EC1⇒背包。∑wA
jEA

j ≤y,且CB
max≤b+pB

1=U 成立,将工件{JA
j j∈s}排JB

1 的前面,则y=̂ûw+ (̂w-

W +wB
1)pB

1=(1+ŵ-W)pB
1+wB

1pB
1 >∑

n

j=1
wA

jCA
j +wB

1pB
1 >∑

j∉s
wA

jCA
j +wB

1pB
1,

故有 (1+ŵ-W)pB
1>∑

j∉s
wA

jCA
j =∑

j∉s
wjCA

j >∑
j∉s

wjpB
1,因此1+ŵ-W >∑

j∉s
wj,̂w-W ≥∑

j∉s
wj,从而

得到∑
j∈s

wj≥W;又有∑
j∈s

pA
j =CB

1-pB
1 ≤b,得到∑

j∈s
uj≤b。 证毕

对于特殊情形1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:CB

max≤U,提出在O(n∑pA
j)时间内更加有效的算法。假设代理A中

的nA 个工件按照最小权重优先的规则排列,即wA
1≤wA

2≤…≤wA
nA
,该方法的时间复杂度为O(nAlognA),支配于

O(n∑pA
j)。

在排序过程中,只需要考虑所有工件从0时刻开始连续加工(没有空闲时间)。通过工件交换的原理,可以

证明在最优排序中代理B中的工件是连续加工的,运行时间为O(nB)。因此,可以将代理B中的所有工件看成

一个加工时间为∑pB
j 的工件,记作JB

1,nB=1,且∑pA
j +pB

1=T。

引理4 对于问题1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:CBmax≤U,若存在最优排序π满足SB1(π)≥dA,那么π0=(JA

1,JA
2,…,

JA
nA
,JB
1)是一个最优排序。
证明 设π为最优排序,但代理A中工件不按最小权重优先排,在π中工件JA

j 排在JA
i 前面,且工件JA

j 在

t时刻开始加工,其中dA
j=dA

i=dA,wA
j>wA

i。
情形1,工件JA

i 误工,工件JA
j 部分提前。
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1)当EA
j(π)≥pA

i 时,总加权提前损失为wA
jEA

j(π),现交换工件JA
j 与工件JA

i,得到序列π′,总加权提前损失

为wA
ipA

i+wA
j(EA

j(π)-pA
i),由于wA

j>wA
i,可知π′更优,这与π最优矛盾。

2)当0≤EA
j(π)<pA

i 时,总加权提前损失为wA
jEA

j(π),现交换工件JA
j 与工件JA

i,得到序列π′,总加权提前

损失为wA
iEA

i(π′),由于EA
i(π′)=EA

j(π),wA
j>wA

i,可知π′更优,这与π最优矛盾。
情形2,工件JA

i 部分提前,工件JA
j 提前。

1)当dA-t>pA
i 时,总加权提前损失为wA

jpA
j+wA

i(dA-t-pA
j);现交换工件JA

j 与工件JA
i,得到序列π′,总

加权提前损失为wA
ipA

i+wA
j(dA-t-pA

i);由于wA
j>wA

i,将前一情况下的总加权提前损失减去后一情况下的总

加权提前损失,得(wA
j-wA

i)(pA
j+pA

i+t-dA)>0,可知π′更优,这与π最优矛盾。

2)当dA-t≤pA
i 时,总加权提前损失为wA

jpA
j+wA

i(dA-t-pA
j);现交换工件JA

j 与工件JA
i,得到序列π′,总

加权提前损失为wA
i(dA-t);由于wA

j>wA
i,将前一情况下的总加权提前损失减去后一情况下的总加权提前损

失,得(wA
j-wA

i)pA
j>0,可知π′更优,这与π最优矛盾。 证毕

接下来用1dA
j =dA;SB

1 <dA ∑wA
jEA

j:CB
max≤U 表示1dA

j =dA ∑wA
jEA

j:CB
max≤U 在约束条件为

SB
1(π)<dA 的问题,其中π为该问题的可行排序。作为结论,在可行排序π中排在JB

1 之前的每个代理A的工件

都是提前的。根据引理4,找出问题1dA
j =dA;SB

1 <dA ∑wA
jEA

j:CB
max≤U 的最优排序π,再从π和π0 中选择

最优的序列,进而解决问题1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:CB

max≤U。

对于问题1dA
j =dA;SB

1 <dA ∑wA
jEA

j:CB
max≤U,通过建立动态规划算法来解决。其中:P(j,t)表示问

题1dA
j =dA;SB

1 <dA ∑wA
jEA

j:CB
max≤U 在工件{JA

1,JA
1,…,JA

j}∪{JB
1}中讨论的子问题,并且最后1个工件

在每个可行排序中的完工时间为t;Z(j,t)表示问题P(j,t)的最优值;当情况不可行时,定义Z(j,t)=+∞。根

据代理A中工件按最小权重优先排列,下面的引理很容易被证明。
引理5 假设对于某些j∈{1,2,…,nA},t≥0的情形,Z(j,t)<+∞,那么问题P(j,t)的最优排序满足工件

JA
j 要么在0时刻开始加工,要么在时刻t完工。

根据引理5的描述,设问题P(j,t)的一个最优排序为π。
工件JA

j 在0时刻开始加工,通过从序列中π删除工件JA
j 得到一个子问题P(j-1,t),最优值表示为:Z(j-1,

t)=Z(j,t)-wA
jEA

j(π)=Z(j,t)-wA
jpA

j;工件JA
j 在t时刻完工,通过从序列π中删除工件JA

j 得到一个子问题

P(j-1,t-pA
j),最优值表示为:

Z(j-1,t-pA
j)=Z(j,t)-wA

jEA
j(π)=Z(j,t)-wA

jmin{max{dA-(t-pA
j),0},pA

j}。
对于以上问题P(j,t)的所有值Z(j,t)进行分析,其中:j∈{1,2,…,nA},且t≥0,得出相应的动态规划算法

(DP1)为:1)初始条件:若dA<pB
1<U,Z(0,t)=0;否则Z(0,t)=+∞。2)递归公式:对于每对(j,t),其中:j∈

{1,2,…,nA},t≥0,则有:

Z(j,t)=min{Z(j-1,t)+wA
jpA

j,Z(j-1,t-pA
j)+wA

jmin{max{dA-(t-PA
j),0},pA

j}}。

问题1dA
j =dA;SB

1 <dA ∑wA
jEA

j:CB
max≤U 的最优值由Z(nA,T)得到,对应着最优排序P(nA,T)。

定理1 问题1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:CB

max≤U 的时间复杂度为O(nB+nA∑pA
j)。

证明 因为在最优排序π中代理B中的工件是连续加工的,运行时间为O(nB)。因此,可以将代理B中的

所有工件看成一个加工时间为∑pB
j 的工件,记作JB

1,nB=1。对于问题1dA
j =dA;SB

1 <dA ∑wA
jEA

j:CB
max≤

U,根据算法DP1只考虑状态(j,t),其中:j∈{1,2,…,nA},t∈ {0,1,…,∑pA
j},运行时间为O(nA∑pA

j)。

又由引理4可知代理A中的nA 个工件按照最小权重优先的规则排列,即wA
1≤wA

2≤…≤wA
nA
,该方法的时间复

杂度为O(nAlognA),支配于O(nA∑pA
j)。 故时间复杂度为O(nB+nA∑pA

j)。 证毕

4结论

本文主要研究问题1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:fB

max 的特殊情形1dA
j =dA ∑wA

jEA
j:CB

max≤U 的最小化问题,

即在满足代理B的最大正则函数不大于给定的上界的条件下,代理A中工件的工期相同的情况下,它的总加权
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提前损失最小。利用背包问题证明了该问题是一般意义下NP难的,并提出了一个拟多项式时间的算法,它的时

间复杂度为O(nB+nA∑pA
j)。 后续研究可探讨在使代理A中工件的加工时间相同的情况下上述问题的最优

排序,此外还可以考虑在平行机下的模型。
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Two-AgentSingleMachineSchedulingProblemwiththeTotalWeightedEarlyWork

ZHANGXingong,LIPing
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Two-agentsinglemachineschedulingproblemwiththetotalweightedearlyworkwasstudied.[Methods]The
objectivefunctionistominimizethetotalweightedearlyworkunderthesameduedate.Theobjectivefunctionofthesecondagent
isthemaximumregularfunction,inspecialcases,themaximumcompletiontime.Thegoalistofindaschedulingsothatthe
secondagentobjectiveisfeasible,theobjectivefunctionvalueofthefirstagentisminimized.[Findings]Theproposedproblemis
NP-hardinthegeneralsense.[Conclusions]Anoptimalalgorithmfortheschedulingproblemwiththetotalweightedearlyworkis

given.Aquasi-polynomialtimeispresentedtosolveit.
Keywords:scheduling;two-agent;thetotalweightedearlywork
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