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带有拒绝工件和学习效应的资源约束排序问题研究
*
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摘要:【目的】研究工件加工时间具有学习效应以及工件可拒绝的单机排序问题。在线性和凸资源分配函数的两种模型

下,为求得可接受加工的工件集合、可拒绝工件的集合以及确定可接受工件集合中的最优工件排序,使工件的时间表长、

总完工时间、资源耗费费用和工件拒绝费用的加权和最小。【方法】对于线性资源分配函数问题,在拒绝工件数给定的情

况下,此问题可转化为指派问题。对于凸资源分配函数问题,此问题可以用动态规划算法进行求解。【结果】对于带有拒

绝工件和学习效应的资源约束排序问题给出了最优求解算法,且它们的时间复杂度分别为O(n4)和O(n3),其中n为工件

的个数。【结论】算法分析和CPU运算时间表明给出的求解算法非常有效。
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在经典的排序模型中,所有的工件是必须被加工的;但在实际的生产中,由于厂商加工能力的限制以及为寻

求更高的价值利润,厂商需要拒绝加工时间较长或利润较少的工件;与此同时,厂商也需要赔付一定的拒绝费

用。此为可拒绝工件的排序问题。Barta等人[1]最先考虑可拒绝工件的排序模型,对于平行机极小化可接受加

工工件的时间表长和拒绝费用和的问题提出了近似算法。Engels等人[2]提出了多种算法解决加权总完工时间

和拒绝费用和的极小化问题。Zhang等人[3]证明了在有准备时间的情况下,时间表长和拒绝费用和的问题是

NP-难的。Sengupta[4]基于拒绝工件的前提对极小化工件最大延误和拒绝费用的问题给出了动态规划算法以及

多项式时间近似算法。Li等人[5]利用动态规划算法解决了带拒绝和恶化工件的平行机排序问题。Cheng等

人[6]证明了带有线性恶化和拒绝工件的单机排序问题中的极小化加权总完工时间、时间表长、最大延误与拒绝

惩罚之和问题都是NP-难的。慕迪等人[7]研究了目标函数是最小化接受工件的最大完工时间与所有被拒绝工

件的拒绝费用之和极小化单机问题,对此问题,他们给出了分支定界算法。刘晓霞等人[8]考虑了工件有到达时

间且拒绝工件总个数不超过某个给定值的单机平行分批排序问题,目标为如何安排被接受工件的加工批次和加

工次序使得该问题最大完工时间与被拒绝工件的总拒绝费用之和最小,并对此问题给出了伪多项式时间动态规

划精确算法、2-近似算法和完全多项式时间近似方案。Shabtay等人[9]对于离线状态下的带可拒绝工件的排序

问题进行了综述。
另一方面,经典排序中通常假定工件的加工时间为给定常数[10-12],但在实际生产过程中,工件的加工时间可

能与它所分配的资源量有关。1980年Vickson[13]最早提出加工时间具有资源可控的排序问题,Shabtay等人[14]

对具有资源约束的排序问题进行总结,给出了资源分配的两种主要模型:线性资源分配和凸资源分配。在此后,

Leyvand等人[15]提出并证明了带有凸资源分配排序问题的统一方法。与此同时,工人具有一定的学习能力,因
此工件的加工时间可能与它所排位置有关,此称为学习效应[16-18]。Azzouz等人[19]对于工件具有学习效应的排

序问题进行了综述。Wang等人[20]研究了工件同时具有学习效应和资源分配的单机排序问题,当工件的加工时

间分别是资源的线性函数和凸函数时,他们对于两类正则目标函数(包括最大完工时间、总完工(等待)时间、完
工(等待)时间的总绝对差)分别提出了多项式时间算法。Wang等人[21]研究了带有学习效应和资源分配的单机

排序问题,在凸资源分配模型下,他们提出了两种优化模型能够在多项式时间内解决。与此同时,这些求解模型
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的算法也可应用于老化效应的情况。对于工件具有学习效应和凸资源分配的双机流水作业排序问题,Liu等

人[22]在工件具有不等待约束下,对两类正则目标函数分别给出了最优算法,并证明了这些算法是多项式时间的;

Gao等人[23]则在工件具有不等待约束和共同工期的约束下,证明了当目标函数是提前或延误时,共同工期费用

和资源消耗费用和的问题是具有多项式时间算法的。姜昆[24]研究了带凸资源和恶化效应的单机松弛窗口排序

问题,当总资源消耗费用有上界,且目标函数为极小化与窗口有关的排序问题是具有多项式时间算法的。杨盛

武等人[25]研究了在资源消耗费用有限情况下极小化最大完工时间问题,在最大完工时间有限制的情况下极小化

资源消耗费用问题。他们证明了这两个问题均是多项式时间可解的。
本文考虑工件同时具有学习效应和工件可拒绝的排序问题。在线性和凸资源的两种资源分配函数模型下,

目标是确定可接受加工的集合、拒绝工件的集合以及确定接受集合中工件的最优排序,对一类正则目标函数进

行分析,证明了这些问题都是多项式时间可解的。

1问题描述

本文的排序问题可以描述为:给定一台机器和n个工件J={J1,J2,…,Jn},假设n个工件都在0时刻到达,

而同一时刻机器最多加工一个工件,且不允许中断。首先对工件Jj 要判断它是否被加工,则把工件分为可接受

集合A 和可拒绝集合A。对于可接受集合中的工件通过设计算法得到最优排列π*;对于可拒绝集合中的工件,
需要赔付一定的拒绝费用ej。令aj 代表工件Jj的基础加工时间,工件具有一定的学习效应,同时工件的实际加

工时间可以被表示为资源的函数,即工件的实际加工时间可以表示为资源的线性函数:

pj=ajrα-bjuj,j=1,2,…,na。 (1)
其中:na 代表可接受集合中的工件个数,r表示工件所处加工的位置,α为学习因子,uj 代表排序中已经排序的工

件Jj 所耗费的资源量,且0≤uj≤uj<
ajnα

bj
,uj是可分配给工件Jj 的资源数量的上限,bj 是工件Jj 的正压缩率。

与此同时,工件的加工时间同样可以表示为资源的凸函数,即工件的实际加工时间可以被表示为:

pj=
ajrα

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k
,j=1,2,…,na。 (2)

其中:k>0为给定常数。
令[j]表示在排序中的第j个位置,目标是考虑在有拒绝工件的条件下,找到可接受工件集合A 及可拒绝工

件集合A,并在A 中找到一个最优排序π 及对应的资源分配u,使目标函数

f(π,u)=δ1Cmax+δ2∑
na

j=1
C[j]+δ3∑

j∈A

ej+δ4∑
na

j=1
G[j]u[j] (3)

最小,即使得可接受集合中工件的时间表长、总完工时间、工件拒绝费用和所消耗资源费用的线性加权和最小,
其中δ1≥0,δ2≥0,δ3≥0,δ4≥0均为给定常数,Gj 是工件Jj 消耗资源的单位费用。本文所研究的问题,用三参

数表示法[26]可表示为:

1pj=ajrα-bjuj,rejδ1Cmax+δ2∑
na

j=1
C[j]+δ3∑

j∈A

ej+δ4∑
na

j=1
G[j]u[j],

1pj= ajrα

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k
,rejδ1Cmax+δ2∑

na

j=1
C[j]+δ3∑

j∈A

ej+δ4∑
na

j=1
G[j]u[j]。

2主要结论

2.1线性资源分配问题

本节讨论加工时间具有线性资源函数关系的可拒绝工件排序问题。

通过Cmax=∑
na

j=1
p[j]和∑

na

j=1
C[j]=∑

na

j=1

(na -j+1)p[j],可得:

f(π,u)=δ1∑
na

j=1
p[j]+δ2∑

na

j=1

(na -j+1)p[j]+δ3∑
j∈A

ej+δ4∑
na

j=1
G[j]u[j]=
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∑
na

j=1

[δ1+δ2(na -j+1)]p[j]+δ3∑
j∈A

ej+δ4∑
na

j=1
G[j]u[j]=

∑
na

j=1
ωj(a[j]jα-b[j]u[j])+δ3∑

j∈A

ej+δ4∑
na

j=1
G[j]u[j]=∑

na

j=1
ωja[j]jα+δ3∑

j∈A

ej+∑
na

j=1

(δ4G[j]-ωjb[j])u[j]。 (4)

其中:ωj=δ1+δ2(na-j+1)。
定理1 给定任一排序π,最优的资源分配可表示为:

u*
[j]=

u[j],当δ4G[j]-ωjb[j]<0
uj∈[0,u[j]],当δ4G[j]-ωjb[j]=0
0,当δ4G[j]-ωjb[j]>

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

。 (5)

证明 对于给定排序π,由(4)式,对目标函数求偏导数得∂f(π,u)
∂u[j]

=δ4G[j]-ωjb[j],j=1,2,…,na。当δ4G[j]-

ωjb[j]<0时,最优的资源分配为u*
[j]=u[j];当δ4G[j]-ωjb[j]=0时,最优的资源分配为u*

[j]=uj∈[0,u[j]];当

δ4G[j]-ωjb[j]>0时,最优的资源分配为u*
[j]=0。 证毕

通过已求得的资源分配,代入到目标函数中,为了得到可接受集合中的最优排序π*,令:

xij=
1,工件Ji 排在位置j处

0,{ 否则

以及

λij=

ωjaijα,当δ4Gi-ωjbi≥0且1≤j≤na

ωjaijα+(δ4Gi-ωjbi)ui,当δ4Gi-ωjbi<0且1≤j≤na

δ3ej,当na+1≤j≤

ì

î

í

ï
ï

ï
ï n

, (6)

则上述排序问题可以转化为如下指派问题:

minz=∑
n

i=1
∑
n

j=1
λijxij,    

s.t.

∑
n

i=1
xij =1,j=1,2,…,n

∑
n

j=1
xij =1,i=1,2,…,n

xij =0或1,i,j=1,2,…,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï n

。 (7)

由以上分析,可以给出问题1pj=ajrα-bjuj,rejδ1Cmax+δ2∑
na

j=1
C[j]+δ3∑

j∈A

ej+δ4∑
na

j=1
G[j]u[j]的求解算法

如下。

算法1 步骤1,当na=0时,计算f(π,u,0)=∑
n

j=1
ej;

步骤2,当1≤na≤n时,根据(6)式计算权重λjr,并根据指派问题(7)确定工件的最优排序π*
i ,并确定此时的

f(π,u,na);
步骤3,最优目标函数值为min{f(π,u,na)|0≤na≤n};
步骤4,根据(5)式计算出最优的目标函数值所对应的资源分配u*

j 。

定理2 算法1可以解决问题1pj=ajrα-bjuj,rejδ1Cmax+δ2∑
na

j=1
C[j]+δ3∑

j∈A

ej+δ4∑
na

j=1
G[j]u[j],且算法1

的时间复杂度为O(n4)。
证明 算法1中步骤1、3和4的时间复杂度分别为O(n),步骤2需要解决n-1个工件的指派问题,指派问

题的算法复杂度为O(n3),因此算法1总的时间复杂度为O(n4)。 证毕

通过上述的分析和讨论,算法1能够在多项式时间算法解决问题1pj=ajrα-bjuj,rejδ1Cmax+δ2∑
na

j=1
C[j]+
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δ3∑
j∈A

ej+δ4∑
na

j=1
G[j]u[j],其中由0≤na≤n可知,通过遍历全部接受工件数量并利用指派问题计算出相应的目标

函数值f(π,u,na),并在f(π,u,na)值中可以得到最优的目标函数值和相应的最优资源分配,由此算法1能够正

确的解决此问题。

2.2凸资源分配问题

本节讨论加工时间具有凸资源函数关系的排序问题:

1pj= ajrα

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k
,rejδ1Cmax+δ2∑

na

j=1
C[j]+δ3∑

j∈A

ej+δ4∑
na

j=1
G[j]u[j]。

类似于本文2.1节,有:

f(π,u)=δ1Cmax+δ2∑
na

j=1
C[j]+δ3∑

j∈A

ej+δ4∑
na

j=1
G[j]u[j]=∑

na

j=1
ωj

a[j]jα

u[j

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

k

+δ3∑
j∈A

ej+δ4∑
na

j=1
G[j]u[j], (8)

其中:ωj=δ1+δ2(na-j+1)。
定理3 给定任一排序π,最优的资源分配可表示为:

u*
[j]=

kωj

δ4G[j

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

1
k+1

×(a[j]jα)k
k+1,j=1,2,…,na。 (9)

证明 对于给定排序,由(8)式,对目标函数求偏导数,并令∂f(π,u)
∂u[j]

=0,j=1,2,…,na,可得结论。 证毕

通过已求得的资源分配(9)式,代入到目标函数(8)式中,得到目标函数新的表达方式为:

f(π,u*(π))=(k
-k

k+1+k
1

k+1)×(δ4)
k

k+1×∑
na

j=1
θ[j]φj+δ3∑

n

j=na+1
e[j]。 (10)

其中:θ[j]=(G[j]a[j])
k

k+1,φj=(ωjjα)1k+1。

引理1[27] 如果存在两个序列{xi},{yi},i=1,2,…,n,序列{xi}按非减顺序排列,而序列{yi}按非增顺序排

列,则∑
n

i=1
xiyi 最小。

不难看出,φj 随着j的增大是逐渐递减的。由引理1知接受的工件按照θj 的SPT规则不减排序,因此在接

下来的讨论中,将工件按照θj 的SPT规则不减排序,即θ1≤θ2≤…≤θn。本文提出一种基于动态规划算法用于

求解问题1pj= ajrα

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k
,rejδ1Cmax+δ2∑

na

j=1
C[j]+δ3∑

n

j=na+1
e[j]+δ4∑

na

j=1
G[j]u[j]。

现定义一种状态变量(i,j)ma
,其中ma 表示接受工件的数量,i表示工件{J1,J2,…,Ji}需要被考虑,j(0≤j≤i)

表示工件接受集中部分工件是已经被排序的。令Fma
(i,j)代表在(i,j)ma

情况下的最优排序下的最优目标函数

值,Sma
(i,j)代表在(i,j)ma

情况下任意排序的解,对于给定接受集数量值na,根据(10)式分别计算φj,j=1,2,
…,na 且有φ1>φ2>…>φna

。由引理1可将第l个位置的接受工件匹配相对应的φl,其中Jl∈{J1,J2,…,Ji},
因此Sma

(i,j)必须是在以前的状态下通过以下两个决策之一来构建的:

1)若Ji 是接受工件并进行排序,则有:

Fma
(j,r)=Fma

(j-1,r-1)+k
-k

k+1+k
1

k( )+1 ×(δ4)
k

k+1×φj×θi;

2)若Ji 是拒绝工件并支付拒绝费用,则有Fma
(j,r)=Fma

(j-1,r)+δ3ei,边界条件需满足Fma
(0,0)=0,

Fma
(i,j)=+∞。

通过上述的分析,问题1pj= ajrα

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k
,rejδ1Cmax+δ2∑

na

j=1
C[j]+δ3∑

n

j=na+1
e[j]+δ4∑

na

j=1
G[j]u[j]的求解算法如下。

算法2 步骤1,将工件按照θj 按照SPT规则不减排序;

步骤2,当0≤na≤n时,通过(10)式计算φj 的值,并初始化Fma
(i,j)=

0,如果i=j=0
+∞,{ 其他

;

步骤3,对于j=0,1,…,min{ma,i},计算:
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Fma
(i,j)=

Fma
(i-1,j-1)+(k

-k
k+1+k

1
k+1)×(δ4)

k
k+1×φj×θi

Fma
(i-1,j)+δ3e{

i

; (11)

步骤4,最优目标函数值为f*(π,u,na)=min{Fma
(n,ma)|0≤ma≤n},并通过回溯可以得到最优的接受工

件排序序列π*。
步骤5,根据(9)式计算出最优的目标函数值所对应的资源分配u*

j 。

定理4 问题1pj= ajrα

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k
,rejδ1Cmax+δ2∑

na

j=1
C[j]+δ3∑

n

j=na+1
e[j]+δ4∑

na

j=1
G[j]u[j]时间复杂度为O(n3)。

证明 对于每一个给定的na 值,算法需要递归i从1到n和j从0到i,共需要O(n2)时间,与此同时计算

Fma
(i,j)需要O(n)时间,因此算法2总的复杂度为O(n3),定理得证。 证毕

通过上述的分析和讨论,问题1pj= ajrα

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k
,rejδ1Cmax+δ2∑

na

j=1
C[j]+δ3∑

n

j=na+1
e[j]+δ4∑

na

j=1
G[j]u[j]能够在多

项式时间算法解决,通过遍历全部的i(1≤i≤n)和j(0≤j≤i)值,并利用算法2可得最优的接受工件数量值na、
工件排序π*和目标函数值f*(π,u,na),进而得到最优的资源分配u*

j 。由此,此动态规划算法能够在多项式时

间O(n3)内正确的解决上述问题。

3数值算例

本文将通过数值实验验证算法1和算法2的有效性。该程序在CPUInter@Corei72.4GHz,8GBRAM
和 Window7系统的个人计算机上通过 Matlab进行运行,其中:1)加工的个数为n∈{50,100,150,200,250};

2)工件的单位资源权重Gj∈(0,1);3)常数k=2,δ1,δ2,δ3,δ4 为[0.5,1.5]上的随机数;4)学习因子α=-0.35。
表格1、2分别表示算法1、2在下述3种情况下的结果值和CPU运算时间,其中:情况A,工件的初始数据中

aj,bj,ej 为[1,100]上满足均匀分布的随机数;情况B,aj,bj 为[50,100],ej 为[1,50]上满足均匀分布的随机数;
情况C,aj,bj 为[1,50],ej 为[50,100]上满足均匀分布的随机数。

表1 算法1在不同情况下的CPU运行时间

Tab.1 CPUtimesofAlgorithm1underdifferentconditions s

情况分类 CPU运行时间取值
n

50 100 150 200 250

情况A
最大值 1.7411 13.8403 66.1867 217.6937 552.6432
均值 1.5632 13.5001 66.1757 210.1980 541.1715

情况B
最大值 1.5188 13.0058 65.3306 210.6064 511.6067
均值 1.4541 12.6618 63.6608 208.3225 502.8133

情况C
最大值 1.5282 12.1966 60.9843 196.8131 496.3105
均值 1.4465 11.9351 60.6422 196.3297 494.7783

表2 算法2在不同情况下的CPU运行时间

Tab.2 CPUtimesofAlgorithm2underdifferentconditions s

情况分类 CPU运行时间取值
n

50 100 150 200 250

情况A
最大值 0.4736 3.6776 12.5421 29.3650 59.0285

均值 0.4594 3.4314 11.9416 28.0944 58.9247

情况B
最大值 0.4324 3.7493 11.5297 28.5681 55.6195

均值 0.4169 3.3947 11.4503 27.5795 55.2341

情况C
最大值 0.4511 3.6185 12.4497 29.5163 58.9595

均值 0.4338 3.5611 11.5682 27.7854 55.2034
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从表1、表2可以看出,情况A的CPU运行时间均大于情况B的CPU运行时间,当最大完工时间费用参数

小于拒绝费用时(情况C),CPU运行时间最短。且当计算工件数量较少的情况下,算法1、2均可在较短的时间

内得到最优排序并得出最优值。但在工件数量较多时,算法1会比算法2花费更多的时间,当工件数量为250
时,算法1的CPU运算时间可达552.6432s。

4结论

本文主要考虑了存在学习效应和拒绝工件的资源分配单机排序问题。目标是在考虑在线性资源和凸资源

分配加工时间的基础上求得可接受工件集合A,可拒绝工件集合A以及确定接受集中的最优排序π*和所对应的

资源分配,使工件的时间表长,总完工时间,资源耗费费用和工件拒绝总费用的线性加权和最小。对此两类问题

提出相应的最优求解算法与时间复杂度分析,并在3种不同参数下给出了相应的数值模拟。在以后的研究中,
可以考虑工件的加工时间有可能存在着其他的影响(比如恶化效应),或者考虑多机的情况(比如流水作业)。
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OperationsResearchandCybernetics

ResearchonResourceConstraintSchedulingwithJobRejectionandLearningEffect

GUOFeng,WANGJibo
(SchoolofScience,ShenyangAerospaceUniversity,Shenyang110136,China)

Abstract:[Purposes]Singlemachineschedulingwithlearningeffectandjobrejectionisconsideredhere.Undertheconstraintof
linearandconvexresourceallocationfunctions,thegoalistoobtaintheacceptancejobset,therejectionjobsetandtheoptimal
sequenceofacceptancejobset,suchthattheweightedsumofmakespan,totalcompletiontime,resourceconsumptioncostandjob
rejectioncostisminimized.[Methods]Forthelinearresourceallocationfunction,ifthenumberofrejectionjobsisgiven,the

problemcanbetransformedintotheassignmentproblem.Fortheconvexresourceallocationfunction,theproblemcanbesolvedby
usingthedynamicprogramming.[Findings]Polynomialtimealgorithmsforthesetwoproblemsispresented,andthetime
complexityisO(n4)andO(n2logn),respectively,wherenisthenumberofjobs.[Conclusions]ThealgorithmsanalysisandCPU
timeshowthattheproposedalgorithmsareveryeffective.
Keywords:scheduling;jobrejection;resourceallocation;learningeffect
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