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多目标优化中ε-真有效解的一个注记
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摘要:【目的】利用改进的约束标量化方法研究多目标优化ε-真有效解的标量化性质。【方法】首先对在已有研究的基础

上,对ε-真有效解的标量化结果进行分析,通过严格的推理发现有两个条件是相互矛盾的。进一步地,引入新的条件对该

结果进行修正。【结果】利用改进的约束标量化方法在新的条件下建立了多目标优化问题中ε-真有效解的标量化结果。

此外,也举例对主要结果进行说明。【结论】获得的标量化结果不仅对已有文献中的结论进行了修正,同时也为研究多目

标优化问题中解的性质提供新的思路。

关键词:改进的约束标量化方法;多目标优化问题;ε-真有效解

中图分类号:O221.6 文献标志码:A    文章编号:1672-6693(2021)02-0001-06

向量优化问题的近似解及它的标量化性质是最优化理论领域中十分重要的研究方向。近些年来,许多学者

提出了不同类型的近似解概念[1-5]。1979年,Kutateladze[1]首次提出了近似解的概念。1984年,Loridan[2]将ε-
有效解的概念推广到多目标优化问题上,并且利用标量化方法对最优性条件进行研究。1986年,White[3]对多目

标优化问题的6种近似有效解的概念进行研究。1994年,Helbig等人[4]提出了两种新的ε-有效解概念,并给出

相应的例子对主要结果进行解释。2000年,Rong等人[5]对集值向量优化问题中的ε-弱有效解概念进行研究,并
在凸性假设条件下,利用相应的择一性定理建立了ε-弱有效解的线性标量化定理以及拉格朗日乘子定理等。有

关多目标优化问题近似解的研究成果见文献[6-7]。1998年,Li等人[8]首次提出了ε-真有效解的概念,并通过标

量化方法给出ε-真有效解的必要性条件。基于Geoffrion真有效解的思想,1999年,Liu[9]提出了ε-真有效解的

概念,并在函数的凸性假设下给出了这类ε-真有效解的一些线性标量化性质。基于Benson真有效解的思想,

2000年,Rong等人[10]提出了关于近似真有效解的概念———ε-真有效解,并建立了这类近似真有效解的一些线性

标量化结果、拉格朗日乘子定理以及鞍点定理等。2013年,Ghaznavi-Ghosoni等人[11]利用不同的标量化方法,
即改进的约束标量化方法、加权切比雪夫法以及线性加权和法给出ε-(强,弱,真)有效的充分必要条件。2014
年,夏远梅等人[12]利用Göpfert等人提出的非线性标量化函数对向量优化问题中ε-真有效解的非线性标量化性

质进行研究,并举例对主要结果进行解释。2019年,赵克全等人[13]通过已有的标量化方法提出了一类新的标量

化优化形式,再通过调整几种参数范围得到多目标优化问题的弱有效解、有效解以及真有效解的完全标量化结

果,并举例对主要的结果进行说明。2019年,Xia等人[14]利用拟内部对一类集值映射向量优化问题建立弱有效

解的线性标量化结果并举例进行说明。2020年,Xia等人[15]利用剩余变量和广义Tchebycheff范数提出了新的

多目标优化问题的组合标量化方法,通过调整参数范围得到了(弱、严格、真)有效解的一些等价标量化结果刻

画,并利用该方法建立了近似解的一些标量化结果。
受文献[11]的启发,通过对文献[16]中建立的ε-真有效解的标量化结果进行分析,发现该结论中的部分条

件是相互矛盾的。因此,本文首先针对文献中ε-真有效解的充分条件进行分析,并对该结论中矛盾的条件进行

修正。再利用改进的约束标量化方法建立多目标优化问题中ε-真有效解的标量化结果,并且针对该标量化结果

给出严格的证明过程。
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1预备知识

令Rm 为m 维欧式空间,本文考虑如下多目标优化问题:
(MOP)minf(x),

s.t.x∈X⊂Rn。
其中:X⊂Rn 为非空子集,f(x)=(f1(x),f2(x),…,fm(x)):X→Rm 为有界向量值函数。对于任意的x,y∈Rm,
考虑序关系:x<y⇔xi<yi,∀i=1,2,…,m;x≦y⇔xi≦yi,∀i=1,2,…,m;x≤y⇔xi≤yi,x≠y。

上述关系可等价地写成:Rm
≧={y∈Rm:y≧0},Rm

≥={y∈Rm:y≥0},Rm
>={y∈Rm:y>0}。

定义1[3] 设ε∈Rm
≧,x̂∈X 为(MOP)的可行解,称x̂为(MOP)的ε-有效解,若不存在x∈X 使得f(x)≤

f(x̂)-ε。
定义2[9] 设ε∈Rm

≧,称可行解x̂∈X 为(MOP)的ε-真有效解,如果x̂是有效解且存在 M>0,使得对任意满

足fi(x)<fi(x̂)-εi 的i∈{1,2,3,…,m}和x∈X,总存在满足fj(x̂)-εj<fj(x)的j∈{1,2,3,…,m}使得

fi(x̂)-fi(x)-εi

fj(x)-fj(x̂)+εj
≤M。

注1 特别地,若ε=0时,多目标优化问题中的各类ε型近似解就退化为相应的多目标优化问题的精确解。

Kutateladze[1]考虑了如下数值最优化问题:
(P) ming(x),

s.t.x∈X⊂Rn。
其中:X⊂Rn 为非空子集,g(x):X→R 为数值函数。进一步,Kutateladze首次提出了该类问题的近似解概

念———ε-最优解。
定义3[1] 设ε≥0,称x̂为(P)的ε-最优解,若x̂∈X 且对任意的x∈X,g(x)≥g(x̂)-ε。
本文考虑Ehrgott等人[17]提出的处理多目标优化问题的标量化方法,即改进的约束法标量化问题:

(SOP)+δ-k minfk(x)-∑
i≠k

μisi,

s.t.fi(x)+si≤δi,i≠k,
si≥0,i≠k,
x∈X,i∈ {1,2,…,m}。

其中:δ-k=(δ1,δ2,…,δk-1,δk,…,δm)∈Rm-1,μi≥0(∀i≠k)为权重变量,si 为剩余变量。
此外,本文将用到Ghaznavi-Ghosoni等人在文献[11]中建立的如下结果。

引理1[11] 设ε∈Rm
≧且ε≤εk+∑

i≠k
μiεi,μi>0,∀i≠k。如果(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k的ε-最优解,则x̂是(MOP)

的ε-有效解。

2ε-真有效解的一个注记

文献[11]中给出了ε-有效解和ε-真有效解等的标量化结果。特别地,Ghaznavi-Ghosoni等人利用改进的约

束标量化方法为ε-真有效解提供了充分条件,即文献[11]中的定理4.6:

假定ε∈Rm
≧,且0≤ε≤εk+∑

i≠k
εiμi。若(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k满足μi>0,i≠k的ε-最优解且对任意满足fi(x̂)+

ŝi<δi 的i≠k,则x̂是(MOP)的ε-真有效解。

上述定理中给出的部分条件是相互矛盾的,即(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k满足μi>0,i≠k的ε-最优解与fi(x̂)+ŝi<δi 是

相互矛盾的。事实上,这是因为,若 x̂,s( )̂ 满足fi(x̂)+ŝi<δi,i≠k,则存在Δs≥0,使得:

fi(x̂)+ŝi+Δs<δi,i≠k。

令s~i=ŝi+Δs,则s~i≥0,s~=(s~1,s~2,…),从而得到(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k的可行解。此外,将 x̂,s( )̂ 带入(SOP)+δ-k
的目标函数可得:

fk(x̂)-∑
i≠k

μis~i=fk(x̂)-∑
i≠k

μiŝi-Δs∑
i≠k

μi。 (1)
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因为(SOP)+δ-k中的参数μi>0(i≠k),且Δs>0,从而有Δs∑
i≠k

μi>0,故由(1)式可得:

fk(x̂)-∑
i≠k

μis~i>fk(x̂)-∑
i≠k

μiŝi-Δs∑
i≠k

μi。

这与 x̂,s( )̂ 是(SOP)+δ-k的ε-最优解矛盾,因此 x̂,s( )̂ 为(SOP)+δ-k的ε-最优解与fi(x̂)+ŝi<δi(i≠k)在定理中的其

余条件成立情况下不能同时成立,是矛盾的。
基于上述分析,本文探索新的条件以对文献[11]中的定理4.6进行修正,并通过详细地分析和严格地证明,

在新的条件下获得了多目标优化问题ε-真有效解的新的标量化结果。

定理1 假定ε∈Rm
≧,x̂∈X,si≥0(∀i≠k),μi>0(∀i≠k)且0≤ε≤εk+∑

i≠k
εiμi。若(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k 的ε-

最优解且ŝ满足对任意的i≠k有ŝi>0,则x̂是(MOP)的ε-真有效解。

证明 由引理1可知,x̂是(MOP)的ε-有效解,下证x̂是ε-真有效解,则只需证明存在M>0,使得对任意满足

fi(x)<fi(x̂)-εi 的i∈{1,2,3,…,m}和x∈X,总存在满足fj(x̂)-εj<fj(x)的j∈{1,2,3,…,m}使得

fi(x̂)-fi(x)-εi

fj(x)-fj(x̂)+εj
≤M 即可。

假设x̂不是(MOP)的ε-真有效解,考虑正实数序列{Mξ},满足lim
ξ→+∞

Mξ=+∞,ξ是常数。那么对任意的 Mξ

总存在满足fi(xξ)<fi(x̂)-εi 的i∈{1,…,m}和xξ∈X,使得对任意满足fj(x̂)-εj<fj(xξ)的j≠i,有:

fi(x̂)-fi(xξ)-εi

fj(xξ)-fj(x̂)+εj
>Mξ。 (2)

不失一般性,假定{Mξ}无界且i适应于每一个ξ。此外,设J={j:fj(xξ)>fj(x̂)-εj}。
由于k的取法有3种可能,现考虑以下3种情况:

1)当k∉J∪{i}时,如果j∉J∪{k}∪{i},则有fj(xξ)≤fj(x̂)-εj≤δj-ŝj-εj,即:

fj(xξ)+ŝj+εj≤δj,∀j∉J∪{k}∪{i},∀ξ。 (3)

如果j∈J,则fj(xξ)>fj(x̂)-εj。令:

η=inf
ξ
{fi(x̂)-fi(xξ)-εi},0<σ<min μmin

Jμmax
,ŝj+εj

η
,j∈{ }J 。

当η=0时,记ŝj+εj

η
=+∞(j∈J),则0<σ<1,ŝj+εj>ση≥σ2η(∀j∈J),且:

fi(xξ)+ση+εi≤fi(xξ)+ fi(x̂)-fi(xξ)-ε( )i +εi≤δi-ŝi,∀ξ。

当η>0时,结合不等式(2),又因为f(X)有界,因此lim
ξ→+∞

fj(xξ)=fj(x̂)-εj<δj-ŝj-εj+σ2η。由极限的定

义,则存在ξ0>0使得:

fj(xξ)+ŝj+εj-σ2η<δj,∀ξ>ξ0。 (4)

因此取ξ̂>ξ0,令:x=xξ̂,sj=

ŝj+εj-σ2η,j∈J

ŝj+εj+ση,j=i

ŝj+εj,j∉J∪{k}∪{i

ì

î

í

ï
ï

ï
ï }

。由(3),(4)式可知,(x,s)是(SOP)+δ-k的一个可行解。由于

k∉J,故fk(x)=fk(xξ̂)≤fk(x̂)-εk。则有:

fk(x)-∑
j≠k

sjμj=fk(x)-∑
j≠k

ŝjμj-∑
j≠k

εjμj+∑
j∈J

μjσ2η-μiση<

fk(x̂)-εk-∑
j≠k

εjμj-∑
j≠k

ŝjμj≤fk(x̂)-∑
j≠k

ŝjμj-ε。

这与(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k的ε-最优解矛盾。

若η=0,则{fi(x̂)-fi(xξ)-εi,ξ∈N+}存在收敛子列。不妨设lim
ξ→+∞

(fi(x̂)-fi(xξ)-εi)=0。此外,由(2)

式可得,存在ξ0>0,使得:

0<fi(x̂)-fi(xξ)-εi<
ŝj+εj

2
,∀ξ>ξ0,j∈J,
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fj(xξ)-fj(x̂)+εj<σ2(fi(x̂)-fi(xξ)-εi),∀ξ>ξ0。
故对任意的ξ>ξ0,有:

fj(xξ)+ŝj-σ2(fi(x̂)-fi(xξ)-εi)+εj≤δj,∀j∈J。

因此取ξ̂>ξ0,令ηi(ξ̂)=fi(x̂)-fi(xξ̂)-εi,且:x=xξ̂,sj=

ŝj+εj-σ2ηi(ξ̂),j∈J

ŝj+εj+σηi(ξ̂),j=i

ŝj+εj,j∉J∪{k}∪{i

ì

î

í

ï
ï

ï
ï }

,则(x,s)是(SOP)+δ-k 的一个

可行解。此外,

fk(x)-∑
j≠k

sjμj=fk(x)-∑
j≠k

ŝjμj-∑
j≠k

εjμj+∑
j∈J

μjσ2ηi(ξ̂)-μiσηi(ξ̂)<

fk(x̂)-εk-∑
j≠k

εjμj-∑
j≠k

ŝjμj≤fk(x̂)-∑
j≠k

ŝjμj-ε。

这与(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k的ε-最优解矛盾。

2)当k=i时,令σ为情况1)中定义的σ且令ηi(ξ)=fi(x̂)-fi(xξ)-εi,则存在ξ0>0和β≥2使得:

fj(xξ)+ŝj+εj-σβηi≤δj,∀ξ>ξ0,∀j∈J。

fk(xξ)<fk(x̂)-εk-μmaxσβ-1ηi,∀ξ>ξ0。

因此取ξ̂>ξ0,令:x=xξ̂,sj=
ŝj+εj-σβηi(ξ̂),j∈J

ŝj+εj,j∉J∪{k{ }
,则(x,s)是(SOP)+δ-k的一个可行解且:

fk(x)-∑
j≠k

sjμj=fk(x)-∑
j≠k

ŝjμj-∑
j≠k

εjμj+∑
j∈J

μjσβηi(ξ̂)<

fk(x̂)-εk-∑
j≠k

εjμj-∑
j≠k

ŝjμj-μmaxσβ-1ηi(ξ̂)+∑
j∈J

μjσβηi(ξ̂)<fk(x̂)-∑
j≠k

ŝjμj-ε。

这与(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k的ε-最优解矛盾。

3)当k∈J时,与情况1)类似,取ξ>ξ0,令x=xξ,当η>0时,取η′=η且sj=

ŝj+εj-σ2η,j∈J\{k}

ŝj+εj+ση,j=i

ŝj+εj,j∉J∪{i

ì

î

í

ï
ï

ï
ï }

。

当η=0时,取η′=ηi(ξ)且sj=

ŝj+εj-σ2ηi(ξ),j∈J\{k}

ŝj+εj+σηi(ξ),j=i

ŝj+εj,j∉J∪{i

ì

î

í

ï
ï

ï
ï }

,因此(x,s)是(SOP)+δ-k的一个可行解。由于k∈J,则

有lim
ξ→+∞

fk(xξ)=fk(x̂)-εk,也即lim
ξ→+∞

(fk(x̂)-fk(xξ))=εk,故:

lim
ξ→+∞

(fk(x̂)-fk(xξ))-ε+∑
j≠k

εjμj-∑
j∈J

μjσ2η′+σμiη′=

εk-ε+∑
j≠k

εjμj-∑
j∈J

μjσ2η′+σμiη′>0。

则存在ξ1>0,使得fk(xξ)-∑
i≠k

εiμi<fk(x̂)-ε-∑
j∈J

μjσ2η′+σμiη′,∀ξ>ξ1。取ξ*>max{ξ0,ξ1},则(x*=

xξ
*,s*)是(SOP)+δ-k的一个可行解,其中:s*j =

ŝj+εj-σ2η′,j∈J\{k}

ŝj+εj+ση′,j=i

ŝj+εj,j∉J∪{i

ì

î

í

ï
ï

ï
ï }

。因此,有:

fk(x*)-∑
j≠k

s*
jμj=fk xξ( )* -∑

j≠k
ŝjμj-∑

j≠k
εjμj+∑

j∈J
μjσ2η′-μiση′<

fk(x̂)-∑
j≠k

ŝjμj-ε-∑
j∈J

μjσ2η′+σμiη′+∑
j∈J

μjσ2η′-μiση′=fk(x̂)-∑
j≠k

ŝjμj-ε。

这与(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k的ε-最优解矛盾。

综上所述,x̂是(MOP)的ε-真有效解。 证毕

注2 若定理中(x̂,ŝ)为(SOP)+δ-k的ε-最优解,但ŝ不满足对任意的i≠k有ŝi>0,则x̂不一定就是(MOP)的ε-
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真有效解,即定理的结论不一定成立。下面举例说明。
例1 考虑如下多目标优化问题:

(MOP) minf(x)=(f1(x),f2(x)),

s.t.x∈X=[-3,5]。

其中:f1(x)=
3x+1,x∈[-3,1)

1
2x

æ

è
ç

ö

ø
÷+1
2

+4,x∈[1,5{ ]
,f2(x)=

(1-x)2,x∈[-3,1)

0,x∈[1,4]
(x-4)2,x∈(4,5

ì

î

í

ï
ï

ïï ]
。

由(MOP)的ε-真有效解的定义以及图1可得,(MOP)的ε-真有效解集为[-3,1)。此外,令:

k=1,δ2=f2(x̂),x̂=1,μ2=1,ŝ2=0,ε1=0.1,ε2=0。

则(SOP)+δ-k的可行域为{(x,s)|f2(x)+s2≤f2(x̂),x∈[1,4],s2≥0}。

进一步,由f2(x)的表达式可以知道,可行域中x可以取的范围为[1,4],ŝ2 只能取0。此外,可以验证(x̂,ŝ)

是(SOP)+δ-k的ε-最优解。显然(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k的可行解且ŝ=ŝ2 只能取0,(SOP)+δ-k 的的目标函数表达式以及

f1(x)在[1,4]单调递增可知,(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k的ε-最优解,但值得注意的是x̂不是(MOP)的ε-真有效解。
下面的例子说明:本文给出的已知条件是合理的且利用本文所建立的结果可以判断多目标优化问题的可行

解是否是其ε-真有效解。
例2 考虑如下多目标优化问题:

(MOP) minf(x)=(f1(x),f2(x)),

s.t.x∈X=[-3,4]。

其中:f1(x)=
x+1,x∈[-3,1)
(x-1)2+3,x∈[1,4{ ]

,f2(x)=
1-79
æ

è
ç

ö

ø
÷x
2
,x∈[-3,1)∪(3,4]

0,x∈[1,3{ ]
。

由(MOP)的ε-真有效解的定义以及图2可得,(MOP)的ε-真有效解集为[-3,1]。此外,令:

k=1,δ2=f2(x̂),x̂=1,μ2=1,ŝ2=0,ε1=0,ε2=0.1。

则(SOP)+δ-k的可行域为{(x,s)|f2(x)+s2≤f2(x̂),x∈[1,3],s2≥0}。

图1 (MOP)的目标函数图像

Fig.1 Imageofobjectivefunctionsfor(MOP)
图2 (MOP)的目标函数图像

Fig.2 Imageofobjectivefunctionsfor(MOP)

进一步,由f2(x)的表达式可以知道,可行域中x可以取的范围为[1,3],ŝ2 只能取0。此外,可以验证(x̂,ŝ)

是(SOP)+δ-k的ε-最优解。显然(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k的可行解,且由ŝ=ŝ2 只能取0,(SOP)+δ-k 的目标函数表达式以

及f1(x)在[1,3]单调递增可知,(x̂,ŝ)是(SOP)+δ-k的ε-最优解,且x̂的确是(MOP)的ε-真有效解。
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ANoteonε-ProperlyEfficientSolutionsinMulti-ObjectiveOptimization

XIADandan,CHENMeishan,LIUXuewen
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Thescalarizationpropertiesofε-properlyefficientsolutionsformulti-objectiveoptimizationisstudiedbyusing
theimprovedconstraintscalarizationmethod.[Methods]Basedontheexistingresearch,itfirstlyanalysesthescalarizationresultof
ε-properlyefficientsolutions,andtwoconditionsarecontradictoryintheresult.Furthermore,theresultismodifiedbyintroducing
newconditions.[Findings]Usingtheimprovedconstrainedscalarizationmethod,thescalarizationresultoftheε-properlyefficient
solutionsinthemulti-objectiveoptimizationproblemareestablishedunderthenewconditions.Inaddition,someexamplesaregiven
toillustratethemainresults.[Conclusions]Theconclusionobtainednotonlyrevisetheresultinexistingliterature,butalsoprovide
newideasforthestudyofthepropertiesofsolutionsinmulti-objectiveoptimizationproblems.
Keywords:improvedconstraintscalarizationmethod;multi-objectiveoptimizationproblem;ε-properlyefficientsolutions
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