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各向异性Hardy空间上具有Besov正则性的乘子
*

贺 玉,陈 焦

(重庆师范大学 数学科学学院,重庆401331)

摘要:【目的】研究了关于各向异性 Hardy空间 Hp(Rn;A)(0<P<1)上的乘子定理,其中A 为伸缩矩阵。【方法】利用

Littlewood-Paley-Stein平方函数分解。【结果】在各向异性 Hardy空间上建立带有Besov正则性的Fourier乘子,相应给

出了乘子有界的最佳光滑性指标,改进了已有文献中乘子的光滑性的结果。【结论】在各向异性的Hardy空间上建立了临

界光滑的 Hörmander乘子定理。
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1研究背景

各向异性Hardy空间推广了Fefferman和Stein的经典Hardy空间以及Caldeṙon和Torchinsky的抛物线

Hardy空间,带有伸缩矩阵A诱导的几何学和拟范数。Bownik在文献[1-2]中对此进行了广泛研究。本文的主

要目的是利用Littlewood-Paley-Stein平方函数理论,在各向异性Hardy空间上建立Caldeṙon和Torchinsky型

Hörmander-Mihlin乘子定理[3]。Littlewood-Paley-Stein理论是建立多参数 Hardy空间Fourier乘子和奇异积

分算子有界性的有力工具,如Huang等人[4],Ding等人[5]和Han等人[6]的工作,但是在这些工作中,乘子核的最

优光滑性没有处理。因此,要建立Hörmander-Mihlin型乘子定理以及乘子的最优光滑性的工作,实质上需要更

精细的分析。本文借鉴Caldeṙon和Torchinsky在经典Hardy空间上的工作精神,在各向异性 Hardy空间上建

立一个Hörmander-Mihlin型乘子定理。许多作者已经对乘子进行了研究,可参见文献[7-18]。
为了更好地解释乘子定理,下面将会给出相关的定义说明。
设A为n×n阶实矩阵,且|A|=b。如果A的所有特征值λ满足|λ|>1,则称A为伸缩矩阵。如果λ1,…,λn

是A的特征值,按范数从小到大排序,定义λ-和λ+,满足1<λ-<|λ1|和|λn|<λ+。记ζ±=
lnλ±

lnb
。与A 相关联

的是一系列嵌套椭球{Bj}j∈Z使Bj+1=A·Bj 且|B0|=1。如果A*是A的转置矩阵,那么A*也是一个与A具有

相同行列式b和特征值的伸缩矩阵,并且具有自己的嵌套椭球{Bj}j∈Z。对于伸缩矩阵A,结合DAf(x)=f(Ax)
定义伸缩算子。使用ρ和ρ*分别表示伸缩矩阵A*和A诱导的正则范数。

设S(Rn)和S′(Rn)分别是Schwartz函数和缓增分布,如果φ∈S(Rn)和j∈Z,利用φj(x)=bjφ(Ajx)表示各

向异性的伸缩变换。运用文献[1]的方法,结合:S∞(Rn)≐{φ∈S(Rn):∫Rnφ(x)xαdx=0,α∈Zn
+}。且设S′∞(Rn)

是S∞(Rn)的拓扑对偶空间具有弱-*拓扑。下面将定义f∈S(Rn)的Fourier变换Ff和Fourier逆变换F-1f,

其中:Ff(ξ)=f̂(ξ)=∫Rn
e-2πix·ξf(x)dx 与F-1f(x)=∫Rn

e2πix·ξf(ξ)dξ。 对于m∈L∞(Rn)和f∈S(Rn),线性

Fourier乘子算子m(D)被定义为m(D)f(x)=F-1[mf̂](x)=∫Rn
m(ξ)f̂(ξ)e2πix

·ξdξ。 对k∈Z,记 fk(x)=

b
k
pf(Akx)。那么,这个伸缩在 Hp

A 和Lp 范数下是不变的:fk Hp
A= f Hp

A
和 fk Lp= f Lp。在Fourier变换
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下,有f̂k(ξ)=bk 1
p( )-1 f̂((A*)-kξ)。对s∈R定义:

(Dsf)̂(ξ)=(1+ρ*(ξ))sξ-f̂(ξ)=<ρ*(ξ)>sξ-f̂(ξ)。
则各向异性Sobolev空间Ws(A*)由所有f∈S′(Rn)组成,且满足 f Ws(A*)≐ Dsf L2<∞。

固定φ∈S,φ的支集包含于B*
1\B*

-1,并且对所有的ξ≠0,∑
j∈Z

φ(A*jξ)=1。 设mj(ξ)=m(A*jξ)φ(ξ)。

定义1[2] ε∞(Rn)表示所有的函数ψ∈S(Rn),且满足:1)suppψ̂⊂B*
1\B*

-1;2)sup
j∈Z
|ψ̂((A*)jξ)|>0。对任

意的ξ∈Rn\{0
→

n},其中A*表示A的转置。
定义2[4] 设p∈(0,∞)和ψ∈ε∞(Rn)。各向异性 Hardy空间 Hp(Rn;A)通过Littlewood-Paleyg-函数定

义为 f Hp(Rn;A)≐ ∑
j∈Z

|ψj*f|{ }2
1
2

Lp(Rn)< ∞,其中f∈S′(Rn)。

记ζ±=
lnλ±

lnb
。在文献[3]里作者建立了如下乘子定理。

定理1[3] 假设m(ξ)是一个在Rn 上的函数,满足:

sup
j∈Z

mj Ws(A*)<∞。 (1)

其中:s>ζ-1
-
1
p-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
。那么Tm 是从Hp(Rn;A)到 Hp(Rn;A)有界的,对任意的0<p≤1有:

Tm Hp
A→Hp

A≤Csupj∈Z
mj Ws(A*)。 (2)

其中:Tmf(x)=∫Rn
m(ξ)f̂(ξ)e2πix

·ξdξ。

注1 对应经典的Hardy空间。此时,伸缩矩阵A=2In,其中In 为n×n单位矩阵。所以λ-=λ+=2。那

么,ρ*(x)=|x|n 且有logbλ- =n。在这种情况下,s>n 1
p-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,从而回到Caldeṙon和Toechinsky建立的经典

结果(2)式[3]。

固定φ∈S,φ支集包含于B*
1\B*

-1上,对任意的ξ≠0,有∑
j∈Z

φ(A*-jξ)=1。 设φ0(ξ)=1-∑
∞

j=1
φ(A*-jξ)。

对于1≤p,q≤∞及s∈R,各向异性Besov空间Bs
p,q(A*;Rn)包含所有的f∈S′(Rn)且满足:f Bsp,q

(A*;Rn)=

∑
∞

k=0
bζ-ksq φk(D)f q

L( )p

1
q < ∞。 对于m(ξ),设mj(ξ)=m(A*jξ)φ(ξ)。

在本文中,当0<p<1时,可以得到乘子的最佳光滑性结果,看成是定理1的极限情形,即s=ζ-1
-
1
p-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
。

定理2 假设m(ξ)是一个在Rn 上的函数,满足:

sup
j∈Z

mj Bs2,p(A
*)<∞。 (3)

且s=ζ-1
-
1
p-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
。则Tmf(x)=∫Rn

m(ξ)f̂(ξ)e2πix
·ξdξ是从Hp(Rn;A)到Hp(Rn;A)有界的,对任意的0<p<

1,有:

Tm Hp
A→Hp

A≤Csupj∈Z
mj Bs2,q(A

*)。 (4)

定理3 假设m(ξ)是一个在Rn 上的函数,满足:

sup
j∈Z

mj Bs2,p(A
*)<∞。 (5)

其中:s>ζ
-1
-

2
和0<q<∞。则Tmf(x)是从 H1(Rn;A)到 H1(Rn;A)有界的。

注2 定理3证明与定理2的类似。因此,本文将重点研究定理2。

2预备知识

关于伸缩矩阵和各向异性Hardy空间的一些基本定义和事实参见文献[1]。对于一个伸缩矩阵A,可以找

到一个齐次拟范数,即一个可测映射ρA:Rn→[0,∞)且常数C≥1满足:

1)ρA(x)=0,当x=0时;
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2)ρA(Ax)=bρA(x),对任意的x∈Rn;

3)ρA(x+y)≤C[ρA(x)+ρA(y)],对任意的x,y∈Rn。
在文献[1]中,对于给定的伸缩矩阵A,存在一个对称的开椭球B0 和r∈(1,∞),使得B0⊂rB0⊂AB0,并且

可以另外假设 B0 =1,其中 B0 表示B0 的n维Lebesgue测度。在本文中,当k∈Z时,Bk=AkB0。设α为满

足2B0⊂AαB0 的最小整数。则Bk 是开的,Bk⊂rBk⊂ABk+1且 Bk =bk。显然,α≥1。此外,可以使用椭球来定

义与A相关的正则拟范数:

ρA(x)=
bj,若x∈Bj+1\Bj

0,若x{ =0
。 (6)

一旦A是固定的,将去掉下标,ρ是表示正则范数。转置矩阵A* 也是一个伸缩矩阵,它的行列式和离心率与A
相同,但具有自己的嵌套椭球体{B*

k }k∈Z和范数ρ*。此后,C表示一个一般常数,它可能依赖于伸缩矩阵A 和任

何参数n,p,q,并且在不同的地方可以变化,但与f∈Hp
A 无关。本文用f≺g表示f≤Cg。对于L∈R,[L]表示

不超过L的最大整数。
引理1[11] 假设ρA 是与伸缩矩阵A 相关的齐次拟范数,则存在一个常数CA,使得:

1)C-1
Aρ(x)ζ-≤|x|≤CAρ(x)ζ+,当ρ(x)≥1时;

2)C-1
Aρ(x)ζ+≤|x|≤CAρ(x)ζ-,当ρ(x)≤1时;

3)C-1
Abjζ-|x|≤|Ajx|≤CAbjζ+|x|,当j≥0时;

4)C-1
Abjζ+|x|≤|Ajx|≤CAbjζ-|x|,当j≤0时。

其中:CA 仅依赖于A 的离心率:ζ±=
lnλ±

lnb
。

对于任何局部可积函数f,f的Hardy-Littlewood最大函数M(f)被定义为:

M(f)(x)=sup
k∈Z

sup
x∈y+Bk

1
Bk∫y+Bk

f(z)dz。

对于任意的x∈Rn。在文献[1]中,Bownik证明了M 在Lp(Rn)上从L1(Rn)到L1,∞(Rn)有界,其中p∈(1,∞]。
本文将使用下面类似于欧氏空间二进制方体格的分解[1,11]。
引理2[1] 设A是伸缩矩阵。存在一个开子集合Ω≐{Qk

α⊂Rn:k∈Z,α∈Ik},其中Ik 是一些指标集,使得:

1) Rn\∪αQk
α =0对于任意的固定k和Qk

α∩Qk
β=∅如果α≠β;

2)对任意的α,β,k,l且k≥l,有Qk
α∩Ql

β=∅或者Ql
α⊂Qk

β;

3)对任意的(l,β)且k<l,存在唯一的α,使得Ql
β⊂Qk

α;

4)存在一些负整数v和一些正整数u,k∈Z和α∈Ik 使得对任意的x∈Qk
α,存在xQk

α∈Q
k
α 满足:xQkα+Bvk-u⊂

Qk
α⊂x+Bvk-u。

为了方便,称Qk
α 为二进制方体。

在不失一般性的前提下,只考虑xR=0,然后存在一些负整数v和一些正整数u,使得Bvk-u⊂R⊂Bvk+u。设

R″=Bvk+u-v+3σ。对于任意的二进制方体Qk
α 以及k∈Z和α∈Ik,把它的水平设为l(Qk

α)≐k。设A 是 Rn 的伸缩

矩阵,其中:Ω,l(Q),v,u与引理2中对应的相同。称R 为二进制长方体。其次需要各向异性Hardy空间中矩形

原子的定义。

定义3[11] 当p∈(0,1],q∈[2,∞),s∈Z+和s> q
p

æ

è
ç

ö

ø
÷-1ζ-1é

ë
êê

ù

û
úú- 时,三重(p,q,s)被称为可容许的。对于任

意的R∈Ω,函数aR 被称为(p,q,s)-原子,当:

1)aR 是R″上的支集,其中R‴≐xR+B*
v(l(R)-1)+u+3σ;

2)∫Rn
aR(x)xαdx=0,任意的 α ≤s;

3)aR LqRn≤ R
1
q-

1
p。

下面会给出一些后面会用到的相关的性质和引理。
性质1[14] 如果sup

j∈Z
m(A*·)φ(·)Bs2,p(R

n;A)<∞,那么m∈L∞(Rn)。

性质2[9] 如果s>0,则有下面不等式成立
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fg Bs2,p(R
n;A)≺ f Bs2,p(R

n;A) g Bs∞,p(R
n;A)。 (7)

引理3[9] 设s>0,0<p≤1,以及췍φ∈S(Rn),使得supp췍φ是紧的且不包含原点。假设Φ∈C∞(Rn\{0})满足

D-j
A*∂β

ξD
j
A*Φ(ξ)≤C。对于多重指标β,所有的j∈Z和ξ∈B*

j+1\B*
j 。那么存在一个常数C>0,使得:

sup
j∈Z

m(A*j·)Φ(A*j·)췍φ Bs2,p(A
*)≤Csup

j∈Z
mj Bs2,p(A

*)。

任意的m∈L∞(Rn),满足sup
j∈Z

mj Bs2,p(A
*)<∞,其中:mj(ξ)=m(A*jξ)φ(ξ),suppφ(ξ)⊆{ξ:ξ∈B*

1\B*
-1}。

3定理证明

本节着重给出定理2的详细证明。
证明 因为Tm 是一个卷积算子,根据(2)式,有 Tm L2→L2≺ m L∞。

根据性质2与(7)式,有:

m L∞≺sup
j

mj Bs2,p(A
*)。 (8)

很容易验证当s2≥s1>0时,有Bs2
2,p(Rn;A)→Bs1

2,p(Rn;A)。因此,考虑下面情形就足够:

ζ-1
-
1
p-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 ≤s< ζ-1

-
1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú-1 +ζ

-1
-

2 +1
。 (9)

为了证明主要定理,只需证明对所有 Hp
A-原子a,满足 Tm(a)Hp

A→Hp
A≺supj∈Z

mj Bs2,p(R
n;A*)。其中a是支集在R″

上的一个矩形原子,R″的中心是原点。设R″γ≐B*
v(l(R)-1)+u+5σ≐B*

l 。其中R″γ 为R″扩大了γ 倍且γ≥2。根据

Hölder不等式和(8)式,有:

Tm(a)Hp
A =∫R″γ

∑
j∈Z

|ψj+Tm(a)|{ }2
p
2d( )x

1
p
≤ R″γ

2-p
2p∫R″γ

∑
j

|ψj+Tm(a)|{ }2 d( )x
1
2

≤

C mj L∞ R″γ
2-p
2p∫R″γ

|a(x)|2d( )x
1
2

≤Csup
j

mj Bs2,p(A
*)。

利用(8)式,设T*
m(a)(x)= ∑

j
|ψj*Tm(a)|2(x( ))

1
2。 要证Tm:Hp(Rn;A)→Hp(Rn;A),只需证明:

Tm(a)(x)p
Lp(R″cγ)≤supj mj

p
Bs2,p(A

*)。

其中:s满足(9)式。为了方便定义Kj(x)≐F-1[m(ξ)(φ(A*)-jξ)](x)。如果设췍Kj≐F-1[mj],那么可以证明

Kj(x)=bj췍Kj(Ajx)。
因此,有:

T*
m(a)(x)= ∑

j
|Tm(·)φ((A*)-j·)(a)(x)|( )2

1
2 =

∑
j

|∫Rn
Kj(x-x1)a(x1)dx1|( )2

1
2

≐ ∑
j

|Fj(x)|( )2
1
2。

利用Lp-范数的p-次幂可加性,p≤1和Hölder不等式,有如下估计:

∫R″γ
T*

m(a)(x)pdx≤

∑
j
∑
k≥k0
∫Bk+1\Bk

ρ*(x)-sζ-
2p
2-pd( )x

1-p
2∫Bk+1\Bk

ρ*(x)2sζ- Fj(x)2d( )x
p
2

≤C∑
j
∑
k≥k0

ρ*(x)-sζ-Fj
p
L2(Bk+1\Bk)

。

其中:k0=[logb|R″γ|]-1。
注意到:

Fj(x)=∫Rn
Kj(x-x1)- ∑

|α|≤L-1

1
α!

(-x1)α∂αKj(xæ

è
ç

ö

ø
÷)a(x1)dx1=

L∑
|α|=L∫Rn∫0<t<1

(-x1)α
α!

(1-t)L-1∂αKj(x-tx1)a(x1)dtdx1。

其中:0≤L≤ ζ-1
-
1
p-

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

是整数。因此,有:

Fj(x)≤∫R″
a(x1)2dx( )1

1
2

×∑
|α|=L∫R″∫0<t<1

|(-x1)α∂αKj(x-tx1)a(x1)|2dtdx( )1
1
2

≤
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R″
1
2-1p∑

|α|=L∫R″∫0<t<1
|(-x1)α∂αKj(x-tx1)a(x1)|2dtdx( )1

1
2。

最后一个不等式来自引理1。利用(6)式,有ρ*(x-tx1)≈ρ*(x)。得到:

∑
k≥k0

ρ*(x)sζ-∫R″∫0<t<1
|(-x1)α∂αKj(x-tx1)|2dtdx( )1

1
2 p

L2(Bk+1\Bk)
=

∑
k≥k0
∫R″∫0<t<1∫Bk+1\Bk

|ρ*(x-tx1)sζ-(-x1)α∂αKj(x-tx1)|2dxdtdx( )1
p
2

≤

∑
k≥k0
∫R″∫0<t<1∫Bk+1\Bk

|ρ*(x)sζ-(x1)α∂αKj(x)|2dxdtdx( )1
p
2

≤

∑
k≥k0

R
p
2 sup

x1∈R″∫0<t<1∫Bk+1\Bk
|ρ*(x)sζ-(x1)α∂αKj(x)|2dxd( )t

p
2

对于每个椭球R,存在整数j0,使得 R ≈b-j0。由于Kj(x)=bj췍Kj(Ajx)。利用(3)式,有:

∑
k≥k0

sup
x1∈R″∫0<t<1∫Bk+1\Bk

|ρ*(x)sζ-(x1)α∂αKj(x)|2dxd( )t
p
2

=

∑
k≥k0

sup
x1∈R″

bjp ρ*(x)sζ-(x1)α∂α[췍Kj(Ajx)]p
L2(Bk+1\Bk)

≤

b(j-j0)pLζ±bjp 1
2-sζ( )- ∑

k≥0
bkspζ- φ((A*)-kξ)F-1 A*(j-j0)ξ

b(j-j0)ζ
æ

è
ç

ö

ø
÷

±

α

mj(ξ
é

ë
êê

ù

û
úú)(x)

p

L2(Bk+1\Bk)
=

b(j-j0)pLζ±bjp 1
2-sζ( )- mj

p
Bs2,p(A

*)。

其中:离心率ζ±取决于(j-j0)的符号,最后一个不等式来自A*(j-j0)ξ
b(j-j0)ζ±

∈CB*
1 和引理3。

因此,有∑
k≥k0

ρ*(x)sζ-Fj
p
L2(Bk+1\Bk)

≤C R″ p-1b(j-j0)pLζ±bjp 1
2s( )ζ mj

p
Bs2,p(A

*),得到:

R″ 1-p
2-spζ- ρ*(x)sζ-Fj L2(R″cγ)≤C R

p
2-spζ-b(j-j0)pLζ±bjp 1

2-sζ( )- mj
p
Bs2,p(A

*)。

最后∫R″γ
T*

m(a)(x)pdx≤C∑
j

R
p
2-spζ-b(j-j0)pLζ±bjp(12-sζ-

) mj
p
Bs2,p(A

*)。

情形Ⅰ:j-j0≥0。设L=0,有:

sup
j

mj
p
Bs2,p(A

*)∑
j≥j0

b(j-j0)p
1
2-sζ( )- ≤Csup

j
mj

p
Bs2,p(A

*)

情形Ⅱ:j-j0<0。设L= ζ-1
-
1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú-1 +1,有:sup

j
mj

p
Bs2,p(A

*)∑
j<j0

b(j-j0)p
1
2+Lζ-s( )ζ ≤Csup

j
mj

p
Bs2,p(A

*)。

因此,有如下结论:T*
m
(a)(x)p

Lp(R″cγ)
≤Csup

j
mj Ws(A*)b

-γε。

综上所述,定理2得证。 证毕
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MultiplierswithBesovRegularityonAnisotropicHardySpaces

HEYu,CHENJiao
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]ThemultipliertheoremonanisotropicHardyspacesHp(Rn;A)(0<p<1)isstudied,whereAisadilation
matrix.[Methods]ByusingtheLittlewood-Paley-Steinsquarefunction.[Findings]FouriermultiplierswithBesovregularitywere
establishedonanisotropicHardyspaces,andtheoptimalsmoothnessindexofboundedmultiplierswasgiven,whichimprovedthe
resultofsmoothnessofmultipliers.[Conclusions]AcriticalsmoothHörmandermultipliertheoremisestablishedinanisotropic
Hardyspaces.
Keywords:Hörmandermultiplier;Littlewood-Paley’sinequality;anisotropicHardyspace;anisotropicBesovspaces
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