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一类耦合系统的无穷多共振解
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摘要:【目的】考虑含有线性项的基尔霍夫型耦合系统无穷多解的存在性。【方法】利用本征值问题相关理论和代数分析方

法进行求解。【结果】获得无穷多经典解,在实际应用中它们表现出共振形态。【结论】每一个扰动函数至少对应一个共振

解,系统中的参数满足不同条件时分别有1族、2族或3族解,并且通过实例验证了结果的可靠性。
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假定Ω⊂RN(N≥1)是具有光滑边界∂Ω 的区域,讨论含线性项的Kirchhoff问题耦合系统:
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其中:a和b都是任意正实数,λ为正参数,Ñ表示梯度算子,Δ表示Laplace算子,u,v∈C2(Ω)是待求的函数,∂u
∂n

和∂v
∂n

分别表示函数u=u(x)和v=v(x)在边界∂Ω 上的单位外法向量。注意当 N=1时,系统(1)实际上为两点

边值问题组成的耦合系统,然而在两点边值问题中,外法方向可以理解为是从区间内部指向端点的方向,此时系

统(1)的边界条件表示的是单向导数在端点处的值为0,因此如果未知函数在区间端点处具有单向导数并且单向

导数值为0时,为了与N≥2的情形一致,仍然将这种情形的单连通区间视为一个具有光滑边界的区域。将每一

对满足系统(1)的函数组(u,v)∈C2(Ω)×C2(Ω)称为耦合系统(1)的经典解。

Kirchhoff方程是著名物理学家Kirchhoff推广达朗贝尔方程时于1876年首次提出[1],它主要描述固定端

点的弹性绳振动过程中横向的细小位移。而考虑外力干扰条件下驻波解的存在性时,空间变量部分具有如下

形式:

- a+b∫Ω
Ñu 2dx
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因此这样的问题被人们称为Kirchhoff型问题,这里a和b都是常数,Ω 是RN(N≥1)或是其中的一个有界区域,

有时候也可能是不等于RN 的无界区域,g(x,u)是连续函数。由于在方程中含有全局积分∫Ω
Ñu 2dx,人们也

称这种问题为非局部问题。
当常数a和b以及函数g(x,u)满足不同的假设条件时,对Kirchhoff型方程解的存在性研究已经很广泛,但

由于所利用的工具和分析技巧的不同,已出现的结果形形色色。当a与b异号时文献[2]得出g(x,u)为关于u
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的线性项时无穷多解的存在性,文献[3-4]考虑了含临界指数情形下方程(2)解的存在性,分别获得山路解、局部

极小解和无穷多解,并且文献[3]指出a和b异号时为负模量Kirchhoff型问题;而正模量的情形下,Dirichlet边

值条件时参见文献[5-7]及相关引用文献,Nuemann边值条件时参见文献[8-12]及相关引用文献,对于无穷多解

以及近共振情形问题的研究参见文献[13-17]及相关引用文献。特别地,文献[2]利用代数分析方法研究了

Dirichlet边值条件下问题(2)的无穷多解。文献[10]利用喷泉定理获得g(x,u)关于u满足超三次且次临界条件

时问题(2)无穷多解的存在性。文献[12]研究了Neumann边值条件下p-Laplace算子作用的如下Kirchhoff型

耦合系统:
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其中:N≥1,1<p<N,n表示边界∂Ω 上的单位外法向量,Δpu=div(Ñ p-2Ñu)为p-Laplace算子,且 M1,M2 是

关于变量∫Ω
Ñu pdx 的连续函数,它们具有同一个正的下界,二元函数F(u,v)∈C(R2,R)具有周期性,由

f(u,v)和g(u,v)决定,具体表示为对任意的(u,v)∈R2,有Fu(u,v)=f(u,v)和Fv(u,v)=g(u,v),且存在常数

k>0使得F(u+k,v+k)=F(u,v),ρ1,ρ2∈Lp/(p-1)(Ω),1<p<p*,当p≥N 时p*=+∞当1<p<N 时p*=
Np

N-p
,ρ1(x),ρ2(x)满足条件∫Ω

ρ1dx=∫Ω
ρ2dx=0。 在上述假设条件下,利用变分方法获得系统(3)存在1个从

属于W1,p(Ω)×W1,p(Ω)的弱解。而文献[13]介绍了g(x,u)为含有关于u的3次项情形下在-Δu=λu3 主特征

值处至少有3个近共振解,主要技术工具为Ekeland变分原理和三解定理。
受文献[12]启发,本文考虑耦合系统(1),从形式上看系统(1)是系统(3)的一种特殊情况,但文献[12]利用

变分方法仅仅获得系统(3)至少存在1个弱解。尽管文献[2,13]涉及到特征值的近共振,但没有考虑Neumann
边值条件;文献[10,12]考虑了Neumann边值条件,但共振或近共振与否无直接关系。另外,文献[2,10,13]研
究的问题并非区域内部的耦合系统。本文创新点在于,类似于文献[2]的思想,利用本征值问题结合代数分析的

方法考虑系统(1)无穷多共振经典解的存在性,不仅获得了多重解,还利用恰当的例子佐证所得的结论,所采用

的方法和获得的结论与文献[12]均不同。
定理1 设a,b,λ是任意正数(常数参数均可),则系统(1)存在无穷多共振经典解,此外还有:

1)当0<λ<32
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2)当λ=32
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时,系统(1)存在至少两族非平凡的经典解;

3)当λ>32
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1
3
时,系统(1)存在至少三族非平凡的经典解;

4)对任意的λ>0,系统(1)都存在无穷多经典解。

1主要结果及证明

第1步,证明系统(1)中的第二个方程存在无穷多经典解并给出抽象的表达式,它们将在定理1的证明中产

生重要作用。
引理1 考虑耦合系统(1)中的第二个方程,即:

- b∫Ω
Ñu 2d( )x Δu=u,x∈Ω
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。 (4)

那么,问题(4)存在无穷多经典解。
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证明 为了获得问题(4)的无穷多经典解,现考虑如下经典二阶椭圆本征值问题:

-Δu=μu,x∈Ω
∂u
∂n=0

,x∈∂{ Ω
。 (5)

根据文献[18]对本征值问题相关描述可知,存在特征序列{μn}∞n=1⊂R,满足:

0=μ1<μ2≤…≤μn≤…,lim
n→∞

μn=+∞,

且存在函数序列{φn}∞n=1⊂C2(Ω)∩C1(Ω)与上述本征值对应,其中φ1≡C,C为任意常数,使得:

-Δ(tφn)=tμnφn,x∈Ω 且n(x)·Ñ(tφn)=0,x∈∂Ω。 (6)
对所有的t∈R都成立并满足:

∫Ω
Ñφn

2dx=μn∫Ω
φ2

ndx,μ1=0,μ2= inf
φ∈C2(Ω)∩C1(Ω),φ≢C

∫Ω
Ñφ 2dx

∫Ω
φ2dx

>0。

而当μi<μ<μi+1(i∈N)时问题(5)没有解,因此tφn 是方程(5)满足μ=μn 时的经典解。

μ=μn(n≥2)时,设tn =± bμn∫Ω
Ñφn

2dx
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,则b∫Ω
Ñ(tnφn)2dx=μ-1

n ,此式的等号两边同乘以(5)

式的等号两边并令t=tn 便得到-b∫Ω
Ñ(tnφn)2d( )x Δ(tnφn)=tnφn。即un∶=tnφn 是问题(4)的解。特别地,

对于任意的t∈R,如果n=1,那么由于φ1≡C,可知上式左端必然为0,于是右端必然也要满足tφ1=0,因此根据

t∈R的任意性知u1≡0。另外,因φn(n=2,3,…,∞)是带下标的本征函数,它有无穷多个,从而由n=2,3,…,∞
对应un=tnφn 也自然有无穷多个并且un≢C(n≥2),C为任意常数,因此问题(4)有无穷多个解。注意到φn 满足

二阶连续可导可以推出un 也满足二阶连续可导,因此un 是古典解。 证毕

第2步,记上述对应于n=1,2,…,∞的un 构成如下集合:

Utotal∶= un u1 ≡0;un =± bμn∫Ω
Ñφn

2dx
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φn,n≥{ }2 。

于是集合Utotal中的每一个函数都是问题(4)的经典解,需要进一步说明问题(4)的所有经典解构成的集合也

是Utotal。下面将利用反证法证明该结论。假设un 是问题(4)的经典解,un(x)≡0显然是一个经典解。下设

un≢0,如果∫Ω
Ñun

2dx≡0,则(4)式中第一个式子等号右端必然为0,从而un(x)≡0;如果un(x)≡C,则由

Δun≡0推出(4)式中第一个式子等号右端必然为0,从而un(x)≡0。因此un≢0时根据方程(5)的形式可知

∫Ω
Ñun

2

dx≠0且un 不恒为常数,因此有:

-Δu= b∫Ω
Ñu 2d( )x
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对比方程(5)并考虑到当μ=μi(i∈N)时方程(4)有经典解并且μi<μ<μi+1(i∈N)时没有解,于是得出存在

某一个μi,使得μ=μi= b∫Ω
Ñu 2dx
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,而此时必然存在某一个t∈R使得对应方程(4)的解为u=tφi,因此

t= ± bμi∫Ω
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。 即此时u=tφi=± bμi∫Ω
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φi。 注意到Utotal中函数的形式,即可得

出问题(4)的经典解都在Utotal中。
第3步,为了结合分析技巧和代数方法证明系统(1)在来自Utotal的扰动作用下总存在解,给出代数方法证明

中需要用到的一个基本不等关系,此处描述为如下的引理。

引理2 考虑关于c的代数方程 ac3
λc+1=b

,那么该方程在实数域 R上至少有1个实数根;更进一步,当b>
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27a
4λ3

时有3个实根;当b=27a4λ3
时有2个实根;当0<b<27a4λ3

时只有1个实根。

证明 令f(c)=ac3-bλc-b,由于当c→-λ-1时 ac3
λc+1→∞≠b

,从而代数方程 ac3
λc+1=b

的根不可能为

-λ-1,却等价于函数f(c)的零点,注意到a,b,λ>0,则有f(-∞)=-∞,f(0)=-b<0,f(+∞)=+∞。令

f′(c)=3ac2-bλ=0即可得出c=± bλ
3a

为函数f(c)的极值点。cM=- bλ
3a

为极大值点,cm= bλ
3a

为极小值

点,此时极大值fM 与极小值fm 分别为:

fM=f - bλ
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由连续函数的零点存在定理,f(c)在[0,+∞)有零点,从而 ac3
λc+1=b

在[0,+∞)有一个实根;下面证明 ac3
λc+1=b

在(-∞,0)实根的存在情况,在(-∞,0)。此时仅须考虑2λ
3

bλ
3a-1

值的符号关系,于是直接可以计算出b>

27a
4λ3

时,ac
3

λc+1=b
在(-∞,0)有两个实根分居于cM=- bλ

3a
的两边;当b=27a4λ3

时,ac
3

λc+1=b
在(-∞,0)只有实

根c=cM=- bλ
3a
;当0<b<27a4λ3

时 ac3
λc+1=b

在(-∞,0)没有实根。

综上所述,对关于c的代数方程 ac3
λc+1=b

而言,当b>27a4λ3
时有3个实根;当b=27a4λ3

时有两个实根;当0<b<

27a
4λ3

时只有一个实根。 证毕

第4步,断言:对于问题(4)的每一个解函数un∈Utotal,系统(1)中第一个方程存在对应于un 的解vn=cun,其

中c是一个常数。特别地,c可以是代数方程 ac3
λc+1=b

的根。称满足这种情形的解为耦合系统的共振解。

假设vn=cun 是系统(1)中第一个方程的解,其中c是一个常数,那么:

- a∫Ω
Ñvn

2d( )x Δvn =λvn +un,x∈Ω

∂vn

∂n =∂un

∂n =0,x∈∂
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在此情况下,显然有:

- a∫Ω
Ñ(cun)2d( )x Δ(cun)=λ(cun)+un,x∈Ω

∂vn

∂n =∂
(cun)
∂n =0,x∈∂
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。 (8)

下面要证明的是,总存在常数c使得(8)式成立。由于un 是方程(4)的解,从而(8)式的第2个式子显然成

立;而第1个式子可以写成:

- ac3∫Ω
Ñun

2d( )x Δun =(λc+1)un。 (9)

当c=-λ-1时根据(9)式可知等式右端为0,从而左端必然为0,由于a,c均不为0,从而Ñun=0或Δun=0。考虑

到un∈Utotal,因此此时系统(1)只有常数解并且任意常数都是系统(1)的解,由于此时方程(7)的解满足vn=cun,
因此存在函数un≡C,而当un≡C时根据扰动函数知C=0,此时n=1,从而方程(7)受u1≡0扰动时v1≡0,因为

此时相当于没有扰动,从而不能错误地认为vn≡0,但是可以认为,此时可以用un 表出的解只有零解。当c≠-

λ-1时只要存在常数c使得代数方程 ac3
λc+1=b

,那么方程(7)存在可以用问题(4)的解un 线性表出的解。事实上,

根据引理2可知当a,b,λ>0时代数方程 ac3
λc+1=b

至少存在一个根c1。而且当λ>32
2aæ
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b

1
3
时有3个不同的实根
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c1,c2,c3;当λ=32
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时有两个不同的实根c1=3λ

和c2=c3=-32λ
;当0<λ<32
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时只有一个实根c1。因

此,对于每一个un∈Utotal,方程(7)至少存在一个解c1un。更进一步,当λ>32
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(un,c3un),当λ=32
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1
3
时(un,c1un)都是系统(1)的解。

第5步,将根据(4)、(5)、(7)式证明系统(1)不受u扰动的情况下存在无穷多解,此时相当于在方程(7)中

u(x)≡0。如上一步所述,方程(7)中能用u(x)≡0线性表出的解只有零解。μ=μn(n≥2)时,设τn =

± a
λμn∫Ω

Ñφn
2dé
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êê

ù

û
úúx

-12,则a∫Ω
Ñ(τnφn)2dx=λμ-1

n ,在方程(4)的等号两边同乘此式有:

-a∫Ω
Ñ(τnφn)2d( )x Δ(τnφn)=λ(τnφn)。

即vn∶=τnφn 是方程(7)的解,即系统(1)当u≡0时的解。同理可得v1≡0。注意到φn(n=2,3,…,∞)有无穷多

个,从而n=2,3,…,∞时vn=τnφn 共计也有无穷多个,类似第2步知,u≡0时系统(1)的解集为:

Vtotal∶= (un,vn)un ≡0,v1 ≡0;vn =± a
λμn∫Ω

Ñφn
2dé

ë
êê

ù

û
úúx

-12

φn,n≥{ }2 。

证明(定理1) 根据第1步,方程(4)存在零解u(x)≡0和非零解u≢0。而由第4步,u≢0固定时,系统(1)

至少存在一个对应u的经典解。特别地,对任给的非零函数un∈Utotal,当0<λ<32
2aæ

è
ç

ö

ø
÷

b

1
3
时系统(1)至少存在一

个经典解,当λ=32
2aæ

è
ç

ö

ø
÷

b

1
3
时系统(1)至少存在2个经典解,当λ>32

2aæ

è
ç

ö

ø
÷

b

1
3
时系统(1)至少存在3个经典解,这些

解都可以表示为(un,cun),其中c是代数方程 ac3
λc+1=b

的实数根。再由第5步可知,u(x)≡0时系统(1)总有无

穷多解,解集为Vtotal。于是,根据Utotal所含函数的无穷多可知,当0<λ<32
2aæ

è
ç

ö

ø
÷

b

1
3
时系统(1)存在无穷多个经典

解(un,c1un),当λ=32
2aæ

è
ç

ö

ø
÷

b

1
3
时系统(1)存在无穷多对经典解(un,c1un),(un,c2un),当λ>32

2aæ

è
ç

ö

ø
÷

b

1
3
时系统(1)存

在无穷多组经典解(un,c1un),(un,c2un),(un,c3un),这些解均可表示为(un,ciun),其中ci 是代数方程 ac3
λc+1=b

的第i个实数根。根据第5步,对任意的λ>0,(0,vn)∈Vtotal是系统(1)的无穷多解。 证毕

2实例与结论分析

例1 当Ω 取开区间(0,1)时,考虑耦合系统(1)的一维情形,此时问题(4)的解函数集Utotal自然也是一维函

数。根据前文分析可知,此时耦合系统(1)可以重述如下:

- a∫
1

0
v′ 2d( )x v″=λv+u,x∈ (0,1)

- b∫
1

0
u′ 2d( )x u″=u,x∈ (0,1)

lim
x→0+

v′(x)=lim
x→1-

v′(x)=lim
x→0+

u′(x)=lim
x→1-

u′(x)=

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 0

。 (10)

现考虑同一区间Ω 上的一维本征值问题(5),那么它的本征值为μn=(n-1)2π2,本征值对应的本征函数

φ1≡C为任意常数,n≥2时φn=cos[(n-1)πx]。按照定理1的证明过程,当n=1时总可以令t1=0,当n≥2时

令tn =± bμn∫
1

0
φ′n 2dx

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú 

-12

,可算出:

tn =± b(n-1)2π2∫
1

0
nπsin[(n-1)πx]2dx

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú 

-12

=± 2b
b(n-1)2π2

,n≥2。

于是,此时对应于问题(4)的解un=tnφn 可以更明确地表示为:
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un=tnφn=
0,n=1

± 2b
b(n-1)2π2cos

[(n-1)πx],n≥

ì

î

í

ïï

ïï 2
。 (11)

所有的函数un 构成的集合便为Utotal。

如前面第4步所述,当λc+1=0时可以用un 表出的解只有零解。而λc+1≠0时关于c的代数方程 ac3
λc+1=b

可以描述为c3-bλac-b
a=0

。当b=27a4λ3
时有2个不同的实根:

c1=3λ=
4bæ

è
ç

ö

ø
÷

a

1
3,c2=c3=- bλ

3a=-
3
2λ=-

b
2
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

1
3。

当0<λ<32
2aæ

è
ç

ö

ø
÷

b

1
3
时有一个实根c1,当λ>32

2aæ

è
ç

ö

ø
÷

b

1
3
时有3个实根c1,c2,c3,根据Cardano公式得:

c1= b
2a+

b2
4a2-

b3λ3
27a

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

1
3

+ b
2a-

b2
4a2-

b3λ3
27a

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

1
3
,

c2=ω b
2a+

b2
4a2-

b3λ3
27a

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

1
3

+ω2 b
2a-

b2
4a2-

b3λ3
27a

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

1
3
,

c1=ω2 b
2a+

b2
4a2-

b3λ3
27a

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

1
3

+ω b
2a-

b2
4a2-

b3λ3
27a

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

1
3
。

其中:ω=-1+i32
,ω2=-1-i32

,i2=-1。因此耦合系统(10)至少存在一组共振解(un,c1un)。并且λ>

3
2
2aæ

è
ç

ö

ø
÷

b

1
3

时(un,c1un),(un,c2un)和(un,c3un),λ=32
2aæ

è
ç

ö

ø
÷

b

1
3
时(un,c1un)和 un,- bλ

3au
æ

è
ç

ö

ø
÷n 以及0<λ<32

2aæ

è
ç

ö

ø
÷

b

1
3
时

(un,c1un)都是系统(10)的经典解,它们有无穷多个,其中un 由(11)式决定。

如前面第5步所述,当n=1时,令τ1=0;当n≥2时,令τn =± a
λμn∫Ω

Ñφn
2dé

ë
êê

ù

û
úúx

-12,可得:

τn =± a
λ
(n-1)2π2∫

1

0
nπsin[(n-1)πx]2dé

ë
êê

ù

û
úúx

-12
=± 2aλ

a(n-1)2π2
,n≥2。

于是,u≡0时系统(10)的解可以表示为(0,vn),其中:

vn=τnφn=
0,n=1

± 2aλ
a(n-1)2π2cos

[(n-1)πx],n≥

ì

î

í

ïï

ïï 2
。 (12)

即耦合系统(10)的一组解集为Vtotal∶={(0,vn)}∞n=1,其中vn 由(12)式决定。
综上所述,获得耦合系统(10)经典解的存在性及其表示,通过实例来提高了耦合系统(1)中结论的可靠性。

另外,作为本文的结论,通过本征值问题以及代数分析的方法,获得耦合系统(1)的无穷多经典解,本文所得到的

解,主要用来描述系统振动在横向上形成的共振现象,它可以视为Kirchhoff型问题的混合作用模型中,两种流

体弹性材料混合在一起时,如果一种弹性材料受力横向振动用v=v(x)表示,另一种弹性材料与之附着受力横向

振动用u=u(x)表示,则本文的解描述了具有相同振动频率时另一种振动对一种振动的促进或者牵制。对于由

(8)式决定的系统(1)的解(un,ciun),当ci 为正时表示系统形成强烈的共振,当ci∈[-1,0)时表示系统对振幅形

成最大的削弱,当ci≤-1时表示系统对振动方向进行强制反向并对振幅形成最大的削弱,其中ci 是代数方程

ac3
λc+1=b

的第i个实数根。因此耦合系统(1)的研究在生活中具有实际意义。
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InfinitelyManyResonantSolutionsforaClassofSystem

WEIQiping1,WANGYue2,XIONGZonghong1,2,HAOXueyan1

(1.SchoolofDataScienceandInformationEngineering,GuizhouMinzuUniversity,Guiyang550025;

2.SchoolofMathematicsandStatistics,GuizhouUniversity,Guiyang550025,China)

Abstract:[Purposes]ConsidertheexistenceofinfinitelymanysolutionsforaKirchhoff-typecoupledsystem withlinearterms.
[Methods]Itisdiscussedbyusingthetheoriesofeigenvalueproblemandthemethodofalgebraicanalysis.[Findings]Itobtainsthat
thereareinfinitelymanyclassicalsolutions,whichshowresonanceinpracticalapplications.[Conclusions]Itisshownthatthe
systemhasatleastaclassofresonantsolutions.Bytheway,thereareone,twoorthreeclassesofsolutionswhentheparameters
satisfydifferentconditionsinthesystem.Moreover,anexampleisgiventosupplementtheconclusionsdrawn.
Keywords:Kirchhoff-typeproblem;coupledsystem;resonantsolution;methodofalgebraanalysis
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