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基于Kratzer势的D 维薛定谔方程的超对称求解
*

谭 鑫,罗 光,熊露霖

(重庆师范大学 物理与电子工程学院,重庆401331)

摘要:【目的】基于超对称量子力学方法,求解D 维球对称修正Kratzer势和广义Kratzer势作用下的薛定谔方程。【方法】
通过给出试探解的办法得到这两种势作用下的超势,确定了超对称伴随势,并得出对应的形状不变因子,进而解得两种势

对应的D 维球对称薛定谔方程。【结果】利用形状不变因子和升、降算符的作用分别得到了修正Kratzer势和广义Kratzer
势作用下的D 维球对称薛定谔方程的基态能量本征值与本征函数,进而得到激发态的能量本征值和本征函数。【结论】
计算表明D 维球对称条件下修正Kratzer势和广义Kratzer势作用下的薛定谔方程是可以通过超对称量子力学方法求解

的,且当D=3时,可得三维修正Kratzer势和广义Kratzer势的能量本征值与本征波函数。
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求解修正Kratzer势[1]和广义Kratzer势[2]作用下的薛定谔方程,对于研究固体中双原子分子的相关问题极

为重要,它也是分子结构光谱、核运动轨迹、电子和原子以及分子间的碰撞、化学反应动力学等领域的研究基

础[3-5]。这两种势都是基于双原子分子振动的Kratzer势能函数[6]。对于修正Kratzer势作用下薛定谔方程的求

解方法,已有不少文献针对三维情况做了讨论,这些方法主要有级数解法和 Nikiforov-Uvarov(N-U)方法[1,7]。
关于广义Kratzer势的薛定谔方程的求解也有文献做了讨论,不过主要是利用了渐近迭代的方法来讨论N 维情

况下方程的求解问题[2,8]。
在所有关于求解薛定谔方程的方法中,超对称量子力学是一种极为重要的方法[9-10],但目前该方法并未应用

到求解Kratzer势作用下的薛定谔方程。基于此,本文采用超对称量子力学方法,对修正的 Kratzer势和广义

Kratzer势作用下的D 维球对称薛定谔方程的求解问题作了详细讨论,计算出了D(D≥2)维的能量本征值和基

态波函数,并给出了用升降算符表示的束缚态波函数的表达式。

1修正Kratzer势的D维球对称径向薛定谔方程

修正Kratzer势的形式[1]为:
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其中:参数De 为离解能,r为两原子核之间的距离,re 为平衡距离。对应的D 维球对称的径向薛定谔方程为:
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其中:L2D-1=l(l+D-2)。为简便计,令u(r)=r
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。代入(1)式,化简可得:

-d
2

dr2u
(r)+ LD(LD+1)

r2 -2Dere

r -é

ë
êê

ù

û
úúεu(r)=0, (3)

* 收稿日期:2020-06-17  修回日期:2020-11-17  网络出版时间:2021-04-14 10:59
资助项目:国家自然科学基金青年项目(No.11404046);重庆市自然科学基金(No.cstc2012jjA50018);重庆师范大学国家基金预研项目

(No.16XYY31)

第一作者简介:谭鑫,男,研究方向为理论物理,E-mail:txjlja@163.com;通信作者:罗光,男,教授,博士,E-mail:photoncn@cqnu.edu.cn
网络出版地址:https://kns.cnki.net/kcms/detail/50.1165.n.20210414.1011.002.html



即转化成为Kepler问题,可以用超对称方法予以讨论。

1.1D 维修正Kratzer势超势的确定

按照Infeld[11]的因子化思想,在采用超对称方法求解时,最重要的是先确定超势W(r,m)。于是对于(3)式,
可令:

V(r,m)=2Dere

r -LD(LD+1)
r2

。 (4)

其中:m 为正整数,且遵循等差式的递减或递增变化。再引入超势W(x,m),从而可以定义升降算子:

A±
m=W(r,m)∓ddr

, (5)

进而可以定义伴随哈密顿量 H∓
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根据超势,还可以定义伴随势V±(r,m):
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这里V±(x,m)也称为伙伴哈密顿量。这种伴随势V±(r,m)与V(r,m)的关系为:

V-(r,m)=W2(r,m)+dW
(r,m)
dr =-V(r,m-1)-L(m)

V+(r,m)=W2(r,m)-dW
(r,m)
dr =-V(r,m)-L(m

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

。 (7)

其中:L(m)为关于m 的函数,与r无关。进而可得:

W2(r,m+1)-W2(r,m)+dW
(r,m+1)
dr +dW

(r,m)
dr =L(m)-L(m+1)。

易得出伴随势遵循的形状不变性:V+(r,m)-V-(r,m+1)=L(m+1)-L(m)。

结合(4),(6)和(7)式,超势W(r,m)的试探解的形式为[12]:W(r,m)=w-1(r)
m +w0(r)+mw1(r)。代入

(6),(7)两式中,可得:
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且L(m)=-q
2

m2 ,进而可求出w1(r)的解为w1(r)=1r
,V±(r,m)的形式为:
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对比(4)式可知,在引入参数m 以后,m 充当了LD的角色。因此m 的取值为:
m=LD+1,LD+2,…, (8)

以及q=-Dere,因此最终可确定W(r,m)和L(m)的形式分别为W(r,m)=-Dere

m +m
r
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m2 。

并且还可以选择径向量子数nr=m-LD(nr=1,2,3,…),此时有:
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即为伴随势遵循的形状不变性。
1.2D 维修正Kratzer势的能量本征值

D 维修正Kratzer势的径向薛定谔方程的 H-能级为:
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式中:n=nr+LD+1,当m 的取值最小时,即m=LD+1,此时能量最小,且基态能量为:

58第2期           谭 鑫,等:基于Kratzer势的D 维薛定谔方程的超对称求解



ε0=L(m)=-
(Dere)2

m2 =-
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。

最终径向薛定谔方程的能级为:
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至此,恢复用2μ,ћ2,E-De 的参数描述,由ε=E-De 可得D 维修正Kratzer势的能级:
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取D=3,即为三维Kratzer振子的能量本征值为:Enr,l=De-
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N-U方法给出的表达式一致。
1.3D 维修正Kratzer势的本征波函数

由(8)式知,m=LD+1对应的是基态,又由(5)式以及A+
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若D=3,即为三维Kratzer振子的本征波函数:
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与文献[7]用N-U方法给出的表达式完全相同。

2广义Kratzer势的D 维球对称径向薛定谔方程

因为修正后的Kratzer势在预测红外波段吸收光谱时仍有较大误差[13],有研究者提出广义Kratzer势[2],这
种势被定义为:

V(r)=a
r2-

b
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。 (9)

当a=Der2e,b=2Dere,c=De 时,(9)式变为修正Kratzer势。D 维球对称的径向薛定谔方程为:
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式中:L2D-1=l(l+D-2),为简便计,令u(r)=r
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这仍然属于Kepler问题,可以用超对称办法讨论。
2.1D 维广义Kratzer势超势的确定

与1.1节中情况一致,这里V(r,m)=LD(LD+1)
r2 -b

r
,只是用b替换了2Dere,因此W(r,m)和L(m)的解

的形式分别为W(r,m)=-b
2m+

m
r

和L(m)=-b2
4m2,进而有V±(r,m)的形式:
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V±(r,m)=W (r,m)2+dW
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参数nr=m-LD(nr=1,2,3,…)为径向量子数,此时有:
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即为伴随势遵循的形状不变性。

2.2D 维广义Kratzer势的能量本征值

由上述讨论可得径向薛定谔方程的 H-能级:
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式中:n=nr+LD+1,当m 的取值最小时,即m=LD+1,此时能量最小,且基态能量为:
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最终径向薛定谔方程的能级为:
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至此,恢复用2μ,ћ2,E-De 的参数描述,由ε=E-c式可得D 维广义Kratzer势的能级:
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当D=3时,上式即为三维广义Kratzer势的能量本征值:Enr,l=c- μb2
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2.3D 维广义Kratzer势的本征波函数

根据(8)式,m=LD+1对应的是基态,又由(5)式以及 A+
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当D=3时,即为三维Kratzer振子的本征波函数:
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与文献[2]用因子化方法给出的表达式完全相同。

3总结

关于修正Kratzer势和广义Kratzer势作用下的薛定谔方程求解,根据超对称量子力学的思想,主要有以下

3个方面的结论:
1)对于修正Kratzer势和广义Kratzer势作用下的D 维球对称条件下的薛定谔方程的超对称量子力学方法

中,与常规的拼凑超势方法不同,引入了参变量m 的相关讨论,进而确定了超势W(r,m)。
2)由于m 的引入,对于伴随势的形状不变性的导出也显得非常直接,与常规的形状不变性讨论仅限于

V+(r,α)-V-(r,α+1)的形式不同,给出了通项形式的描述形状不变性的表达式。
3)利用升、降算符的作用分别得到了修正Kratzer势和广义Kratzer势作用下的D 维球对称条件下的薛定
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谔方程的基态时的能量本征值和本征函数,进而得到激发态的能量本征值和本征函数。特别讨论了当D=3时

的能量本征值和本征函数,并与文献中的方法得到的结果一致。
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(SchoolofPhysicsandElectronicEngineering,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Basedonthesupersymmetricquantum mechanicsmethod,theD-dimensionalSchrödingerequationunderthe
modifiedKratzerpotentialandthegeneralizedKratzerpotentialissolved.[Methods]Thepartnerpotentialsaregivenbythe
superpotentialwhichobtainedbygivingtrialsolution.Further,fromthepartnerpotentials,additiveconstantisobtained.
[Findings]TheenergyeigenvalueandeigenfunctionofthegroundstateforthemodifiedKratzerpotentialandthegeneralizedKratzer

potentialarederivedbyusingtheadditiveconstantandthelowingandraisingoperators,thentheenergyeigenvaluesand
eigenfunctionsoftheexcitedstateareobtainedrespectively.[Conclusions]ThecalculationsshowthattheD-dimensionalSchrödinger
equationunderthemodifiedKratzerpotentialandthegeneralizedKratzerpotentialcanbesolvedbythesupersymmetricquantum
mechanicsmethod.Theenergyeigenvaluesandeigenfunctionsof3-dimensionalmodifiedKratzerpotentialandgeneralizedKratzer

potentialwillbeexplicitwhenD=3.
Keywords:supersymmetricquantummechanics;superpotential;generalizedKratzerpotential;modifiedKratzerpotential
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