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无限指标集上的择一定理及其在向量优化中的应用
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摘要:【目的】探究无限多个准则的向量优化问题解的刻画。【方法】通过建立无限指标集上的择一定理,研究了无限多个

准则的向量优化问题的弱有效解、有效解和G-真有效解的标量化刻画。【结果】首先,在不需要任何凸性条件下建立了无

限指标集上的择一定理。随后,将择一定理应用到无限多个准则的向量优化问题中,给出了弱有效解、有效解和G-真有

效解的标量化结果。【结论】所得结果对处理无限多个准则的向量优化问题具有实际意义。
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在实际生活中,大量的问题需要对多个目标进行优化决策,这类问题的数学模型为在一定约束条件下极小

化或极大化一个向量值映射,这类问题称为多目标优化问题。多目标优化问题的起源可以追溯到经济学中,经
济学家Pareto[1]将多个难以比较的目标归纳为多目标优化问题,随后又给出了Pareto有效解的朴素思想。

Neuman[2]在多目标优化领域的研究成果推动了多目标优化问题相关课题的发展。Koopmans[3]从生产与分配

的活动分析中,再次提出了多目标优化问题,并同时引进了Pareto有效解的概念。后来,众多学者的研究发现,
非劣意义下的有效解概念过于宽泛,导致在某些向量优化问题中,一些有效解会出现异常。例如:它们不能以标

量化形式给出,需对有效解的定义再稍加限制,这就导致真有效解概念的产生。例如:Geoffrion真有效解[4]、

Borwein真有效解[5]等。提出这些解的概念后,如何求解成为了主要问题。最初解决多目标优化问题的方法为

将它等价转化为对应的数值优化问题处理,此方法称为标量化方法。标量化方法分为线性标量化和非线性标量

化方法。线性标量化基于凸集分离定理或择一定理,在凸性或广义凸性条件下,建立多目标优化问题与线性标

量化问题最优解集的等价性[6-7]。非线性标量化为非凸条件下,可通过建立非凸分离定理或非凸择一定理,得到

多目标优化问题的标量化刻画[8-9]。特别地,Kaliszewaki[10]给出了有限指标集上的非凸择一定理,并应用到多目

标优化问题中,给出了弱有效解、有效解和Geoffrion真有效解的非线性标量化结果。Engau[11]针对无限多个准

则的向量优化问题,在Geoffrion真有效解的基础上提出了改进的Geoffrion真有效解,并给出了凸性条件下的

线性标量化结果和非凸条件下的切比雪夫标量化结果。
本文在文献[10]的基础上,通过建立无限指标集上的择一定理,研究了无限多个准则的向量优化问题的弱

有效解、有效解和G-真有效解的标量化刻画,给出了在没有任何凸性条件下,针对无限指标集的择一定理,并将

择一定理应用到无限多个准则的向量优化问题中,给出在弱有效解、有效解和G-真有效解的条件下相应的标量

化结果。

1预备知识

设I为有限或可数无限指标集,V 是与I对应的实线性向量或l∞-空间,且范数定义为‖v‖∞∶=sup
i∈I

vi <∞,

∀v∈V。若I是有限集,该范数等价于∞-范数。当I是可数无限集,将相应的非负或严格正向量集记为V≥∶=
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{v∈V:vi≥0,∀i∈I};V>∶={v∈V:vi>0,∀i∈I},且引进符号Λ∶={λ∈V:∑
i∈I

λi=1,λi≥0,∀i∈I};Λ°∶=

{λ∈V:∑
i∈I

λi=1,λi>0,∀i∈I}。

设x,y∈V,定义序关系:x≧y⇔xi≥yi,∀i∈I;x≥y⇔xi≥yi,∀i∈I,x≠y;x>y⇔xi>yi,∀i∈I。
考虑如下无限多个目标函数的向量优化问题(VOP):

minf(x),
s.t.x∈C。

其中:∅≠C∈Rn,fi:C→R为凸函数,i∈I。
定义1[11,13] 设x∈C,则:

1)若不存在x∈C使得fi(x)<fi(x),∀i∈I,则称x是(VOP)的弱有效解。

2)若不存在x∈C使得fi(x)≤fi(x),∀i∈I,则称x是(VOP)的有效解。

3)若x是问题(VOP)的有效解且存在实数Mi>0(i∈I)使得对任意满足fi(x)<fi(x)的x∈C和i(i∈I)都

存在满足fj(x)<fj(x)的j,j∈I使得fi(x)-fi(x)
fj(x)-fj(x)

≤Mi,则称x是(VOP)的G-真有效解。

对于无限多个目标函数的向量优化问题,文献[12-14]给出了无限指标集下的择一定理。
引理1[12] 设C⊆Rn 是非空闭凸集,fi(x)(i∈I)是C上的凸函数,则下列说法有且仅有一个成立:1)存在

x∈C使得fi(x)<0,∀i∈I;2)存在λ∈Λ使得f(x)=∑
i∈I

λifi(x)≥0,∀x∈C。

引理2[14] 设C⊆Rn 是非空闭凸集,fi(x)(i∈I)是C上的凸函数,则下列说法有且仅有一个成立:1)存在

x∈C使得fi(x)≤0,∀i∈I;2)存在至多有n+1个非零元素λ和ε>0使得f(x)=∑
i∈I

λifi(x)≥ε,∀x∈C。

利用以上两个择一定理,可建立凸性条件下,无限多个准则的向量优化问题的线性标量化结果。如:文献

[12]利用引理1给出了(VOP)弱有效解的线性标量化结果。文献[14]利用引理2给出了(VOP)有效解的线性

标量化结果。

2无限指标集上的择一定理

为了给出非凸条件下(VOP)问题各种解的非线性标量化刻画,首先将文献[10]中,有限多个指标集的择一

定理推广到无限多个指标集的择一定理。
定理1 设C⊆Rn,fi:Rn→R,i∈I,则下列说法有且仅有一个成立:1)存在x∈C 使得fi(x)<0,∀i∈I;

2)对于任意负数εi,存在正数λi= -1ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
(i∈I)使得sup

i∈I
λi(fi(x)-εi)≥1,∀x∈C。

证明 假设结论1)成立,下面证明结论2)不成立。
当结论1)成立时,存在x∈C,使得fi(x)<0,∀i∈I。取εi∈(fi(x),0)时fi(x)-εi<0,∀i∈I。此时,对

于λi= -1ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
,i∈I都有sup

i∈I
λi(fi(x)-εi)<0。这表明结论2)不成立。

下面证明结论1)不成立时,结论2)成立。
假设结论1)不成立,则对任意的x∈C,存在指标j∈I使得fj(x)≥0。从而有sup

i∈I
fi(x)≥0,∀x∈C。任取

εi<0,i∈I,由λi= -1ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
,i∈I,且sup

i∈I
λifi(x)≥0,∀x∈C。从而有sup

i∈I
λi(fi(x)-εi+εi)≥0。也即

sup
i∈I

λi(fi(x)-εi)≥1。这表明结论2)成立。 证毕

定理2 设C⊆Rn,fi:Rn→R,i∈I,则下列说法有且仅有一个成立:

1)存在x∈C使得fi(x)≤0,∀i∈I;

2)对于任意负数εi 和正数ε,存在正数λi= -ε
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

i
(i∈I)使得sup

i∈I
λi(fi(x)-εi)>ε,∀x∈C。

证明 假设结论1)成立,则存在x∈C,使得fi(x)≤0,∀i∈I。任取εi∈(-∞,0)和ε∈(0,+∞)时

fi(x)-εi≤-εi,∀i∈I。这时,对于λi= -ε
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

i
(i∈I)都有sup

i∈I
λi(fi(x)-εi)≤ε。这表明结论2)不成立。
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下面证明结论1)不成立时结论2)成立。
假设结论1)不成立,则对任意的x∈C,存在指标j∈I使得fj(x)>0。从而有sup

i∈I
fi(x)>0,∀x∈C。

任取εi<0,i∈I和ε>0,令λi= -ε
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

i
,i∈I,且sup

i∈I
λifi(x)>0,∀x∈C。从而有sup

i∈I
λi(fi(x)-εi+εi)>0。

即sup
i∈I

λi(fi(x)-εi)>ε。这表明结论2)成立。 证毕

3向量优化问题的标量化刻画

定理3 若x∈C为(VOP)的弱有效解,则x是如下标量化问题min
x∈C
sup
i∈I

λi(fi(x)-y*
i )的解,其中:

y*
i <fi(x),λi=(fi(x)-y*

i )-1,i∈I。
证明 假设x∈C是弱有效解,则系统fi(x)<fi(x)(∀i∈I)在x∈C 中没有解。由定理1可知,对于任意

负数εi,存在正数λi=(-εi)-1,i∈I使得:

sup
i∈I

λi(fi(x)-fi(x)-εi)≥1,∀x∈C。 (1)

令εi=y*
i -fi(x)<0,i∈I,则λi=(fi(x)-y*

i )-1>0,且由(1)式可知:sup
i∈I

λi(fi(x)-y*
i )≥1,∀x∈C。

又由于1=λi(fi(x)-y*
i ),i∈I,故有sup

i∈I
λi(fi(x)-y*

i )≥sup
i∈I

λi(fi(x)-y*
i ),∀x∈C。这表明结论成立。

证毕

例1 在(VOP)问题中,设I={0,1,2,…},i∈I。其中:当i=0时,有线性函数f0(x)=x;当i≥1时,则有

fi(x)=1-2ix。再令C=[0,1],不难看出x∈C 是有效解集,也为弱有效解集。现令x=0,任取y*
i <fi(x),

yi≠0,i∈I。令λi=(fi(x)-y*
i )-1,i∈I,则对于任意x∈C,当i=0时有:

sup
i∈I

λi(fi(x)-y*
i )≥λ0(f0(x)-y*

i )=
x-y*

i

-y*
i
≥1=sup

i∈I
λi(fi(0)-y*

i ),

这表明x=0为min
x∈C
sup
i∈I

λi(fi(x)-y*
i )的最优解。

定理4 若x∈C 为(VOP)的有效解,则x是标量化问题min
x∈C
sup
i∈I

λi(fi(x)-y*
i )的严格解,其中:ε>0,

λi= ε
fi(x)-y*

i
,y*

i <fi(x),i∈I。

证明 假设x∈C是有效解,则系统fi(x)≤fi(x),∀i∈I在x∈C中没有解。由定理2可知,对于任意负数

εi 和正数ε,存在正数λi= -ε
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

i
,i∈I使得:

sup
i∈I

λi(fi(x)-fi(x)-εi)>ε,∀x∈C。 (2)

令εi=y*
i -fi(x)<0,i∈I,则对于任意正数ε有λi= ε

fi(x)-y*
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
>0,且由(2)式可知:

sup
i∈I

λi(fi(x)-y*
i )>ε,∀x∈C。

又由于ε=λi(fi(x)-y*
i ),i∈I,故有sup

i∈I
λi(fi(x)-y*

i )>sup
i∈I

λi(fi(x)-y*
i ),∀x∈C。结论成立。 证毕

下面为了给出真有效解的非线性标量化结果,首先给出如下引理。

引理3 若x∈C为(VOP)的G-真有效解,对任意αj>0,j∈I,α>0和λ∈Λ°,系统αjfj(x)+α∑
i∈I

λifi(x)<

αjfj(x)+α∑
i∈I

λifi(x)在C上没有解。

证明 设x是G-真有效解,则x是弱有效解,故系统fj(x)<fj(x),∀j∈I在x∈C上没有解。从而对任意的

αj>0,系统

αjfj(x)<αjfj(x),∀j∈I (3)
在x∈C上没有解。下面针对C\{x}中点分为两种情况进行证明。

1)假设x̂∈C\{x}满足 ∑
i∈I

λifi(x)≤ ∑
i∈I

λifi(x̂),则由(3)式可知对任意的α>0,使得αjfj(x̂)+

α∑
i∈I

λifi(x̂)<αjfj(x)+α∑
i∈I

λifi(x)不成立。
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2)假设x̂∈C\{x}满足∑
i∈I

λifi(x)>∑
i∈I

λifi(x̂)。

不妨令ui=τ+sup
x∈C
{fi(x)},i∈I,其中sup{fi(x):i∈I,∀x∈C}<+∞,τ>0。设μi= 1

(ui-fi(x))
,则0<

μi≤1τ<+∞
,且μi(ui-fi(x))=1,i∈I。

令δ(x̂)=sup
i∈I
{ui-fi(x̂)}≥τ>0,γ=∑

i∈I

λi(fi(x)-fi(x̂))
δ(x̂)

>0,则至少存在一个指标i∈I使得:

fi(x)-fi(x̂)≥γδ(x̂)>0。

从而由G-真有效解的定义,存在另一个指标j∈I使得fj(x̂)>fj(x),并且fi(x)-fi(x̂)≤Mi(fj(x̂)-fj(x))。

令ε=(Miδ(x̂))-1>0,则有uj-fj(x)
uj-fj(x̂)

≥1+fi(x)-fi(x̂)
Mi(uj-fj(x̂))

≥1+εγδ(x̂),由此式可得:

uj-fj(x)
uj-fj(x̂)

-ε∑
i∈I

λifi(x)≥1+εγδ-ε∑
i∈I

λifi(x)=1+ε(γδ(x̂)-∑
i∈I

λifi(x))=1-ε∑
i∈I

λifi(x̂)。

根据μi 的定义,从而有fj(x̂)-fj(x)
uj-fj(x̂)

≥ε(∑
i∈I

λifi(x)-∑
i∈I

λifi(x̂)),现令δ1(x̂)=uj-fj(x̂)>0,

β=δ1(x̂)ε,则fj(x̂)+β∑
i∈I

λifi(x̂)≥fi(x)+β∑
i∈I

λifi(x)。 从而对于任意αj>0,令α=βαj,两边同时乘以αj,

则有αjfj(x)+α∑
i∈I

λifi(x)≥αjfj(x)+α∑
i∈I

λifi(x)。

因此,对任意αj>0,j∈I,α>0和λ∈Λ°使得αjfj(x)+α∑
i∈I

λifi(x)<αjfj(x)+α∑
i∈I

λifi(x)在C 上没

有解。 证毕

定理5 若x∈C为(VOP)的G-真有效解,则对任意α>0,x是标量化问题

min
x∈C
sup
j∈I

λj((fj(x)-y*
j )+α∑

i∈I
λi(fi(x)-y*))

的解,其中λj=((fj(x)-y*
j )+α∑

i∈I
λi(fi(x)-y*))-1,y*是任意数使得λj>0。

证明 假设x∈C是G-真有效解,由引理3可知,令αj=1(j∈I)对于任意α>0,则fj(x)+α∑
i∈I

λifi(x)<

fj(x)+α∑
i∈I

λifi(x)(j∈I),在C上没有解,再由定理3的证明可知,对于任意负数εj,存在正数λj=(-εj)-1

(j∈I)使得:

sup
j∈I

λj((fj(x)-fj(x))+α∑
i∈I

λi(fi(x)-fi(x))-εj)≥1,∀x∈C。 (4)

令εj=(y*
j -fj(x))+α∑

i∈I
λi(y* -f(x))<0,j∈I,故:

λj=(-εj)-1=((fj(x)-y*
j )+α∑

i∈I
λi(f(x)-y*))-1,j∈I。

从而由(4)式可知sup
j∈I

λj((fj(x)-y*
j )+α∑

i∈I
λi(fi(x)-y*))≥1,∀x∈C。 又由于:

1=λj((fj(x)-y*
i )+α∑

i∈I
λi(fi(x)-y*)),j∈I,

故对于任意的x∈C,有:

sup
i∈I

λj((fj(x)-y*
j )+α∑

i∈I
λi(fi(x)-y*))≥λj((fj(x)-y*

j )+α∑
i∈I

λi(fi(x)-y*))。 证毕

定理6 若x∈C为(VOP)的G-真有效解,则对任意α>0,x是标量化问题

min
x∈C
sup
j∈I
(λj(fj(x)-y*

j )+α∑
i∈I

λi(fi(x)-y*))

的解,其中:λj=(fj(x)-y*
j )-1,y*

j 是任意数使得λj>0。
证明 假设x∈C 是G-真有效解,令αj=(fj(x)-y*

j )-1,由引理3证明结果可知,对任意x∈C,αj>0,

j∈I,α>0和λ∈Λ°有αjfj(x)+α∑
i∈I

λifi(x)≥αjfj(x)+α∑
i∈I

λifi(x),j∈I。

同理,对于任意的x∈C有:
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sup
j∈I
(αj(fj(x)-y*

j )+α∑
i∈I

λi(fi(x)-y*))≥sup
j∈I
(αj(fj(x)-y*

j )+α∑
i∈I

λi(fi(x)-y*)),

再令αj=λj,j∈I,则该结论成立。 证毕
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OperationsResearchandCybernetics

AlternativeTheoremonInfiniteIndexSetandItsApplicationinVectorOptimization

CHENLei,GAOYing
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Exploringthecharacterizationdescriptionofthesolutiontothevectoroptimizationproblem withinfinite
multiplecriteria.[Methods]Establishinganalternativetheoremonaninfiniteindexset,studyingthecharacterizationofweak
efficientsolution,efficientsolutionandG-properefficientsolutionofthevectoroptimizationproblemwithinfinitemultiplecriteria.
[Findings]Firstofall,thealternativetheoremontheinfiniteindexsetisestablishedwithoutanyconvexity.Subsequently,the
alternativetheoremisappliedtothevectoroptimizationproblemofinfinitemultiplecriteria,andthescalarizedresultsfortheweak
efficientsolution,theefficientsolutionandG-properefficientsolutionaregiven.[Conclusions]Ithaspracticalsignificancefordealing
withvectoroptimizationproblemswithinfinitemultiplecriteria.
Keywords:infiniteindicatorset;alternativetheorems;vectoroptimization;scalarizationmethod
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