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三块非凸优化问题正则化交替方向法的收敛性
*

雷宏旺,彭建文

(重庆师范大学 数学科学学院,重庆401331)

摘要:【目的】针对一类三块非凸优化问题,提出一种正则化交替方向法。【方法】为了更易求得唯一的点(xk+1,yk+1,

zk+1),在原始乘子交替方向法的框架下,对x子问题和y 子问题同时添加一个临近项来正则化原始子问题。【结果】在增

广拉格朗日函数满足KL性质且惩罚参数充分大的条件下,由算法生成的迭代序列的任何聚点都是增广拉格朗日函数的

稳定点。【结论】数值算例结果验证了此算法的有效性。
关键词:交替方向法;Kurdyka-Lojasiewicz性质;稳定点

中图分类号:O221.6 文献标志码:A    文章编号:1672-6693(2021)03-0006-10

近些年来,对于凸优化问题的ADMM方法及与之相关的纯粹理论与应用方面的研究已日趋成熟[1-4],而当

此类算法推广去解决非凸优化问题时,算法的收敛性或许无法保证。在最近的文献研究中,因为非凸优化问题

的应用研究也愈来愈多,因而针对非凸优化问题所提出的ADMM方法也愈加多了起来,那么构造非凸优化问题

的交替方向法及分析它的收敛性具有重要的研究价值。

Guo等人[5]考虑如下的非凸优化问题:

minf(x)+g(y)+h(z),
s.t.Ax+By+z=b。 (1)

其中:f:Rn1→R∪{+∞}为真下半连续函数,g:Rn2→R,h:Rs→R且都为连续可微函数,Ñg和Ñh 是Lipschiz连

续的,A∈Rs×n1,B∈Rs×n2为给定矩阵,b∈Rs 为一个向量。
针对上述非凸优化问题,Guo等人[5]提出如下的交替方向乘子法:

xk+1∈argmin
x

Lβ(x,yk,zk,λk{ })

yk+1∈argmin
y

Lβ(xk+1,y,zk,λk{ })

zk+1∈argmin
z

Lβ(xk+1,yk+1,z,λk{ })

λk+1=λk-β(Axk+1+Byk+1+zk+1-b

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï )

。 (2)

文献[5]中在增广拉格朗日函数满足KL性质的情况下,证明了算法(2)式生成的迭代序列的任何聚点都是

临界点,并给出算法的收敛率的一些充分条件。而在最近的文献[6]中,考虑了两分块的非凸优化问题:

minf(x)+g(y),

s.t.Ax-y=0。
其中:f:Rn→R∪{+∞}为正常下半连续函数,g:Rn2→R为可微连续函数,Ñg是Lipschiz连续且Lipschiz常数

L>0,A∈Rm×n为给定矩阵,G是一个对称半正定矩阵。上述问题的ADMM迭代格式为:

xk+1∈argminLβ(x,yk,λk)+12 x-xk 2{ }G

yk+1∈argmin{Lβ(xk+1,y,λk)}

λk+1=λk-β(Axk+1-yk+1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï )

。

* 收稿日期:2020-07-03  修回日期:2021-03-07  网络出版时间:2021-05-20 13:24
资助项目:国家自然科学基金重大项目(No.11991024)

第一作者简介:雷宏旺,男,研究方向为最优化理论与算法,E-mail:leihongwanglol@126.com;通信作者:彭建文,男,教授,博士生导师,

E-mail:jwpeng2008@gmail.com
网络出版地址:https://kns.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20210520.0936.004.html



针对上述算法,在增广拉格朗日函数满足KL性质的情况下,证明了算法生成的迭代序列的任何聚点都是临

界点。因此,本文中非凸优化问题和算法可作为文献[6]的一种推广,提出一种针对三块非凸优化问题的正则化

ADMM方法,考虑如下非凸优化问题:

minf(x)+g(y)+h(z),

s.t.Ax+By-z=0。 (3)
其中:f:Rm→R∪{+∞}是正常下半连续函数,g:Rn→R,h:Rs→R都为连续可微函数且Ñg和ÑhLipschiz连续,

Lipschiz常数为L2 和L3,A∈Rs×m及B∈Rs×n为给定矩阵。
问题(3)的增广拉格朗日函数定义如下:

Lβ(x,y,z,λ)∶=f(x)+g(y)+h(z)-<λ,Ax+By-z>+β
2 Ax+By-z 2,

其中:λ∈Rs 为增广拉格朗日乘子,β>0为惩罚参数。
针对问题(3),本文提出如下正则化交替方向乘子法:

xk+1∈argmin
x

Lβ(x,yk,zk,λk)+12 x-xk 2{ }D

yk+1∈argmin
y

Lβ(xk+1,y,zk,λk)+12 y-yk 2{ }G

zk+1∈argmin
z

{Lβ(xk+1,yk+1,z,λk)}

λk+1=λk-β(Axk+1+Byk+1-z

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï )

, (4)

其中:D∈Rm×m,G∈Rn×n为对称矩阵。

1预备知识

任给集合S⊆Rn 以及任给的点x∈Rn,记d(x,S)为x到S 的距离,定义为:d(x,S)∶=inf
y∈S

y-x ,若S=

∅,对任意的x,令d(x,S)∶=+∞。设函数f:Rn→R∪{+∞},有效域和上图分别定义为:domf∶={x∈Rn:

f(x)<+∞},epif∶={(x,α)∈Rn×R:f(x)≤α}。若domf∶≠∅,则函数f为正常函数;若epif为闭集,那么函

数f为下半连续函数。
定义1[7] 若函数f:Rn→R∪{+∞}为一个正常下半连续函数,则有:

1)函数f在x∈domf处的Frechet次微分,定义为所有满足下面条件的x*的集合,记作∂̂f(x),

lim
y≠x,
inf
y→x

f(y)-f(x)-<x*,y-x>
y-x ≥0。

若x∉domf,令∂̂f(x)∶=∅;

2)函数f在x∈domf处的极限次微分,记作∂f(x),定义为:

∂f(x)∶= x*∈Rn:∃xn→x,f(xn)→f(x),x*
n ∈∂̂f(xn),x*

n →x{ }* 。
注1 从上述定义,可以得到:

1)∂̂f(x)⊆∂f(x),∀x∈Rn,其中∂̂f(x)为闭凸集,而∂f(x)仅为闭集;

2)设(xk,x*
k )∈Graph∂f且收敛到(x,x*)。由∂f(x)的定义,当k→+∞时,若f(xk)收敛到f(x),则有:

(x,x*)∈Graph∂f;

3)x∈Rn 为函数f 稳定点的必要条件是:0∈∂f(x);

4)如果f:Rn→R∪{+∞}是正常下半连续函数,g:Rn→R是连续可微函数,那么对于∀x∈domf,都有

∂(f+g)(x)=∂f(x)+Ñg(x)。
若点x满足注1中的结论(3),则称点x为临界点或稳定点,函数f 的所有临界点或稳定点的集合记作

critf。
定义2[8](Kurdyka-Lojasiewicz性质) 设函数f:Rn→R∪{+∞}是正常下半连续函数,令-∞<η1<η2≤

+∞,记[η1<f<η2]∶={x∈Rn:η1<f(x)<η2},称函数f在x*∈dom∂f具有Kurdyka-Lojasiewicz性质,若存
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在η∈(0,+∞],x*的某邻域U 及连续的凹函数φ:[0,η)→R+,使得:

1)φ(0)=0;

2)φ在(0,η)上连续可微并且φ在0处是连续的;

3)φ′(s)>0,∀s∈(0,η);

4)对∀x∈U∩[f(x*)<f<f(x*)+η],KL不等式都成立:φ′(f(x)-f(x*))d(0,∂f(x))≥1。
定义3 w*=(x*,y*,z*,λ*)为增广拉格朗日函数的稳定点,即0∈∂Lβ(w*),当且仅当:

ATλ*∈∂f(x*)
Ñg(y*)=BTλ*

Ñh(z*)=-λ*

Ax*+By*-z*=

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 0

。

引理1[9](一致KL性质) 设Ω 为紧集,函数f:Rn→R∪{+∞}是正常下半连续函数.假设函数f在Ω 上

为常值并且在Ω 的每一点都满足KL性质,则存在ε>0,η>0,φ∈φη,使得对∀x∈Ω 及∀x属于下述交集:{x∈
Rn:d(x,Ω)<ε}∩[f(x)<f<f(x)+η],有:φ′(f(x)-f(x))d(0,∂f(x))≥1。

引理2[10] 设函数ψ:Rn→R是连续可微函数且Ñψ是Lipschiz连续的,即存在Lipschiz常数Lψ>0,如果对

任意x,y∈Rn 有:ψ(y)-ψ(x)-<Ñψ(x),y-x>≤
Lψ

2 y-x 2。

2收敛性分析

始终假设由算法产生的迭代点{wk∶=(xk,yk,zk,λk)}有界,由算法的最优性条件有:

ATλk+1+βAT(Byk+1-Byk)+βAT(zk-zk+1)-D(xk+1-xk)∈∂f(xk+1)

BTλk+1+βBT(zk-zk+1)-G(yk+1-yk)=Ñg(yk+1)

-λk+1=Ñh(zk+1),

λk+1=λk-β(Axk+1+Byk+1-zk+1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )

。 (5)

下面给出本文收敛性分析需要的假设条件:
假设 设函数f:Rn→R∪{+∞}是正常下半连续函数,g:Rn→R以及h:Rs→R为连续可微函数且Ñg,Ñh

是Lipschiz连续的,Lipschiz常数为L1>0和L2>0,令L∶=max{L1,L2}。假设以下条件都是满足的:1)β>

max2L,L{ }μ
;2)∃μ>0,使得ATA⪰μI,BTB⪰μI,令:

δ∶=minβ-L
2 -L

2

β
,βμ-L{ }2 >0; (6)

3)D⪰0,G⪰0,D+ATA≻0。为了方便,令{vk∶=(yk,zk)},下面的引理表明序列{Lβ(wk)}单调下降。
引理3 设{wk∶=(xk,yk,zk,λk)}为算法(3)产生的迭代序列,则有:

Lβ(wk+1)≤Lβ(wk)-δvk+1-vk 2- yk+1-yk 2
G-
1
2 xk+1-xk 2

D。

证明 由增广拉格朗日函数Lβ(·)的定义可知:

Lβ(xk+1,yk+1,zk+1,λk+1)=
Lβ(xk+1,yk+1,zk+1,λk)+<λk-λk+1,Axk+1+Byk+1-zk+1>=

Lβ(xk+1,yk+1,zk+1,λk)+1
β

λk-λk+1 2, (7)

并且:

Lβ(xk+1,yk+1,zk,λk)-Lβ(xk+1,yk+1,zk+1,λk)=

h(zk)-h(zk+1)+<λk,zk-zk+1>+β
2 Axk+1+Byk+1-zk 2-β

2 Axk+1+Byk+1-zk+1 2。 (8)

因为Ñh是Lipschitz连续的,并且Lipschitz常数L2≤L,因此,由引理2以及由最优性条件的第3个式子

可得:
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h(zk)-h(zk+1)≥<-λk+1,zk-zk+1>-L
2 zk-zk+1 2。 (9)

将(8)式代入(7)式得:

Lβ(xk+1,yk+1,zk,λk)-Lβ(xk+1,yk+1,zk+1,λk)≥

<λk-λk+1,zk-zk+1>+β
2 Axk+1+Byk+1-zk 2-β

2 Axk+1+Byk+1-zk+1 2-L
2 zk-zk+1 2。 (10)

由最优性条件的第4个式子知,Axk+1+Byk+1-zk=1
β
(λk-λk+1)+(zk+1-zk),因此:

<λk-λk+1,zk-zk+1>+β
2 Axk+1+Byk+1-zk =β

2 zk+1-zk 2+12β
λk-λk+1 2。 (11)

将(11)式代入(10)式可得:

Lβ(xk+1,yk+1,zk,λk)-Lβ(xk+1,yk+1,zk+1,λk)≥β-L2 zk-zk+1 2。 (12)

由-λk+1=Ñh(zk+1)以及假设条件可知:

1
β

λk+1-λk 2≤L
2

β
zk+1-zk 2。 (13)

因此,由(7),(12)和(13)式可得:

Lβ(xk+1,yk+1,zk+1,λk+1)≤Lβ(xk+1,yk+1,zk,λk)-β-L
2 -L

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

β
zk+1-zk 2。

类似地:

Lβ(xk+1,yk,zk,λk)-Lβ(xk+1,yk+1,zk,λk)=

g(yk)-g(yk+1)+<λk,Byk+1-Byk>+β
2 Axk+1+Byk-zk 2-β

2 Axk+1+Byk+1-zk 2。 (14)

因为Ñg是Lipschitz连续且Lipschitz常数L1≤L,故由引理2和最优性条件的第2个式子可知:

g(yk)-g(yk+1)≥<BTλk-βBT(Axk+1+Byk+1-zk)-G(yk+1-yk),yk-yk+1>-L
2 yk-yk+1 2。 (15)

把(15)式代入(14)式,再由假设条件知:

Lβ(xk+1,yk,zk,λk)-Lβ(xk+1,yk+1,zk,λk)≥

-β<Axk+1+Byk+1-zk,Byk-Byk+1>+ yk-yk+1 2
G+β
2 Axk+1+Byk-zk 2-β

2 Axk+1+Byk+1-zk 2-L
2 yk-yk+1 2≥

βμ-L
2 yk+1-yk 2+ yk+1-yk 2

G。 (16)

又因为xk+1是第1个子问题的最优解,所以有:

Lβ(xk+1,yk,zk,λk)≤Lβ(xk,yk,zk,λk)-12 xk+1-xk 2
D。 (17)

故由(12),(16)和(17)式可得:

Lβ(xk+1,yk+1,zk+1,λk+1)≤

Lβ(xk+1,yk,zk,λk)-βμ-L2 yk+1-yk 2-β-L
2 -L

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

β
zk+1-zk 2- yk+1-yk 2

G≤

Lβ(xk,yk,zk,λk)-δvk+1-vk 2- yk+1-yk 2
G-
1
2 xk+1-xk 2

D。 证毕

引理4 设{wk}为算法(3)产生的迭代序列,假定序列有界,则有:∑
+∞

k=0
wk+1-wk 2 <+∞。

证明 因为{wk}是有界的,则存在一个子序列{wkj}使得wkj→w*,又由于g与h 的连续性以及f 的下半连

续性,则Lβ(·)是下半连续的,因此有:Lβ(w*)≤lim
kj→+∞

infLβ(wkj),即Lβ(wkj)有下界。由引理3知Lβ(·)是单

调递减的,因此Lβ(wkj)收敛且Lβ(wk)≥Lβ(w*),由引理3知:

Lβ(wk+1)≤Lβ(wk)-δvk+1-vk 2- yk+1-yk 2
G-
1
2 xk+1-xk 2

D, (18)
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则对(18)式关于k=0,1,…,+∞求和有:

∑
+∞

k=0
δvk+1-vk 2-∑

+∞

k=0
yk+1-yk 2

G -12∑
+∞

k=0
xk+1-xk 2

D ≤∑
+∞

k=0

(Lβ(wk)-Lβ(wk+1))<+∞。

由于D⪰0,G⪰0,δ>0,则:

∑
+∞

k=0
vk+1-vk 2 <+∞,

∑
+∞

k=0
yk+1-yk 2

G <+∞,

∑
+∞

k=0
xk+1-xk 2

D <+∞

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï 。

(19)

因此,∑
+∞

k=0
yk+1-yk 2 <+∞,∑

+∞

k=0
zk+1-zk 2 <+∞。 又由(12)式知,∑

+∞

k=0
λk+1-λk 2 <+∞。

又因λk+1=λk-β(Axk+1+Byk+1-zk+1),λk=λk-1-β(Axk+Byk-zk)。故:

λk+1-λk=(λk-λk-1)+β(Axk-Axk+1)+β(Byk-Byk+1)+β(zk+1-zk),
则有:

β(Axk-Axk+1)2≤4(λk+1-λk 2+ λk-λk-1 2+β2 B 2 yk+1-yk 2+β2 zk+1-zk 2)<+∞。 (20)

因此∑
+∞

k=0
xk+1-xk 2

ATA <+∞,考虑到(19)式,则有∑
+∞

k=0
xk+1-xk 2

ATA+D <+∞。 因ATA+D≻0,可得

∑
+∞

k=0
xk+1-xk 2 <+∞,故∑

+∞

k=0
wk+1-wk 2 <+∞。 证毕

引理5 设{wk∶=(xk,yk,zk,λk)}为算法(3)产生的迭代序列,则存在M>0,使得:

d(0,∂Lβ(wk+1))≤M(yk+1-yk + zk+1-zk + zk-zk-1 )。
证明 由增广拉格朗日函数Lβ(·)的定义可得:

∂xLβ(wk+1)=∂f(xk+1)-ATλk+1+βAT(Axk+1+Byk+1-zk+1)+D(xk+1-xk)

∂yLβ(wk+1)=Ñg(xk+1)-BTλk+1+βBT(Axk+1+Byk+1-zk+1)+G(yk+1-yk)

∂zLβ(wk+1)=Ñf(xk+1)+λk+1-β(Axk+1+Byk+1-zk+1)

∂λLβ(wk+1)=-(Axk+1+Byk+1-zk+1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )

。

联系(4)式可得:

AT(λk-λk+1)+βAT(Byk+1-Byk)+βAT(zk-zk+1)-D(xk+1-xk)∈∂xLβ(wk+1)

BT(λk-λk+1)+βBT(zk-zk+1)-G(yk+1-yk)∈∂yLβ(wk+1)

λk+1-λk∈∂zLβ(wk+1)

1
β
(λk+1-λk)∈∂λLβ(wk+1

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï )

。

定义:
(xk+1
1 ,yk+1

1 ,zk+1
1 ,λk+1

1 )∶=

AT(λk-λk+1)+βAT(Byk+1-Byk)+βAT(zk-zk+1)-D(xk+1-xk),æ

è
ç  

BT(λk-λk+1)+βBT(zk-zk+1)-G(yk+1-yk),λk+1-λk,1
β
(λk+1-λk ö

ø
÷),

所以有 (xk+1
1 ,yk+1

1 ,zk+1
1 ,λk+1

1 )∈∂Lβ(wk+1),则存在m1>0使得:

xk+1
1 ,yk+1

1 ,zk+1
1 ,λk+1

1 ≤m1(xk+1-xk + yk+1-yk + zk+1-zk + λk+1-λk )。 (21)
由于ATA≻0,则对于(20)式,存在m2>0使得:

xk+1-xk ≤m2(yk+1-yk + zk+1-zk + λk+1-λk + λk-λk-1 )。 (22)
因为(xk+1

1 ,yk+1
1 ,zk+1

1 ,λk+1
1 )∈∂Lβ(wk+1),再由(12),(21)和(22)式,对k≥1,则存在M>0,使得:

d(0,∂Lβ(wk+1))≤ xk+1
1 ,yk+1

1 ,zk+1
1 ,λk+1

1 ≤M(yk+1-yk + zk+1-zk + zk-zk-1 )。 证毕
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定理1 设{wk∶=(xk,yk,zk,λk)}为算法(3)产生的迭代序列并假定有界,令Ω 为所有极限点的集合,则有:

1)Ω 为非空紧集,当k→+∞时,d(wk,Ω)→0;

2)Ω⊆critLβ;

3)Lβ(·)在Ω 上为常数,则lim
k→+∞

Lβ(wk)=Lβ(w*)。

证明 1)由Ω 和d(wk,Ω)定义可推得结论成立。

2)令w*∶=(x*,y*,z*,λ*)∈Ω,则存在{wk}的子序列{wkj}收敛至w*,由引理4可知当k→+∞时有:

wk+1-wk →0, (23)
因而有(xkj+1,ykj+1,zkj+1,λkj+1)→(x*,y*,z*,λ*)。

因为xk+1是minLβ(x,yk,zk,λk)+12 x-xk 2
D 的最优解,则有:

Lβ(xk+1,yk,zk,λk)+12 xk+1-xk 2
D≤Lβ(x*,yk,zk,λk)+12 x*-xk 2

D,

即为:

Lβ(xk+1,yk,zk,λk)≤Lβ(x*,yk,zk,λk)+12 x*-xk 2
D-
1
2 xk+1-xk 2

D。 (24)

由(23),(24)式以及Lβ(·)对于y,z和λ 都是连续的,则有:

lim
j→+∞

supLβ(xkj+1,ykj+1,zkj+1,λkj+1)=lim
j→+∞

supLβ(xkj+1,ykj,zkj,λkj)≤Lβ(x*,y*,z*,λ*)。 (25)

另一方面,由增广拉格朗日函数的下半连续性,有:

lim
j→+∞
infLβ(xkj+1,ykj+1,zkj+1,λkj+1)≥Lβ(x*,y*,z*,λ*)。 (26)

由(25),(26)式可得:lim
kj→+∞

Lβ(wkj+1)=Lβ(w*),因而有lim
kj→+∞

f(xkj+1)=f(x*)。然后再通过(4)式中kj→

+∞,则有:

ATλ*∈∂f(x*)
Ñg(y*)=BTλ*

Ñh(z*)=-λ*

Ax*+By*-z*=

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 0

。

因此,由定义3可知,w*∈critLβ(·),即Ω⊆critLβ。

3)对任意点(x*,y*,z*,λ*)∈Ω,则存在子序列{wkj}收敛至w*,又因为lim
j→+∞

Lβ(wkj+1)=Lβ(w*),且

{Lβ(wk)}k∈N是单调递减的,则lim
k→+∞

Lβ(wk)=Lβ(w*),所以Lβ(·)在Ω 上为常数。 证毕

定理2 设{wk∶=(xk,yk,zk,λk)}为算法(3)产生的迭代序列并假定有界,ATA⪰μI,Lβ(·)在Ω 上满足KL
性质,则有:

1)∑
+∞

k=0
wk+1-wk <+∞;

2){wk}收敛至Lβ(·)的一个稳定点。
证明 1)由定理1可知,lim

k→+∞
Lβ(wk)=Lβ(w*),因而考虑两种情况。

第一种:存在整数k0,使得Lβ(wk0)=Lβ(w*),由引理3可知,对∀k>k0 有:

δvk+1-vk 2+ yk+1-yk 2
G+
1
2 xk+1-xk 2

D≤Lβ(wk)-Lβ(wk+1)≤Lβ(wk0)-Lβ(w*)=0,

所以对∀k>0,vk+1=vk,xk+1-xk 2
D=0,yk+1-yk 2

G=0。
又因为 λk+1-λk ≤L zk+1-zk ,则λk+1=λk。由 β(Axk-Axk+1)2≥β2μ xk+1-xk 2 和(20)式可知,对

任意k>k0+1,有xk+1=xk,因此wk+1=wk。
第二种:假设Lβ(wk)>Lβ(w*),因为d(wk,Ω)→0,则有对∀ε>0,∃k1>0,s.t,∀k>k1,有d(wk,Ω)<ε;
由于Lβ(wk)→Lβ(w*),则∀η>0,∃k2>0,s.t.∀k>k2,有Lβ(w*)<Lβ(wk)<Lβ(w*)+η,因此对∀ε,η>

0,当k>k′∶=maxk1,k{ }2 时,同时有:
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d(wk,Ω)<ε,Lβ(w*)<Lβ(wk)<Lβ(w*)+η。
因为Lβ(·)在Ω 上满足KL性质,由引理1可知,φ′(Lβ(wk)-Lβ(w*))d(0,∂Lβ(wk))≥1。又因为:

Lβ(wk)-Lβ(wk+1)=(Lβ(wk)-Lβ(w*))-(Lβ(wk+1)-Lβ(w*)),
再由φ的凹性,有:

φ(Lβ(wk)-Lβ(w*))-φ(Lβ(wk+1)-Lβ(w*))≥φ′(Lβ(wk)-Lβ(w*))(Lβ(wk)-Lβ(wk+1))。
令Δp,q=φ(Lβ(wp)-Lβ(w*))-φ(Lβ(wq)-Lβ(w*)),且φ′(Lβ(wk)-Lβ(w*))>0,所以有:

Lβ(wk)-Lβ(wk+1)≤ Δk,k+1

φ′(Lβ(wk)-Lβ(w*))≤d(0,∂Lβ(wk))Δk,k+1。

由引理5可知,Lβ(wk)-Lβ(wk+1)≤M(yk-yk-1 + zk-zk-1 + zk-1-zk-2 )Δk,k+1,再由引理3和上式,对

∀k>k′可得:

δvk+1-vk 2+ yk+1-yk 2
G+
1
2 xk+1-xk 2

D≤

M(yk-yk-1 + zk-zk-1 + zk-1-zk-2 )Δk,k+1。
所以有:

vk+1-vk ≤ M
δ
(yk-yk-1 + zk-zk-1 + zk-1-zk-2 )12Δ

1
2
k,k+1。

上式也等价于3vk+1-vk ≤2(yk-yk-1 + zk-zk-1 + zk-1-zk-2 )12 3
2

M
δΔ

1
2
k,k

æ

è
ç

ö

ø
÷

+1
,再由基本不等

式,∀k>k′有:

3vk+1-vk ≤(yk-yk-1 + zk-zk-1 + zk-1-zk-2 )+9M4δΔk,k+1, (27)

对(27)式取k=k′+1,k′+2,…,s求和,有:

3∑
s

k=k′+1
vk+1-vk ≤ ∑

s

k=k′+1

(yk-yk-1 + zk-zk-1 + zk-1-zk-2 )+9M4δΔk′+1,s+1, (28)

对(28)式,再由柯西不等式可得:

32
2 ∑

s

k=k′+1
yk+1-yk +322 ∑

s

k=k′+1
zk+1-zk ≤

∑
s

k=k′+1

(yk-yk-1 + zk-zk-1 + zk-1-zk-2 )+9M4δΔk′+1,s+1,

结合φ(Lβ(ws+1)-Lβ(w*))>1,对上式取极限,令s→+∞,有:

32
2 -

æ

è
ç

ö

ø
÷1 ∑

+∞

k=k′+1
yk+1-yk + 32

2 -
æ

è
ç

ö

ø
÷2 ∑

s

k=k′+1
zk+1-zk ≤

yk′+1-yk′ +2zk′+1-zk′ + zk′ -zk′-1 )+9M4δφ(Lβ(wk′+1)-Lβ(w*))。

因此,∑
+∞

k=0
yk+1-yk <+∞,∑

+∞

k=0
zk+1-zk <+∞。

因为 λk+1-λk ≤Lzk+1-zk ,则有:∑
+∞

k=0
λk+1-λk <+∞。 又因为:

xk+1-xk ≤2
β

1
μ
(λk+1-λk 2+ λk-λk-1 2+β2 B 2 yk+1-yk 2+β2 zk+1-zk 2)12≤

2
β

1
μ
(λk+1-λk + λk-λk-1 +βB yk+1-yk +βzk+1-zk ),

因此∑
+∞

k=1
xk+1-xk <+∞。 由于

wk+1-wk ≤ xk+1-xk + yk+1-yk + zk+1-zk + λk+1-λk ,

所以有:∑
+∞

k=0
wk+1-wk <+∞。
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2)由结论1)可知{wk}是一个柯西列,因此它是收敛的,由定理1的结论2)中可知,Ω⊆critLβ,因而{wk}收
敛至Lβ(·)的一个稳定点。 证毕

引理6 设{wk∶=(xk,yk,zk,λk)}为算法(3)产生的迭代序列,假设:inf
z

h(z)-14L
Ñh(z){ }2 =h>-∞,

liminf
x →+∞

f(x)=+∞,liminf
y →+∞

g(y)=+∞,则{wk}有界。

证明 由引理3可知,对∀k≥1,有Lβ(xk,yk,zk,λk)≤Lβ(x1,y1,z1,λ1)<+∞,结合Ñh(zk)=-λk,有:

Lβ(x1,y1,z1,λ1)≥f(xk)+g(yk)+h(zk)-<λk,Axk+Byk-zk>+β
2 Axk+Byk-zk 2=

f(xk)+g(yk)+h(zk)-12β
λk 2+β

2 Axk+Byk-zk-1
β
λk

2

≥

f(xk)+g(yk)+h+ 1
4L-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

β
λk 2+β

2 Axk+Byk-zk-1
β
λk

2
。

由假设条件可知,inf
x
f(x)>-∞,inf

y
g(x)>-∞。由于β>2L,则对∀k≥1,有{xk},{yk},{λk}和

β
2 Axk+Byk-zk-1

β
λk{ }

2
均有界,因此{zk}有界,那么{wk}有界。 证毕

3数值实验

为了检验此算法的有效性,考虑压缩感知中的优化问题:

min x 0,

s.t.Px=b。
其中:P∈Rn×m是测量矩阵,b∈Rn 为观测数据,x 0 表示x中非零元素的个数。

针对上述问题,可将问题中的l0 范数松弛到l1 范数和l1/2范数,则可分别导出如下凸优化问题和非凸优化

问题:

minγx 1+ y 2,

s.t.Px-y=b。 (29)
以及

minγx
1
2
1
2
+ y 2,

s.t.Px-y=b。 (30)
(29),(30)式这两个优化问题可推广为如下三块优化问题:

minγx 1+ y 2+ z 2,

s.t.Px+By-z=b。 (31)
以及

minγx
1
2
1
2
+ y 2+ z 2,

s.t.Px+By-z=b。 (32)
其中:B∈Rn×n,且负单位矩阵,b=0。将算法(3)应用到问题(27)式,取D=αI-βPTP,G=αI-βBTB,有:

xk+1∈Sxk-β
αPTPxk+1αPT(βyk+βzk+λk);γæ

è
ç

ö

ø
÷

α
yk+1=((2+α)I)-1((λkBT-βBT(Pxk+1-zk)+(αI-βBTB)yk)

zk+1=β
(Pxk+1+Byk+1)-λk

2+β
λk+1=λk-β(Pxk+1-yk+1-zk+1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï )

, (33)

其中:S(·,u)为软阈值算子[11],定义为:

S(x,u)=
x+u,x≤-u
0,x <-u
x-u,x≥

ì

î

í

ï
ï

ïï u

。
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将算法(3)应用到问题(32)式,取定同样的矩阵D,G,有:

xk+1∈H xk-β
αPTPxk+1αPT(βyk+βzk+λk);2γæ

è
ç

ö

ø
÷

α
yk+1=((2+α)I)-1((λkBT-βBT(Pxk+1-zk)+(αI-βBTB)yk)

zk+1=β
(Pxk+1+Byk+1)-λk

2+β
λk+1=λk-β(Pxk+1-yk+1-zk+1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï )

, (34)

其中:H(·,u)={hu(x1),hu(x2),…,hu(xn)}为半阈值算子[12],定义如下:

hu(xi)=
2xi

3 1+cos23
(π-φ(xi

æ

è
ç

ö

ø
÷)),xi >

3
54
4u

2
3

0,

ì

î

í

ïï

ïï 其他

,

其中:φ(xi)=arccosu
8

xiæ

è
ç

ö

ø
÷

3
-

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2
。

为了简便,分别记RSADMM和RHADMM简记算法为(33),(34)式。下面给出数值实验中相关参数的选

取,n=500,m=600,矩阵P∈R500×600随机生成服从N(0,1)正态分布按列单位化所得,正则化参数γ=0.0015,

β=0.6,α=2.5。如图1~3所示,由均方来度量最优解与迭代点的关系,即 MSE(x*-xk )=1m x*-xk ,

MSE(y*-yk )=1n y*-yk ,MSE(z*-zk )=1n z*-zk ,其中(x*,y*,z*)=(0,0,0)为(31),(32)式的

最优解。

图1 x子问题的执行情况

Fig.1 Implementationof

thexsub-problem

图2 y子问题的执行情况

Fig.2 Implementationof

theysub-problem

图3 z子问题的执行情况

Fig.3 Implementationof

thezsub-problem

两个算法的程序在 MatlabR2018a上运行,运行的PC配置为 Windows7系统,Inter(R)Core(TM)i5-
4210UCPU2.40GHz,4.00GB内存。数值算例的结果说明,算法(3)是稳定有效的,3个序列都较好的接近到

真正的解,并且可以得到RHADMM的收敛速度明显比RSADMM更快。

4小结

本文针对一类三块非凸优化问题,提出了一种正则化交替方向法,在增广拉格朗日函数满足KL性质且惩罚

参数充分大的条件下,由该算法生成的迭代序列的任何聚点都是增广拉格朗日函数的稳定点,最后,由数值算

例,验证了算法的有效性。
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ConvergenceofRegularizedAlternatingDirectionMethodofMultipliersfor
Three-BlockNonconvexOptimizationProblems

LEIHongwang,PENGJianwen
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Foraclassofthree-blocknonconvexoptimizationproblems,aregularizedalternatingdirectionmethodof

multipliersisproposed.[Methods]Inordertofindtheuniquepoint(xk+1,yk+1,zk+1)moreeasily,intheframeworkoftheoriginal

multiplieralternatingdirectionmethod,asquareneighborisaddedtothex-subproblemandthey-subproblemtoregularizethe

originalsubproblem.[Findings]UndertheconditionthattheaugmentedLagrangianfunctionsatisfiestheK-Lproperty,any
convergencepointoftheiterativesequencegeneratedbythealgorithmisacriticalpoint.[Conclusions]Numericalexperimentalresult

showsthatthismethodisefficient.

Keywords:Alternatingdirectionmethodofmultipliers;K-Lproperty;criticalpoint
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