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一类差分方程的动力学性质
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摘要:【目的】研究一类差分方程的动力学性质。【方法】通过讨论系数参数与特征值的关系得到了双曲不动点的类型与稳

定性,利用中心流形定理和分支理论研究了非双曲不动点的稳定性与flip分支,通过正规形理论与嵌入连续流等方法研

究了特征值为±1的退化不动点的稳定性。【结果】得到了2-周期轨的稳定性、非双曲不动点的拓扑结构和退化不动点的

稳定性。【结论】得到了一类差分方程的动力学性质。
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近些年来,对差分方程的研究进展迅速,在理论和应用方面均涌现出很多漂亮的结果[1-7]。目前差分方程理

论在种群生物学建模与分析[1-3]、不变曲线[4]等方面的研究中发挥着重要作用。Sedaghat[5]考虑了差分方程:

xn+1=
axn-1

xnxn-1+b
,a,b>0,x0,x-1∈R (1)

解的收敛性和奇偶子列的无界性。Zhao[4]考虑了差分方程(1)不变曲线的解析性质。关于差分方程的其他研究

结果参见文献[6-7]。对于差分方程而言,不仅要研究它们的稳定性与吸引性,而且还要研究它们的分支性质[3]。
因为稳定性与吸引性仅考虑了差分方程的解随时间变化的情况[5],没有考虑差分方程在参数发生微小扰动时解

的形态变化,而通过研究差分方程的分支性质可得到拓扑结构变化与参数扰动的关系。
研究二阶差分方程特征值为±1的退化不动点稳定性的主要工具是正规形理论[8]、Picard迭代[9]和嵌入

流[8-10]。将离散流嵌入微分方程的流,然后应用blow-up方法[11]去研究对应向量场的定性性质。最后通过共轭

关系[12]得到差分方程在退化不动点的稳定性和定性性质。例如,Zhong等人[13]利用上述理论与方法研究了一

类离散Logistic竞争模型的退化不动点的稳定性。
本文主要研究差分方程(1)的动力学性质,具体安排为:在第1节考虑差分方程(1)不动点的性质;在第2节

考虑非双曲不动点的flip分支以及2-周期轨的稳定性;在第3节利用Picard迭代和嵌入流来研究差分方程(1)
退化不动点的稳定性。

1差分方程(1)的不动点

本节主要考查差分方程(1)不动点的双曲性、稳定性及相应的类型。现将差分方程(1)写成映射:

T:(x,y) y,ax
xy+
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当a>b时,映射(2)有3个不动点E0(0,0),E1(m,m)和E2(-m,-m),其中m= a-b。当a≤b时,映射(2)只
有1个不动点E0,此时映射(2)在E0 处的雅可比矩阵为:
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该矩阵特征值分别为:λ1= α-1,λ2=- α-1,其中α=b
a
。显然,不动点E0 当且仅当a=b时是非双曲的。当

a>b时,不动点E0 是不稳定的结点;当a<b时,不动点E0 是稳定的结点。映射(2)在E1 和E2 处的雅可比矩阵

分别为:

J(E1)=J(E2)=
0 1
α α
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú-1
,

相应的特征值为:λ3=-1,λ4=α。容易看出:当a=b时,映射(2)的3个不动点E0,E1 和E2 将会粘结在一起形

成唯一的不动点E0,此时E0 是具有特征值为±1的退化不动点。

2差分方程(1)的flip分支

本节将选取适当的参数考察差分方程(1)在不动点E1 和E2 的flip分支。
定理1 映射(2)在不动点E1 处将发生超临界flip分支,此时将出现一个稳定的2-周期轨道,且非双曲不动

点E1 是稳定的。
定理2 映射(2)在不动点E2 处将发生超临界flip分支,此时将出现一个稳定的2-周期轨道,且非双曲不动

点E2 是稳定的。

证明 进行坐标变换x~=x-m,y~=y-m,将不动点E1 平移到原点,利用泰勒展开与线性变换 H:u=x+y,

v=-x+αy,0<α<1,可得到如下映射:
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+O(3), (3)

其中:a21=-a11,a22=-a12,a23=-a13且a11=-2m1+α
,a12=2mα1+α

,a13=αm
(1+α+α2)
1+α

。O(3)表示次数大于或

等于3的项。
为强调m 作为分支参数,将映射(3)进行如下悬挂处理:
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+O(3)。 (4)

由中心流形定理[14]可得映射(4)有如下的C2 一维中心流形:

Wc
loc(0)={(u,v,m)v=h(u,m),u <ε1,m-m0 <ε2},

其中:{m0 h(0,m0)=Dh(0,m0)=0}且ε1,ε2>0充分小,故可将它设为如下形式:

v=h(u,m)=d1u2+e1u(m-m0)+f1(m-m0)2+O(3)。
由中心流形的不变性质可得:

h(-u+a11u2+a12uv+a13v2+O(3),m))=αh(u,m)+a21u2+a22uh(u,m)+a23[h(u,m)]2+O(3)。

解得d1= αm
1-α2

,e1=f1=0,故有:

v=h(u,m)= αm
1-α2u

2+O(3)。 (5)

将(5)式代入映射(3)中得到约束在中心流形上的一族含参映射为:

u f1(u)=-u-2m1+αu
2+ 2α2m2

(1+α)(1-α2)u
3+O(4)。

可以验算如下式子成立:

∂f1
∂m
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0(1-α+12α2)
(1+α)2(1-α)>0

。

故由文献[14]的定理3.5.1可得:映射(2)在不动点E1 处将像定理1描述那样发生flip分支。此时约束在中心

流形上的离散流是稳定的,且有映射(2)的另一个特征值 λ4 = α <1,从而不动点E1 是稳定的。
显然映射T 满足

36第3期              李明山,等:一类差分方程的动力学性质



RT(w)=T(Rw),R=diag(-1,-1),w=(u,v)。
从而映射T 关于原点对称,且不动点E1 和E2 也是关于原点对称,所以借助对称性和定理1就可以得到不动点

E2 的flip分支性质与稳定性。 证毕

3差分方程(1)的退化不动点

本节通过Picard迭代和嵌入流方法来研究退化不动点E0 的稳定性,先给出如下引理。

引理1[5] 当a=b时,存在充分大的n0 使得对于任意的n>n0,差分方程(1)生成的序列{xn}满足xnxn-1>0。
引理2[8] 假设

H
~(y)∶=(S+N)y+∑

k≥2
Hk(y)

是一个在O 附近的形式映射,其中:y∈R2,S是半单的且具有特征值±1,N 是幂零的,Hk 是次数k 为的齐次多

项式。则在O 附近的存在唯一的不变向量场Y
~
使得:

H
~
=S췍φY

~(1,·)。

这里φY
~(t,·)表示Y

~
的形式流。另外,对所有k∈N∪{∞},jk(Y

~)仅依赖于jk(H
~),其中:jk 截断形式映射或者形

式向量场在原点O 处的展开式中k次项系数。
定义1 若存在常数k,σ,η使得对任意(x,y)∈R2,(x,y)k≤η,都有

Y(x,y)≥σ (x,y)k

成立,则称C∞向量场是Lojasiewicz类型的,其中 · 表示R2 中的欧几里得范数。
引理3[12] 设是H 和Y 分别是在O 附近的一个C∞映射和一个C∞向量场,且它们的形式部分分别与引理2

给出的形式映射H
~
和形式向量场Y

~
相同。假设向量场Y 有一轨道沿着特定的方向连接O,向量场Y 无椭圆扇形,

且向量场Y 是Lojasiewicz类型的。假设通过去奇化后得到的向量场仅有双曲平衡点,则存在C∞坐标变换Ψ 满

足j∞(Ψ-I)=0使得

Ψ-1췍H췍Ψ=S췍φY(1,·),
其中I表示恒同变换。

引理1说明当a=b时,存在充分大的n0 使得映射T 生成的序列{(xn,yn)}+∞n0
是位于第一象限或者第三象

限。当a=b,xy <a时,通过Taylor展开,映射(2)可写为:
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其中β0=(2a)-1。则映射T
~
可以通过可逆线性变换Ψ:x=u+v,y=u-v对角化为:
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变换Ψ 将xoy 平面的第一象限和第三象限映为uov 平面的点集Ω={(r,θ)r>0,θ∈ϑ},其中:

u=rcosθ,v=rsinθ,θ∶= -π4
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4
。

为了将映射(6)嵌入连续流,需要计算它的正规形。下面对映射(6)应用近恒同变换:

w=Φ(w~):
u=u~+16G30u~3+12G21u~2v~+12G12u~v~2+16G03v~3

v=v~+16H30u~3+12H21u~2v~+12H12u~v~2+16H03v~

ì
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3

,

得到:

F:
u~=u~+16g30u

~3+12
(2G21+g21)u~2v~+12g12u

~v~2+16
(2G03+g03)v~3+O(4)

v~=-v~+16
(h30-2H30)u~3+12h21u

~2v~+12
(h12-2H12)u~v~2+16H03v~3+O(4

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

。
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其中:g30=h03=-3a
,g21=h12=-1a

,g03=h30=3a
,g12=h21=1a

。为将离散流嵌入微分方程的流,映射F 需满

足S-不变性,即

F(Sw~)=SF(w~),S=diag(1,-1),
解得:

G12=G03=H03=H21=0,G21=-12g21
,G30=-12g03

,H30=12h30
,H12=12h12

。

所以映射变成:

F
~:

u~

v

æ

è
çç

ö

ø
÷÷~

u~+16g30u
~3+12g12u

~v~2

-v~+12h21u
~2v~+16h03v

~

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷3
+O(4)。

显然映射满足引理2的条件,通过引理2和Picard迭代可得如下结论。

定理3 映射S췍F
~
满足S췍F

~(w~)=φ1(1,w
~)+O(w~ 4),其中φ1 是φt 的单位时间流,φt 是如下平面系统的流:

d
dt
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C∞向量场为:

X:ddt
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v
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显然C∞向量场X 是Lojasiewicz型的。对向量场X 应用变换u~=η1η22,v
~=η2 沿着u~轴进行吹胀,通过吹胀

可以降低平衡点(0,0)的退化程度,将向量场X 转化为如下系统:

dη1
dτ1=-β0η1+β0η

3
1η22+O(6)

dη2
dτ1=β0η2-β0η

2
1η32+O(6

ì
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, (8)

其中dτ1=η22dt。系统(8)在η1 轴只有平衡点E3(0,0),平衡点E3 的雅可比矩阵为J(E3)=diag(-β0,β0),故平

衡点E3 是鞍点。对向量场X 应用变换u~=w1,v~=w2
1w2 沿着v~轴进行吹胀,将向量场X 转化为如下系统:

dw1

dτ2=-β0w1+β0w3
1w2

2+O(6)

dw2

dτ2=β0w2-β0w2
1w3

2+O(6

ì
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, (9)

其中dτ2=w2
1dt。系统(9)在w2 轴只有平衡点E4(0,0),在平衡点E4 处的雅可比矩阵为J(E4)=J(E3),故平衡

点E4 是鞍点。

由上述过程可知C∞向量场X 去奇化后的系统只有双曲平衡点,所以对于向量场X,由上述证明过程可知向

量场X 满足引理3的假设条件。由文献[8,13]可知F=Φ췍F
~
췍Φ-1。由引理3可知,在原点O 附近存在一个C∞

微分同胚Ψ
~
满足F

~
=Ψ

~
췍S췍φX(1,·)췍Ψ

~ -1,所以有如下共轭关系:

Ψ췍T=F=̂Ψ췍S췍φX(1,·)췍̂Ψ-1,̂Ψ=Φ췍Ψ
~。 (10)

对向量场X 实施极坐标变换:u=rcosθ,v=rsinθ,可得:

ṙ=-β0r3cos2θ,̇θ=0。
当r>0,θ∈I1 时,有ṙ<0且有lim

t→+∞
r(t)=0。所以在uov平面的点集Ω 内,C∞向量场X 的平衡点O 是渐进

稳定的。文献[9]指出“沿着平面系统(7)的轨道的单位时间移位φ1 与接近恒同映射的映射至少是k阶重合的”。
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显然映射S췍F
~
是接近恒同映射的映射,由C∞向量场X 的表达式可知它的单位时间流φ1 与映射S췍F

~
至少是3阶

重合的。由共轭关系(10)和向量场X 的平衡点O 的渐进稳定性可得如下结论。
定理4 当a=b时,不动点E0 是渐进稳定的,即差分方程(1)的零解是渐进稳定的。
下面是向量场和映射T 在原点O 附近的相图,从图1和图2可以看出,C∞向量场X 的平衡点O 的渐进稳

定性差分方程(1)的零解是渐进稳定性之间具有对应关系,这与可逆线性变换Ψ 将xoy 平面的第一象限和第三

象限变为uov 平面的点集Ω 相吻合的。

图1 向量场X 的相图

Fig.1 PhasediagramofvectorfieldX

图2 映射T的相图

Fig.2 PhasediagramofmappingT

4总结

本文通过中心流形定理和分支理论研究了flip分支,给出2-周期轨的稳定性。利用正规形理论与嵌入连续

流方法得到特征值为±1的退化不动点的稳定性。文献[5]通过求解出差分方程(1)奇偶子列表达式来得到了当

a>b时,序列{xn}收敛于一个2-周期轨,这也说明2-周期轨是稳定的。但是和微分方程类似,绝大多数差分方程

的显式解是很难求解的,所以本文研究差分方程(1)的2-周期轨所采用的方法适用范围更广一些。文献[5]通过

求解差分方程(1)奇偶子列表达式,当a=b时,差分方程(1)产生的序列{xn}收敛于0,这也说明不动点是E0 渐

近稳定的。本文借助嵌入流和Picard迭代,通过定性方法来研究差分方程退化不动点的稳定性,克服了无法求

解显式解的困难,所以本文研究退化不动点稳定性的方法适用范围更广一些。
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DynamicPropertiesofaClassofDifferenceEquations

LIMingshan1,XUJiangming2,ZHOUXiaoliang2

(1.CollegeofEconomicsandManagement,NanjingUniversityofAeronauticsandAstronautics,Nanjing211106;

2.SchoolofMathematicsandStatistics,LingnanNormalUniversity,ZhanjiangGuangdong524048,China)

Abstract:[Purposes]Thedynamicpropertiesofaclassofdifferenceequationsarestudied.[Methods]Firstly,thetypesandstability
ofhyperbolicfixedpointsareobtainedbydiscussingtherelationshipbetweencoefficientparametersandeigenvalues,andthenthe

stabilityandflipbifurcationofnon-hyperbolicfixedpointsarestudiedbyusingcentermanifoldtheoremandbifurcationtheory.By
meansofnormalformtheoryandembeddedcontinuousflowmethod,thestabilityofthedegeneratefixedpointwitheigenvalues±1

isobtained.[Findings]Thestabilityof2-periodicorbit,thetopologicalstructuresofnon-hyperbolicfixedpointsandthestabilityof

thedegeneratefixedpointaregiven.[Conclusions]Thedynamicpropertiesofaclassofdifferenceequationsareobtained.

Keywords:differenceequation;flipbifurcation;centermanifoldtheorem;degeneratedfixedpoint;stability
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