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一类经典的Boussinesq系统解的若干问题研究
*
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摘要:【目的】研究Boussinesq系统弱解的存在唯一性以及强解的爆破准则。【方法】通过拟抛正规化方法建立Boussinesq
系统在Sobolev空间 Hs(R)×Hs-1(R)(s≥1)中弱解的存在和唯一性,利用能量估计、输运方程理论等方法得到系统强解

精确的爆破准则。【结果】首先得到了Boussinesq系统在Sobolev空间 Hs(R)×Hs-1(R)s>( )32 中强解的局部适定性,

其次得到系统弱解在Sobolev空间 Hs(R)×Hs-1(R)(s≥1)中的存在和唯一性,最后得到强解的爆破准则。【结论】

Boussinesq系统强解的爆破只以波裂形式发生且仅与分量u的空间斜率有关而与分量ρ无关。
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1研究背景

在19世纪70年代,Boussinesq推导出了描述浅水表面小振幅、长波传播的一系列模型,这些可用于描述敏

感的二维运动的方程具有一维波动方程的微扰形式,最经典的方程如下[1]:

utt=uxx+(u2)xx+uxxtt。 (1)
显然,Boussinesq推导出的方程(1)与Korteweg等人[2]提出的著名KdV模型形式相似。随后,Boussinesq[3]还
从著名的二维Euler水波方程中导出了耦合方程组(Boussinesq系统),如下:

ut-νuxxt+δuux+γρx=0,t>0,x∈R

ρt+β∂x(uρ)+αux=0,t>0,x∈R
u(x,0)=u0(x),ρ(x,0)=ρ0(x),t=0,x∈

ì

î

í

ï
ï

ïï R

。 (2)

式中:u(t,x)代表速度,1+δρ(t,x)代表流体底部以上自由表面的高度。方程组(2)可用来描述有限深度的均匀

水平通道中理想流体表面小振幅长波的双向传播。虽然对单向模型(如Korteweg-deVries方程)获得了非常丰

富的数学理论,但是由于双分量相互作用,在方程组中很难得到系统的相应结果。

Bona1等人[4]证明了当初值满足一定限制条件时,系统(2)的解在Sobolev空间 Hs(R)×Hs-1(R)(s≥2)局

部适定性。下面将运用Kato定理得到系统(2)的强解在Sobolev空间 Hs(R)×Hs-1(R)s>æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

中的局部适定

性,该结果改进了Bona1等人[4]的结果:将Sobolev指数从s≥2降到s>32
,且不需要对初值的假设inf

x∈R
ρ0(x)>-1。

定理1 假设(u0,ρ0)∈Hs(R)×Hs-1(R)且s>32
。则存在一个时间T>0使得系统(2)存在唯一解满足如

下条件:
(u,ρ)∈C([0,T];Hs(R))∩C1([0,T];Hs-1(R))×C([0,T];Hs-1(R))∩C1([0,T];Hs-2(R))。

更进一步,(u0,ρ0) (u,ρ)是从(u0,ρ0)在 Hs(R)×Hs-1(R)的邻域到

C([0,T];Hs(R))∩C1([0,T];Hs-1(R))×C([0,T];Hs-1(R))∩C1([0,T];Hs-2(R))
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的连续映射。

定理1给出了系统(2)的强解在Sobolev空间 Hs(R)×Hs-1(R)s>æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

中的局部适定性,接下来受Bona等

人[5]研究KdV方程弱解的启发,将研究系统(2)在Sobolev空间 Hs(R)×Hs-1(R)(s≥1)中弱解的存在性和唯

一性。
定理2 假设初值z0=(u0,ρ0)∈Hs(R)×Hs-1(R)(s≥1)且 u0,x L∞+ ρ0 L∞≤c,则存在一个常数 T>0,

使得系统(2)具有唯一的弱解(u,ρ)∈L2([0,T);Hs(R))∩L2([0,T);Hs-1(R)),此外,有函数ux,u,ρ∈L∞([0,

T]×R)。
注 Schonbeck[6]和Amick[7]分别研究了初值问题(2)在空间C∞

c (R)中弱解的存在性和唯一性。定理2研

究初值问题(2)在Sobolev空间 Hs(R)×Hs-1(R)(s≥1)中弱解的存在性和唯一性,该结果改进了Schonbeck和

Amick在文献[6-7]中的结果。

文献[8-9]研究了系统(2)的强解会在有限时刻发生爆破。然后,将研究精确的爆破模式,即s>32
时系统(2)

强解的 Hs(R)×Hs-1(R)范数在有限时间爆破的充分必要条件。

定理3 假设初值z0=(u0,ρ0)∈Hs(R)×Hs-1(R)且s>32
,T 是系统(2)的最大存在时间。则该系统(2)的

强解在有限时间爆破当且仅当lim
t→T-
inf
x∈R
{ux(t,x)}=-∞。

定理3说明Boussinesq系统发生奇性只会以波裂的形式存在,即解本身在有限时间内有界,但解的空间斜

率无界。

下面给出一些必要的符号、先验估计和Boussinesq系统在Sobolev空间Hs(R)×Hs-1(R)s>æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

中强解的

局部适定性。接着证明问题(2)的弱解在Sobolev空间 Hs(R)×Hs-1(R)(s≥1)中的存在性和唯一性。最后给

出系统(2)的强解在Sobolev空间 Hs(R)×Hs-1(R)s>æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

中的爆破准则。

2先验估计

对本文使用的符号说明如下:空间C∞
0 表示在R×[0,+∞)中具有紧支集的所有无穷可微函数f(x,t)的集

合。设p为1≤p<∞的任意常数,记Lp=Lp(R)= f f为可测函数,且 f p
Lp =∫R

f(x)pdx<{ }∞ 。 空间

L∞=L∞(R)的标椎范数为 f L∞=inf
m(e)=0

sup
x∈R/e

f(x)。对于任意实数s>0,设 Hs=Hs(R)表示Sobolev空间,范

数为: f Hs =∫x∈R
(1+ ζ 2)s f̂(ζ,t)2d( )ζ

1
2

< ∞,其 中:f̂(ζ,t)=∫R
e-ixζf(x,t)dx。 进 一 步 设

(·,·)Hs×Hs-1= · Hs+ · Hs-1,空间C([0,T];Hs(R))表示从[0,T]到 Hs(R)的连续函数类。

为了简单起见,本文让c表示任意的正常数,并让v(x,t)=νuν(ν
1
2x,ν

3
2t),η(x,t)=ν2ρν(ν

1
2x,ν

3
2t)+α

β
ν2。于

是系统(2)可转换成如下形式:

vt-vxxt+δvvx+γηx=0,t>0,x∈R

ηt+β∂x(vη)=0,t>0,x∈R

v0=νu0(ν
1
2x),η0=ν2ρ0(ν

1
2x),t=0,x∈

ì

î

í

ï
ï

ï
ï R

。 (3)

接下来,利用Kato定理证明定理1。

证明(定理1) 为了利用Kato定理[10]证明系统(2)在Sobolev空间 Hs×Hs-1s>æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

中强解的局部适定

性,将系统(3)转换如下非局部形式:

vt+δvvx=-(1-∂2x)-1∂x(γη+δv2x+δvvxx),t>0,x∈R

ηt+βvηx=-βvxη,t>0,x∈R

v0=νu0(ν
1
2x),η0=ν2ρ0(ν

1
2x),t=0,x∈

ì

î

í

ï
ï

ï
ï R

。
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令z≐
væ
è
ç

ö

ø
÷

η
,A(z)≐

δv∂x 0
0 βv∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

,f(z)≐
-(1-∂2x)-1∂x(γη+δv2x+δvvxx)

-βvx

æ

è
ç

ö

ø
÷

η
,Y=Hs(R)×Hs-1(R),X=

Hs-1(R)×Hs-2(R),Λ=(1-∂2x)
1
2和Q=

Λ 0
0

æ

è
ç

ö

ø
÷

Λ
。由文献[11-12]的方法类似可证定理1。 证毕

定理给出了系统(3)在Sobolev空间 Hs×Hs-1s>æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

中强解的局部适定性,进而利用此结论研究系统(3)

弱解的存在性和唯一性,为此需要以下引理。
引理1[10] 如果r>0,Hr∩L∞是代数,则存在一个仅依赖于r的正常数c使得:

‖fg‖Hr≤c(f L∞ g Hr+ g L∞ f Hr)。
引理2[10] 如果r>0,则存在一个仅依赖于r的正常数c使得:

[Λr,f]g L2≤c(∂xf L∞ Λr-1g L2+ Λrf L2 g L∞),
其中交换算子[A,B]=AB-BA。

引理3[10] 如果r>0,f∈Hr+1∩W1,∞且g∈Hr∩L∞,则存在一个仅依赖于r的正常数c使得:
[Λr,f]∂xg L2≤c(∂xf L∞ Λrg L2+ Λr+1f L2 g L∞)。

接下来,处理系统(3)的弱解,核心是导出如下引理中关于光滑解的先验估计。

引理4 假设(v,η)是系统(3)关于初值(v0,η0)∈Hs×Hs-1s>æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

的解。则存在两个依赖于q>0,β,γ,δ的

常数C1 和C2,使得下列估计成立:

v Hq+1 + η Hq ≤ v0 Hq+1 + η0 Hq +

C1∫
t

0
[(v Hq+1 + η Hq)(1+ v L∞ + vx L∞ + η L∞)]dt, (4)

以及

vt Hq+1+ ηt Hq-1≤C2[(v Hq+1+ η Hq)(1+ v L∞+ η L∞)]。
证明 由定理1可知,存在T>0使得(v,η)是系统(3)关于初值(v0,η0)∈Hs+1×Hs 的解。将(Λqv)Λq 作用

于系统(3)中的第一个方程,并对x在R上积分,利用引理1得到:

1
2
d
dt∫R

(Λqv)2+(Λqvx)2dx=∫R
(Λqv)Λq(δvvx +γηx)dx ≤

C(v Hq ‖vvx‖Hq + v Hq+1 η Hq)≤C(vx L∞ v 2
Hq + v Hq+1 η Hq)。 (5)

同理,将(Λqη)Λq 应用于系统(3)中的第二个方程,并对x在R上积分,利用引理1和引理3得到:

1
2
d
dt∫R

(Λqη)2dx=β∫R
(Λqη)Λq(v∂xη)dx +β∫R

(Λqη)Λq(η∂xv)dx ≤

C[([Λq,v]∂xη,Λqη)0+(vΛq∂xη,Λqη)0+ η Hq vxη Hq]≤
C [Λq,v]∂xη L2 η Hq + (v,∂x (Λqη)2)0 + η Hq vxη Hq ≤

C(η L∞ v Hq+1 η Hq + vx L∞ η
2
Hq), (6)

结合不等式(5)和不等式(6),得到:

d
dt
(v Hq+1+ η Hq)≤C(v Hq+1+ η Hq)(1+ v L∞+ vx L∞+ η L∞),

这使得引理中的估计(4)式成立。
接下来将证明引理中的第二个不等式成立。为此,对系统(3)中的两个子方程分别用算子(Λqvt)Λq 和

(Λq-1ηt)Λq-1作用,并对x在R上积分得到:

∫R
(Λqvt)2+(Λqvxt)2dx=∫R

(Λqvt)Λq∂x
δ
2v

2+γæ

è
ç

ö

ø
÷η dx ≤

δ
2∫R

(Λqvt)Λq+1(v2)dx + γ∫R
(Λqvxt)Λqηdx ≤C(vt Hq v Hq+1 v L∞ + vxt Hq η Hq) (7)

以及

∫R
(Λqηt)2dx=β∫R

(Λq-1ηt)Λq-1∂x(vη)dx ≤
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C ηt Hq-1 vη Hq ≤C ηt Hq-1 v Hq v L∞ + η L∞ η H( )q (8)
由不等式(7)和不等式(8)推出:

vt Hq+1+ ηt Hq-1≤C(v Hq+1 v L∞+(1+ η L∞)η Hq)。
这就完成了引理4的证明。 证毕

引理4中要求初值(v0,η0)∈Hs×Hs-1s>æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2
,为此需要构建初始数据的平滑逼近。对任意的实数s(s>0),

假设z0=(v0(x),η0(x))∈Hs×Hs-1,并令(w0,λ0)为函数φξ(x)=ξ-14φ(ξ-14x)与z0 的卷积(w0,λ0)=(φξ*v0,

φξ*η0),其中函数φ̂是φ的傅里叶变换,满足φ̂∈C∞
0 ,φ̂(ξ)≥0且φ̂(ξ)=1(ξ∈(-1,1))。因此有(w0,λ0)∈C∞×

C∞。从定理1可以看出,对于满足0<ξ<
1
4

的每个ξ,如下柯西问题:

wt-wxxt+δwwx+γλx=0,t>0,x∈R
λt+β∂x(wλ)=0,t>0,x∈R
w0=φξ*v0,λ0=φξ*η0,t=0,x∈

ì

î

í

ï
ï

ïï R

(9)

存在唯一的解(w,λ)∈C∞([0,Tξ),H∞(R))×C∞([0,Tξ),H∞(R)),其中的Tξ 依赖于ξ。此外,在空间 Hs×
Hs-1中对于任意正的Sobolev指数s>0,得到下面的结果。

引理5 如果初值(v0(x),η0(x))∈Hs×Hs-1(s>0),对于任意的ξ0<ξ<
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4

有:

w0,x L∞≤c v0,x L∞,w0 Hq≤c,λ0 Hq-1≤c,∀q≤s,

w0 Hq≤cξ
s-q
4 ,λ0 Hq-1≤cξ

s-q
4 ,∀q>s,

w0-v0 Hq≤cξ
s-q
4 ,λ0-η0 Hq-1≤cξ

s-q
4 ,∀q≤s,

w0-v0 Hs=o(1),λ0-η0 Hs-1=o(1)。
其中:c是不依赖于ξ的常数。

此引理利用参考文献[5]引理5.1和[13]引理4.4的讨论类似可证。

3Boussinesq系统的弱解

本节将讨论系统(3)弱解的存在性和唯一性,并证明定理2。结合引理4、引理5得到的估计可以得到如下的

引理,该引理对证明弱解的存在性起着关键作用。
引理6 假设(v0,η0)∈Hs×Hs-1(s≥1),则存在不依赖于ξ的常数c,使得问题(9)的解(w,λ)满足:

w 2
H1 + λ 2

H0 ≤cexp∫
t

0
wx L∞d{ }τ ,t∈ [0,Tξ)。 (10)

证明 由引理5可得若(v0,η0)∈Hs×Hs-1,则(w0,λ0)=(φξ*v0,φξ*η0)∈C∞×C∞,再由定理1可得

(w(x,t),λ(x,t))∈C∞([0,Tξ),H∞)×C∞([0,Tξ),H∞)。将方程组(9)中的两个子方程分别乘以w 和λ,并对

x在 R上积分,得到:

d
dt∫R

(w2+w2
x+λ2)dx=-2∫R

w(δwwx +γλx)dx-β∫R
wxλ2dx=2γ∫R

λwxdx-β∫R
wxλ2dx。 (11)

由上式可得:

∫R
(w2+w2

x+λ2)dx=∫
t

0∫R
(2γλwx -βwxλ2)dxdτ+∫R

(w2
0+w2

0x+λ20)dx。

由2π w 2
H1 ≤∫R

(w2+w2
x)dx 和上式可得:

w 2
H1 + λ 2

H0 ≤∫R
(w2+w2

x +λ2)dx≤

∫R
(w2

0+w2
0x +λ20)dx+∫

t

0
(γ w 2

H1 +γ λ 2
H0 +β wx L∞ λ 2

H0)dτ≤

w0
2
H1 + λ0 2

H0 +c∫
t

0
wx L∞(w 2

H1 + λ 2
H0)dτ。

对上式应用Gronwall不等式,可得到不等式(10)。 证毕
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接下来,将证明在一定的假设下,存在两个不依赖于ξ的常数c>0和T>0,使得系统(3)的解当t∈[0,T)
满足:

wx L∞+ w L∞+ λ L∞≤c。
定理4 假设 (v0,η0)∈Hs×Hs-1(s≥1)且 v0,x L∞ + η0 L∞ ≤c令(w0,λ0)=(φξ*v0,φξ*η0),则存在两

个不依赖于ξ的常数c>0和T>0,使得问题(9)的解(w,λ)满足 wx L∞+ w L∞+ λ L∞≤c,对于t∈[0,T)。
证明 由引理5可得若(v0,η0)∈Hs×Hs-1则(w0,λ0)=(φξ*v0,φξ*η0)∈C∞×C∞。再由定理1可得

(w(x,t),λ(x,t))∈C∞([0,Tξ),H∞)×C∞([0,Tξ),H∞)。问题(9)的第一个方程可写成如下形式:

wt=-(1-∂2x)-1∂x
δ
2w2+æ

è
ç

ö

ø
÷γλ 。 (12)

上式对t积分得到:

w L∞ ≤ w0 L∞ +∫
t

0

δ
2w2+γλ

L∞
dτ≤ w0 L∞ +c∫

t

0
(w 2

L∞ + λ L∞)dτ。 (13)

方程(12)对x求导,利用(1-∂2x)-1∂2xf=-f+(1-∂2x)-1f,得到:

wxt=δ
2w2+γλ-(1-∂2x)-1 δ

2w2+æ

è
ç

ö

ø
÷γλ 。

上式对t积分得到:

wx L∞ ≤ w0x L∞ +c∫
t

0
w2+λ L∞ (1-∂2x)-1(w2+λ)L∞dτ≤

w0x L∞ +c∫
t

0
w2

L∞ λ L∞dτ。 (14)

假设整数p>0,对问题(9)的第二个方程乘以λ2p+1,并对x在R上积分,利用Hölder不等式得到:

1
2p+2

d
dt∫R

λ2p+2dx=-β∫R
(λ2p+2wx +λ2p+1λxw)dx≤c∫R

λ2p+2wxdx≤

c λ L∞∫R
λ2p+1wxdx≤c λ L∞∫R

λ2p+2d( )x
2p+1
2p+2∫R

w2p+2
x d( )x

1
2p+2。

上式可写成:

d
dt∫R

λ2p+2d( )x
1

2p+2

≤cλ L∞∫R
w2p+2

x d( )x
1

2p+2,

对任意f∈L∞∩L2,有 f Lp→ f L∞(p→∞)。上面的不等式对t积分,并令p→∞,得到估计:

λ L∞ ≤ λ0 L∞ +c∫
t

0
(wx

2
L∞ + λ 2

L∞)dτ。 (15)

结合不等式(13)~(15),可得:

w L∞ + wx L∞ + λ L∞ ≤ w0 L∞ + w0x L∞ + λ0 L∞ +

c∫
t

0
(w 2

L∞ + wx
2
L∞ + λ L∞ + λ 2

L∞)dτ。

根据压缩映射原理,则存在T>0使得方程:

‖W‖L∞ ≤ w0 H1 + w0x L∞ + λ0 L∞ +c∫
t

0
(‖W‖L∞ +‖W‖2L∞)dτ

有唯一解W∈C[0,T]。由上述不等式可知,常数c只依赖于T 和 w0 H1+ w0x L∞ + λ0 L∞(因为 w0 L∞ ≤
w0 H

1
2+≤ w0 H1成立)。利用文献[14]中51页的定理或[15]中1.1节的定理Ⅱ,得到了两个不依赖于ξ常数

c>0和T>0,使得任意t∈[0,T)有 wx L∞+ w L∞+ λ L∞≤W(t)。 证毕

利用定理4、引理4、引理6和Gronwall不等式估计(w,λ)=(vξ,ηξ)的范数,可得到:

vξ Hq + ηξ Hq-1 ≤cexpc∫
t

0
(1+ vξ L∞ + vξx L∞ + ηξ L∞)d{ }τ ≤cexpc∫

t

0
(1+W(τ))d{ }τ

以及

vξt Hq + ηξt Hq-2 ≤c(1+W(t))expc∫
t

0
(1+W(τ))d{ }τ 。

其中:q∈(0,s],t∈[0,T]。由Aubin紧性定理[16]可知,存在{(vξ,ηξ)}的子序列{(vεn
,ηεn
)},使得子序列{(vεn

,
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ηεn
)}和它的时间导数{(vεn,t

,ηεn,t
)}分别弱收敛于(v,η)∈L2([0,T],Hs(R)×Hs-1(R))和(vt,ηt)∈L2([0,T],

Hs(R)×Hs-2(R))。对于任意实数I>0,{(vεn
,ηεn
)}和{(vεn,t

,ηεn,t
)}分别强收敛于(v,η)∈L2([0,T],Hq(-I,

I)×Hq-1(-I,I))和(vt,ηt)∈L2([0,T],Hq(-I,I)×Hq-2(-I,I)),其中q∈(0,s]。
证明(定理2) 第1步,先证明系统(3)弱解的存在性。
由定理4可知,{(vεn

,ηεn
)}(εn→0)在空间L∞是有界的。因此,序列{(vεn

,ηεn
)}和{(v2εn,η

2
εn
)}在空间L2([0,

T],Hq(-I,I)×Hq-1(-I,I))(q∈(0,s])中分别弱收敛于(v,η)和(v2,η2)。对于任意的φ1∈C∞
c ,(v,η)满足以

下方程组:

∫
T

0∫R
v(φ1t-φ1xxt)dxdt=∫

T

0∫R

δ
2v

2+γæ

è
ç

ö

ø
÷η φ1

é

ë
êê

ù

û
úúx dxdt

∫
T

0∫R
ηφ1tdxdt=∫

T

0∫R
β(vη)φ1xdxd

ì

î

í

ï
ï

ï
ï t

。

其中:(v(x,0),η(x,0))=(v0(x),η0(x))。
第2步,考虑系统(3)弱解的唯一性。
假设系统(3)在相同的初始值(v(x,0),η(x,0))∈Hs×Hs-1(s≥1)下存在两个弱解(v,η)和(w,λ)。对于问

题(9),假设mξ(x,t)=wξ(x,t)-vξ(x,t),nξ(x,t)=λξ(x,t)-ηξ(x,t),由定理4可得在[0,T)中∂wξ(x,t)
∂x ≤c和

∂vξ(x,t)
∂x ≤c。假设f=fξ,可得:

mt-mxxt=-∂x
δ
2
(w+v)m+γé

ë
êê

ù

û
úún

nt=-β∂x(λm+vn{ )
。 (16)

将方程组(16)中的两个子方程分别乘以m 和n,并对x在R上积分,得到:

1
2
d
dt∫R

(m2+m2
x+n2)dx=-∫R

m∂x
δ
2
(w+v)m+γæ

è
ç

ö

ø
÷n dx-β∫R

n∂x(λm+vn)dx=

δ
2∫R

mmx(w+v)dx+γ∫R
nmxdx+β∫R

λmnxdx+β∫R
vnnxdx≤

δ
4∫R

m2(wx +vx)dx+γ∫R
nmxdx+β λ L∞∫R

mxndx+β
2∫R

vxn2dx≤

c‖wx +vx‖L∞∫R
m2dx+c∫R

(n2+m2
x)dx+c λ L∞∫R

(n2+m2
x)dx+ vx L∞∫R

n2dx。

在区间[0,T)内有 λ L∞,vx L∞,wx L∞≤c,由上式可得:

d
dt∫R

(m2+m2
x +n2)dx≤c∫R

(m2+m2
x +n2)dx。

由Gronwall不等式和m2(0)+m2
x(0)+n2(0)=0可得 m 2

L2= n 2
L2=0,由此可得在区间[0,T)内有v=w,

η=λ。 证毕

4强解的爆破准则

本节将研究强解的爆破准则。下面的爆破准则表明,Boussinesq系统爆破只以波裂的形式存在且取决于分

量v而不取决于分量η。

定理5 假设初值z0=(v0,η0)∈Hs×Hs-1且s>32
,T>0系统(3)的最大存在时间。若存在 M>0使得

v L∞+ vx L∞≤M,t∈[0,T),系统(3)的解z(t,·)的 Hs×Hs-1范数在[0,T)内不会爆破。
为了证明定理5,首先需要估计 η L∞,为此引入如下引理。
引理7 若η(t,x)是系统(3)关于初值η0=η(0,x)的解,那么η具有以下等式:

η(t,x)=η0(βF-1(t,x))exp-∫
t

0
β2vx(s,x)d{ }s ,t∈ [0,T)。 (17)

证明 考虑下面的初值问题:
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Ft(t,x)=v(t,βF(t,x)),t∈[0,T),x∈R
F(0,x)=x,t=0,x∈{ R

,

其中:v是系统3中的第一个分量。由定理1可得,存在最大时间T 使得v∈C([0,T),Hs)是柯西问题(3)关于

初值(v0,η0)∈Hs×Hs-1且s>32
的解。直接计算得Ftx=βvF(t,βF(t,x))Fx(t,x)和Fx(0,x)=1,则Fx(t,x)=

exp∫
t

0
βvF(s,βF(s,x))d{ }s >0。

由系统(3)中的第二个方程可得:

d
dt
(η(t,βF(t,x))Fx)=ηt(t,βF(t,x))Fx+βηF(t,βF(t,x))FtFx+η(t,βF(t,x))Fxt=

Fx(ηt(t,βF(t,x))+βηF(t,βF(t,x))v(t,βF(t,x))+βη(t,βF(t,x))vF(t,βF(t,x)))=0。
由此可得η(t,βF(t,x))Fx 不依赖于时间t。

由F(0,x)=x和Fx(0,x)=1可得η(t,βF(t,x))Fx=η0(x),即(17)式成立。 证毕

接下来,利用|η L∞ 的估计、能量估计和输运方程理论来证明定理5。
证明(定理5) 由定理1可得,存在T>0使得(v,η)是系统(3)关于初值(v0,η0)∈Hs+1×Hs 的解。在整个

证明过程中,C>0表示只依赖于s的广义常数。对Sobolev指数运用数学归纳法,步骤如下:

第1步,估计 η(t,·)L∞。由(17)式和Soblev嵌入定理(Hs-1s>æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

嵌入到L∞)可得:

η(t,x)L∞ = η0(βF-1(t,x))L∞eβ
2-∫

t

0
vx(s,x)ds L∞ ≤ η0(x)Hs-1eβ

2∫
t

0
vx(s,·) L∞ds。

因此,若存在M 使得 vx L∞≤M,t∈[0,T),则:

η(t,x)L∞≤ η0 Hs-1eβ
2MT, (18)

另一方面,对于s>32
,通过对不等式(4)证明中类似的方法可得:

v(t)Hs ≤ v0 Hs +C∫
t

0
(v L∞ v(τ)Hs + η(τ)Hs-1)dτ。 (19)

第2步,当s∈ 3
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷2 时,估计 v(t)Hs + η(t)Hs-1。如果对η 使用上述的能量方法,那么将涉 及

ηx
(t)L∞,通过以下的估计可以克服这个困难。对η应用输运方程理论(参见文献[17]中的引理2.6),也就是

对以下方程使用输运方程理论:

ηt+βvηx+βηvx=0, (20)
由此可得:

η(t)Hs-1 ≤ η0 Hs-1 +C∫
t

0
(v(τ)L∞ + vx(τ)L∞)η(τ)Hs-1dτ+C∫

t

0
vx(τ)η(τ)Hs-1dτ。

对上面不等式利用 Moser-type估计[17],有:

vxη Hs-1≤ vx L∞ η Hs-1+ vx Hs-1 η L∞, (21)
再结合不等式(19),可以得出:

v(t)Hs+ η(t)Hs-1 ≤ v0 Hs + η0 Hs-1 +

C∫
t

0
(v(τ)Hs + η(τ)Hs-1)×(v(τ)L∞ + vx(τ)L∞ + η(τ)L∞ +1)dτ。

对上式应用Gronwall不等式,得到:

v(t)Hs+ η(t)Hs-1 ≤

v0 Hs + η0 Hs-1)exp(C∫
t

0
(v(τ)L∞ + vx(τ)L∞ + η(τ)L∞ +1)d( )τ 。 (22)

显然,如果存在M>0使得 v L∞+ vx L∞≤M,由不等式(18)和不等式(22)可得:

v(t)Hs+ η(t)Hs-1≤(v0 Hs+ η0 Hs-1)exp(C(M+1)T+CT η0 Hs-1eβ
2MT), (23)

则当s∈ 3
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷2 时,(v,η)的 Hs×Hs-1范数在[0,T)内不会爆破。
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第3步,当s∈ 2,é

ë
êê

ö

ø
÷

5
2

时,估计 v(t)Hs+ η(t)Hs-1。对输运方程(20)利用文献[17]中的引理2.6,因此可

得 η(t)Hs-1 ≤ η0 Hs-1+C∫
t

0
vx(τ)H

1
2∩L∞ η(τ)Hs-1dτ+C∫

t

0
vx(τ)η(τ)Hs-1dτ。 利用不等式(21)和当

0<ε0<12
,H

1
2+ε0可嵌入到L∞∩H

1
2中,有:

η(t)Hs-1 ≤ η0 Hs-1 +C∫
t

0
η(τ)L∞ + v(τ)H

3
2+ε( )0 v(τ)Hs + η(τ)Hs-( )1 dτ。

再结合不等式(19),可以得出:

v(t)Hs+ η(t)Hs-1 ≤ v0 Hs + η0 Hs-1 +C∫
t

0
(v(τ)Hs + η(τ)Hs-1)×

(v(τ)H
3
2+ε0 + η(τ)L∞ +1)dτ。

这里0<ε0<12
。对上式应用Gronwall不等式,得到:

v(t)Hs+ η(t)Hs-1 ≤ (v0 Hs + η0 Hs-1)expC∫
t

0
(v(τ)H

3
2+ε0 + η(τ)L∞ +1)d( )τ 。

显然,如果存在M>0使得 v L∞+ vx L∞≤M 当t∈[0,T),则当s∈ 3
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷2 时,定理1中解的唯一性保证

了 v(t)Hs的估计满足不等式(23)。由此,可得到 v(t)Hs+ η(t)Hs-1<∞,s∈ 2,é

ë
êê

ö

ø
÷

5
2
。

第4步,当s≥52
时,估计 v(t)Hs+ η(t)Hs-1。临界情况s=52

可以通过类似于s=3+1p
的参数插值方法

来处理。接下来,假设s>52
时,通过归纳论证,证明在 v L∞+ vx L∞≤M(t∈[0,T))的条件下有:

v(t)Hs+ η(t)Hs-1<∞。 (24)

事实上,假设不等式(24)对52<s<k
成立。对于5

2<k≤s<k+1
,将文献[17]中的引理2.6再次应用于输

运方程(20),并将不等式(21)用于所得结果,得到:

η(t)Hs-1 ≤ η0 Hs-1 +

C∫
t

0
(η(τ)L∞ + vx(τ)L∞ + vx(τ)Hs-1)(v(τ)Hs + η(τ)Hs-1)dτ。

结合不等式(19),可以得出:

v(t)Hs+ η(t)Hs-1 ≤ v0 Hs + η0 Hs-1 +

C∫
t

0
(v(τ)Hs + η(τ)Hs-1)(η(τ)L∞ + v(τ)Hs-1 + v(τ)L∞ + vx(τ)L∞ +1)dτ。

对上式应用Gronwall不等式,得到:

v(t)Hs+ η(t)Hs-1 ≤

(v0 Hs + η0 Hs-1)expC∫
t

0
(η(τ)L∞ + v(τ)Hs-1 + v(τ)L∞ + vx(τ)L∞ +1)d( )τ 。

显然,如果存在M>0使得 v L∞+ vx L∞≤M(t∈[0,T)),则定理1中解的唯一性和假设(24)表明估计

v Hs-1≤ v Hk-1<∞,再加上关于 η(t)L∞ 的估计,可得:

v(t)Hs+ η(t)Hs-1<∞,52<k≤s<k+1
。 证毕

证明(定理3) 由定理1可知,(v,η)是系统(3)关于初值(v0,η0)∈Hs×Hs-1s>æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

的解,T 是解(v,η)的

最大存在时间。由(11)式可得到:

d
dt∫R

(v2+v2x+η2)dx=2γ∫R
ηvxdx-β∫R

vxη2dx。 (25)

将方程组(3)中的两个子方程对x求导,将得到的方程分别乘以vx,ηx,并对x在R上积分,得到:
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d
dt∫R

(v2x +v2xx)dx=-2∫R
vx (δvvx +γηx)xdx=-δ∫R

v3xdx+2γ∫R
ηxvxxdx, (26)

以及

d
dt∫R

η2xdx=2β∫R
ηx(-2vxηx -vηxx -vxxη)dx=-3β∫R

vxη2
xdx-2β∫R

vxxηηxdx。 (27)

结合不等式(25)~(27),可得:

d
dt∫R

(v2+2v2x +v2xx +η2+η2x)dx=

-∫R
vx(βη2+δv2

x +3βη2
x)dx+2γ∫R

(ηvx +ηxvxx)dx-2β∫R
vxxηηxdx。

显然,如果存在M>0使得-vx<M 当(t,x)∈[0,T)×R,且估计(18)式成立,则:

d
dt
(v 2

H2 + η
2
H1)≤

d
dt∫R

v2+2v2x +v2xx +η2+η2xdx≤

-∫R
vx(βη2+δv2

x +3βη2
x)dx+γ∫R

(η2+v2x +η2x +v2xx)dx+βη L∞∫R
(v2xx +η2x)dx≤

(3βM +δM +γ+eβ
2MT η0 L∞)(v 2

H2 + η
2
H1)。

对上式应用Gronwall不等式,得到:

v 2
H2+ η

2
H1≤(v0

2
H2+ η0

2
H1)exp 3βM+δM+γ+eβ

2MT η0 L( )∞{ }T 。
由索伯列夫嵌入定理可得到:

v(t)L∞+‖vx(t)‖L∞≤ v(t)H2≤ v 2
H2+ η

2
H1≤

(v0 2
H2+ η0

2
H1)exp{(3βM+δM+γ+eβ

2MT η0 L∞)T}, (28)
定理5和不等式(28)确保了解(v,η)在有限的时间内不会爆破。

另一方面,通过定理5和Sobolev嵌入定理 vx L∞≤ v H
3
2+ε(ε>0)可知,如果lim

t→T-
-vx(t,·)=∞,则解将

在有限时间内爆炸。 证毕
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StudyonSomeProblemsofSolutionsforaClassicalBoussinesqSystem

LIQiqi1,ZHOUShouming1,DUANJun2

(1.SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity;

2.EconomyandManagement,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]TheexistenceanduniquenessofweaksolutionsandblowupcriteriaofstrongsolutionsforBoussinesqsystem
werestudied.[Methods]TheexistenceanduniquenessofweaksolutionofBoussinesqsysteminSobolevspacesHs(R)×Hs-1(R)
(s≥1)wasestablishedbyusingthequasiparabolicregularizationmethod.Theblowupcriteriaforstrongsolutionofthesystem
wasobtainedbymeansofenergyestimationandtransportequationtheory.[Findings]Firstly,thelocalwell-posednessofstrong

solutionforBoussinesqsysteminSobolevspacesHs(R)×Hs-1(R)s>( )32 wasobtained.Secondly,theexistenceanduniquenessof

weaksolutionforBoussinesqsysteminSobolevspacesHs(R)×Hs-1(R)(s≥1)wasobtained.Finally,theblowupcriterionof
strongsolutionwasobtained.[Conclusions]TheblowupofstrongsolutionfortheBoussinesqsystemonlyoccursintheformof
wavebreaking,whichisrelatedtothespatialslopeofthecomponentubutindependentofthecomponentρ.
Keywords:Boussinesqsystem;localwell-posedness;weaksolution;blowupcriteria
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