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一类SIR和SIS组合传染病模型行波解的存在性
*

杨三艳,李庶民

(昆明理工大学 理学院,昆明650500)

摘要:【目的】研 究 由SIR和SIS组 合 的 三 维 传 染 病 模 型 行 波 解 的 存 在 性。【方 法】利 用 Routh-Hurwitz判 据,运 用

Schauder不动点定理构造合适的上下解,讨论该模型中无病平衡点和地方病平衡点在一定条件下的稳定性以及连接两个

平衡点的行波解的存在性。【结果】当R0>1时,对任意的c>c*,该传染病模型存在连接无病平衡点和地方病平衡点的

行波解,且最小波速为c*。【结论】该传染病模型的行波解是存在的。
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近些年来,为了更好地了解各种疾病的传播速度与方式,很多学者致力于传染病模型的研究。Kermack和

McKendrick分别于1926年和1932年提出了经典的SIR和SIS仓室模型[1]。而行波解在传染病模型中表示一

种传染源以常数波速在空间的传播,若求出传染病的最小波速,并证明它以最小波速进行传播,那人们就可以在

实际生活中采取各种方式对传染病的传播速度进行控制[2]。众所周知,各种传染病在空间的传播与行波解息息

相关(也就是扩散因素),行波解的存在与否,对传染病的控制和预防有着非常重要的作用。对于一些尺度化的

反应扩散方程的行波解,通常会使用相平面技术方法[3]来进行处理,但随着科技的进步,一些经典的相平面技术

方法已不再适用某些扩散系统,这时,许多科学家陆续提出Schauder不动点定理[4]、上下解[5]等方法。很多学者

均使用这些方法来研究传染病模型的行波解的存在性[6-8]。

1SIR和SIS组合的传染病模型

刘晓宇等人[9]研究了一类由SIR和SIS组合的复杂金融网络风险传染模型:
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分析了模型(1)两个平衡点在一定条件下的稳定性,得到风险存在与否的阈值;并在此基础上,提出金融风险防

控的对策建议,以控制风险传染阈值,进一步控制金融风险。其中:S(t),I(t),R(t)分别表示风险暴露子市场、风
险感染子市场和风险免疫子市场。

考虑到空间扩散对研究传染病传播具有重要的意义,所以本文研究模型(1)在考虑因病死亡率并加入反应

扩散项的情况下行波解的存在性,即如下系统:
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其中:S,I,R 分别表示易感者类、感染者类和移出者类;f(S)是关于易感者类S的非负不减连续函数,且S≥0,

f(0)=0;在S≥0上连续可微,f′(S)≥0;A 是常数输入率;β是疾病之间的传染率;d是自然死亡率系数;γ是移

出率系数,即表明患病者康复后其中一部分不再被传染而进入移出者类;m 是无免疫易感率;α是因病死亡率系

数;di(i=1,2,3)分别代表易感者、感染者和免疫者的扩散率。总人数N=S+I+R,且有:

dN
dt=A-d(S+I+R)-αI=A-dN-αI。

2平衡点及稳定性

令d1=d2=d3=D,且有:g1(S,I,R)=A-βf(S)I-dS+mI,g2(S,I,R)=βf(S)I-(γ+m+d+α)I,

g3(S,I,R)=γI-dR,则模型(2)可变为:
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显然,系统(3)总有一个无病平衡点E0
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若R0>1成立,则系统(3)除了无病平衡点E0 外,还有唯一的地方病平衡点E*(S*,I*,R*),其中:
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且当A>dS*时,系统(3)有唯一的正平衡点E*(S*,I*,R*)。
接下来,讨论无病平衡点和地方病平衡点的稳定性。

定理1 若系统(3)中的R0<1,则无病平衡点E0
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可得到J(E0)的特征方程为:
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定理2 若系统(3)中的R0>1,则地方病平衡点E*(S*,I*,R*)是局部渐进稳定的。

证明 当R0>1时,系统(3)在E*(S*,I*,R*)处的Jacobian矩阵为J(E*)=
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,其中:a11=
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-[βf′(S*)+d]<0,a12=-βf(S*)+m<0,a13=0,a21=βf′(S*)I*>0,a22=βf(S*)-(γ+m+d+α)=0,

a23=0,a31=0,a32=γ>0,a33=-d<0,可得到J(E*)的特征方程为:

λE-J(E*)=
λ-a11 -a12 -a13
-a21 λ-a22 -a23
-a31 -a32 λ-a33

=
λ-a11 -a12 0
-a21 λ 0
0 -a32 λ-a33

=0,

即(λ-a33)[λ(λ-a11)-a21a12]=λ3+a1λ2+a2λ+a3=0,其中:

a1=-(a11+a33)>0,a2=a33a11-a12a21>0,a3=a33a12a21>0。
由Routh-Hurwitz判据表[11]知:

λ3
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λ
λ0

1 a2 0
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。

其中:b1=a1a2-a3a1 >0,b2=0,c1=a3>0,所以由Routh-Hurwitz定理知,地方病平衡点E*(S*,I*,R*)是局部

渐进稳定的。 证毕

由定理1和定理2可知,可能存在一条连接无病平衡点E0 和地方病平衡点E* 的异宿轨。接下来将使用

Schauder不动点定理构造上下解来寻找这条异宿轨,并给出模型(3)的行波解的存在条件。

3模型(3)的行波解的存在性

令N=S+I+R,则系统(3)可变为如下的等价系统:
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进行变量变换,令N
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容易验证,当R0>1,系统(5)有两个平衡点(0,0,0)和(k1,k2,k3),其中:k1=A
d-

(S*+I*+R*),k2=I*,k3=R*。

本文利用Schauder不动点定理,它要求所考虑的算子具有连续性。为此,需要引入C(R,R3)中的拓扑。令

μ>0,在C(R,R3)中定义指数衰减函数 Φ μ=sup
ξ∈R
e-μ|ξ| Φ(ξ)R3,Bμ(R,R3)={Φ∈C(R,R3):Φ μ<∞},容易

验证(Bμ(R,R3),· μ)是一个Banach空间[13]。

为方便研究,通常采用 R3 中标准序关系之间的记号,即对u=(u1,u2,u3)T 和v=(v1,v2,v3)T,若ui≤vi

(i=1,2,3)时,有u≤v;若u≤v且u≠v时,有u<v;当u≤v且ui≤vi(i=1,2,3)时,有u≪v。若u≤v,有(u,v]={ρ∈
R3:u<ρ≤v},[u,v)={ρ∈R3:u≤ρ<v},且[u,v]={ρ∈R3:u≤ρ≤v}。 · 表示 R3 中的Euclidean范数,且

‖·‖表示C(R,R3)中的上确界范数。
接下来,使用Schauder不动点定理构造一对合适的上下解,将讨论系统(5)行波解的存在性问题转化为讨论

对应波方程的上下解的存在问题。
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3.1Schauder不动点定理的应用

若N(x,t)=ω(x+ct)=ω(ξ),I(x,t)=φ(x+ct)=φ(ξ),R(x,t)=ψ(x+ct)=ψ(ξ),则称(N(x,t),I(x,t),

R(x,t))为系统(5)的行波解,其中:ξ=x+ct,c是常数且c>0。把N(x,t),I(x,t),R(x,t)带入系统(5),则系统

(5)行波解存在的充要条件是:

Dω″(ξ)-cω′(ξ)+gc1(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))=0
Dφ″(ξ)-cφ′(ξ)+gc2(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))=0
Dψ″(ξ)-cψ′(ξ)+gc3(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))

ì
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。 (6)

其中:gc1(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))=αφ(ξ)-dω(ξ),gc2(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))=βg
A
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æ

è
ç

ö

ø
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m+α)φ(ξ),gc3(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))=γφ(ξ)-dψ(ξ)。
假设gci:C(R,R3)→R是连续函数且满足:(A1)gci(0,0,0)=gci(N*,I*,R*)=0,i=1,2,3;(A2)存在常

数L1>0,L2>0,L3>0使得:

gc1(ω1,φ1,ψ1)-gc1(ω2,φ2,ψ2)≤L1‖Φ1-Φ2‖,gc2(ω1,φ1,ψ1)-gc2(ω2,φ2,ψ2)≤L2‖Φ1-Φ2‖,

gc3(ω1,φ1,ψ1)-gc3(ω2,φ2,ψ2)≤L3‖Φ1-Φ2‖。
其中:Φ1=(ω1,φ1,ψ1),Φ2=(ω2,φ2,ψ2)∈C(R,R3),且0≤ωj(ξ)≤M1,0≤φj(ξ)≤M2,0≤ψj(ξ)≤M3,j=1,2,

M1≥N*,M2≥I*,M3≥R*均为正常数;且满足如下渐进边界条件:

lim
t→-∞

(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))=(0,0,0), (7)

lim
t→+∞

(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))=(N*,I*,R*)。 (8)

为了研究系统(5)的行波解,定义如下剖面集:

Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ))={ω(ξ)≤ω(ξ)≤ω(ξ),φ(ξ)≤φ(ξ)≤φ(ξ),ψ(ξ)≤ψ(ξ)≤ψ(ξ)},
显然,Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ))是非空、凸、有界和闭的。

定义 有一对连续函数Φ=(ω,φ,ψ)和Ψ=(ω,φ,ψ),若Φ和Ψ在R上二阶可微且几乎处处有界,若:

Dω″(ξ)-cω′(ξ)+gc1(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))≤0,a.e.R,

Dφ″(ξ)-cφ′(ξ)+gc2(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))≤0,a.e.R,

Dψ″(ξ)-cψ′(ξ)+gc3(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))≤0,a.e.R。
以及

Dω″(ξ)-cω′(ξ)+gc1(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))≥0,a.e.R,

Dφ″(ξ)-cφ′(ξ)+gc2(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))≥0,a.e.R,

Dψ″(ξ)-cψ′(ξ)+gc3(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))≥0,a.e.R。

则称Φ和Ψ是系统(6)的一对上下解。
进一步,定义部分拟单调(PQM)条件:存在正常数β1,β2,β3 使得:

gc1(ω1,φ1,ψ1)-gc1(ω2,φ2,ψ2)+β1(ω1-ω2)≥0,gc2(ω1,φ1,ψ1)-gc2(ω1,φ2,ψ1)+β2(φ1-φ2)≥0,

gc2(ω1,φ1,ψ1)-gc2(ω2,φ1,ψ2)≤0,gc3(ω1,φ1,ψ1)-gc3(ω2,φ2,ψ2)+β3(ψ1-ψ2)≥0。
其中:(ωj,φj,ψj)∈C(R,R3),j=1,2,且(0,0,0)≤(ω2,φ2,ψ2)≤(ω1,φ1,ψ1)≤(M1,M2,M3)。

引理1 gc1,gc2,gc3满足PQM条件。
证明 可直接计算得:

gc1(ω1,φ1,ψ1)-gc1(ω2,φ2,ψ2)=-dω1+αφ1-(-dω2+αφ2)≥-d(ω1-ω2),
令β1=d>0,则有:

gc1(ω1,φ1,ψ1)-gc1(ω2,φ2,ψ2)+β1(ω1-ω2)≥0;

gc2(ω1,φ1,ψ1)-gc2(ω1,φ2,ψ1)=

βg
A
d-ω1-φ1-ψ
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令β2=βM2+γ+d+m+α>0,则有:

gc2(ω1,φ1,ψ1)-gc2(ω1,φ2,ψ1)+β2(φ1-φ2)≥0;
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gc2(ω1,φ1,ψ1)-gc2(ω2,φ1,ψ2)=βg
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gc3(ω1,φ1,ψ1)-gc3(ω2,φ2,ψ2)=γφ1-dψ1-(γφ2-dψ2)≥-d(ψ1-ψ2)。
令β3=d>0,则有gc3(ω1,φ1,ψ1)-gc3(ω2,φ2,ψ2)+β3(ψ1-ψ2)≥0。 证毕

另外,假设系统(6)存在一对上下解(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))和(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))满足:
(P1)(0,0,0)≤(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))≤(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))≤(M1,M2,M3);
(P2)lim

t→-∞
(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))=(0,0,0),lim

t→+∞
(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))=(k1,k2,k3);

(P3)当ξ∈R,有sup
s≤ξ

ω(ξ)≤ω(ξ),ω′(ξ+)≤ω′(ξ-),且ω′(ξ+)≥ω′(ξ-)。

对β1>0,β2>0,β3>0,先定义:

H1(ω,φ,ψ)(ξ)=β1ω(ξ)+gc1(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ)), (9)

H2(ω,φ,ψ)(ξ)=β2φ(ξ)+gc2(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ)), (10)

H3(ω,φ,ψ)(ξ)=β3ψ(ξ)+gc3(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))。 (11)
将(9)~(11)式带入(6)式可得到如下系统:

Dω″(ξ)-cω′(ξ)-β1ω(ξ)+H1(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))=0
Dφ″(ξ)-cφ′(ξ)-β2φ(ξ)+H2(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))=0
Dψ″(ξ)-cψ′(ξ)-β3ψ(ξ)+H3(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))

ì
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令:λ1=c- c2+4Dβ1
2D
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2D

,λ3=c- c2+4Dβ2
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,

λ6=c+ c2+4Dβ3
2D

,满足

Dω″(ξ)-cω′(ξ)-β1ω(ξ)=0
Dφ″(ξ)-cφ′(ξ)-β2φ(ξ)=0
Dψ″(ξ)-cψ′(ξ)-β3ψ(ξ)

ì
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,且有λ1<0<λ2,λ3<0<λ4,λ5<0<λ6;

其次,再定义:
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其中:(0,0,0)≤(ω,φ,ψ)≤(M1,M2,M3);显然,G=(G1,G2,G3)是适定的,且满足:

DG″i(Φ)(ξ)-cG′i(Φ)(ξ)-βi(Gi(Φ))(ξ)+Hi(Φ)(ξ)=0,i=1,2,3,ξ∈R,
因此,算子G 的不动点是系统(12)的一个解;此外,若该算子的不动点还满足边界条件(7)~(8)式,则系统(12)
的这个解就是系统(5)连接两个平衡点的行波解。因此,证明以下引理成立即可。

引理2 假设(A1)和(PQM)成立,则有:

H2(ω1,φ1,ψ1)(ξ)≤H2(ω2,φ1,ψ1)(ξ),H2(ω1,φ2,ψ1)(ξ)≤H2(ω1,φ1,ψ1)(ξ),

H2(ω1,φ1,ψ1)(ξ)≤H2(ω1,φ2,ψ2)(ξ)。
且对ξ∈R,有(0,0,0)≤ω2,φ2,ψ2≤(ω1,φ1,ψ1)≤(M1,M2,M3)(证明过程可由引理1给出)。

引理3 假设(A1)和(PQM)成立,则对任意的(0,0,0)≤(ω,φ,ψ)≤(M1,M2,M3),有:1)H1(ω,φ,ψ)≥0,

H3(ω,φ,ψ)≥0;2)H1(ω2,φ2,ψ2)≤H1(ω1,φ1,ψ1),H3(ω2,φ2,ψ2)≤H3(ω1,φ1,ψ1)且(0,0,0)≤(ω2,φ2,ψ2)≤
(ω1,φ1,ψ1)≤(M1,M2,M3)。

引理4 假设(PQM)成立,则有G(Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ)))⊂Γ(ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ))。
证明 对任意的(ω,φ,ψ)有(ω,φ,ψ)≤(ω,φ,ψ)≤(ω,φ,ψ),根据 H=(H1,H2,H3)的性质,所以有:

G1(ω,φ,ψ)≤G1(ω,φ,ψ)≤G1(ω,φ,ψ),G2(ω,φ,ψ)≤G2(ω,φ,ψ)≤G2(ω,φ,ψ),

G3(ω,φ,ψ)≤G3(ω,φ,ψ)≤G3(ω,φ,ψ)。
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现在只需要证明:G1(ω,φ,ψ)≥ω,G1(ω,φ,ψ)≤ω,G2(ω,φ,ψ)≥φ,G2(ω,φ,ψ)≤φ,G3(ω,φ,ψ)≥ψ及

G3(ω,φ,ψ)≤ψ。下面以G1(ω,φ,ψ)≥ω为例进行证明。

G1(ω,φ,ψ)(ξ)=
1

D(λ2-λ1)∫
ξ

-∞
eλ1(ξ-s)+∫

+∞

ξ
eλ2(ξ-s)é

ë
êê

ù
û
úú H1(ω,φ,ψ)(s)ds≥

1
D(λ2-λ1)∫

ξ

-∞
eλ1(ξ-s)+∫

+∞

ξ
eλ2(ξ-s)é

ë
êê

ù
û
úú cω′(s)+β1ω(s)-ω″(s[ ])ds≥ω(ξ);

同理可证其他不等式。 证毕

引理5 假设条件(A1)和(PQM)成立。对任意的(0,0,0)≤(ω,φ,ψ)≤(M1,M2,M3),有:
G1(ω2,φ2,ψ2)≤G1(ω1,φ1,ψ1),G2(ω1,φ1,ψ1)≤G2(ω2,φ1,ψ1),G2(ω1,φ2,ψ1)≤G2(ω1,φ1,ψ1),

G2(ω1,φ1,ψ1)≤G2(ω1,φ1,ψ2),G3(ω2,φ2,ψ2)≤G3(ω1,φ1,ψ1)。
且有(0,0,0)≤(ω2,φ2,ψ2)≤(ω1,φ1,ψ1)≤(M1,M2,M3)。

引理6 假设(PQM)成立,且在Bμ(R,R3)中,则有G(Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ)))⊂Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ))在
· μ 范数意义下是连续的。

证明 对任意固定的ε>0,取δ< ε
L1+β1

,对Φ1=(ω1,φ1,ψ1),Φ2=(ω2,φ2,ψ2)∈Bμ(R,R3),有 Φ1-Φ2 μ=

sup
ξ∈R

Φ1(ξ)-Φ2(ξ)e-μ|ξ|<δ。下面,直接进行计算:

H1(ω1,φ1,ψ1)-H1(ω2,φ2,ψ2)e-μ|ξ|= gc1(ω1,φ1,ψ1)-gc1(ω2,φ2,ψ2)+β1(ω1-ω2)e-μ|ξ|≤
gc1(ω1,φ1,ψ1)-gc1(ω2,φ2,ψ2)e-μ|ξ|+β1 ω1-ω2 μ≤L1 ‖Φ1-Φ2‖C2(R,R3)e-μ|ξ|+β1 ω1-ω2 μ=
L1‖Φ1-Φ2

ξ∈R
‖e-μ|ξ|+β1 ω1-ω2 μ≤L1 Φ1-Φ2 μ+β1 Φ1-Φ2 μ=(L1+β1)Φ1-Φ2 μ≤ε。

即 H1:Γ→Γ在 · μ 范数下是连续的。于是,有:

G1(ω1,φ1,ψ1)-G1(ω2,φ2,ψ2)= 1
D(λ2-λ1)∫

ξ

-∞
eλ1(ξ-s) H1(ω1,φ1,ψ1)(s)-H1(ω2,φ2,ψ2)(s)ds+é

ë
êê  

∫
+∞

ξ
eλ2(ξ-s) H1(ω1,φ1,ψ1)(s)-H1(ω2,φ2,ψ2)(s)ds

ù
û
úú ,

当ξ≥0,有:

G1(ω1,φ1,ψ1)-G1(ω2,φ2,ψ2)e-μξ ≤ ε
D(λ2-λ1)∫

0

-∞
eλ1(ξ-s)-μsds+∫

ξ

0
eλ1(ξ-s)+μsds+∫

+∞

ξ
eλ2(ξ-s)+μsdsé

ë
êê

ù
û
úú e-μξ =

ε
D(λ2-λ1)

eλ1ξ∫
0

-∞
e-(λ1+μ)sds+eλ1ξ∫

ξ

0
e(-λ1+μ)sds+eλ2ξ∫

+∞

ξ
e(-λ2+μ)sdsé

ë
êê

ù
û
úú e-μξ ≤

ε
D(λ2-λ1)

2μ
λ2
1-μ2

+ λ2-λ1
(μ-λ1)(λ2-μ

é

ë
êê

ù

û
úú) 。

同样地,当ξ<0,有:

G1(ω1,φ1,ψ1)-G1(ω2,φ2,ψ2)e-μ|ξ| ≤ ε
D(λ2-λ1)∫

ξ

-∞
eλ1(ξ-s)-μsds+∫

0

ξ
eλ2(ξ-s)-μsds+∫

+∞

0
eλ2(ξ-s)+μsdsé

ë
êê

ù
û
úú e-μξ ≤

ε
D(λ2-λ1)

2μ
λ2
2-μ2

- λ2-λ1
(μ+λ1)(λ2+μ

é

ë
êê

ù

û
úú) ,

即G1:Bμ(R,R3)→Bμ(R,R3)在 · μ 范数下是连续的。
用相同的计算,可得:G2:Bμ(R,R3)→Bμ(R,R3)和G3:Bμ(R,R3)→Bμ(R,R3)在 · μ 范数下均是连续的。

证毕

引理7 假设(PQM)成立,则G(Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ)))⊂Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ))在 · μ 范数意义下是紧的。
证明 由(10)式可直接计算:

G′1(ω,φ,ψ)(ξ)=
λ1eλ1ξ

D(λ2-λ1)∫
ξ

-∞
e-λ1sH1(ω,φ,ψ)(s)ds+ λ2eλ2ξ

D(λ2-λ1)∫
+∞

ξ
e-λ2sH1(ω,φ,ψ)(s)ds,

由引理5可知G′1(ω,φ,ψ)(ξ)≥0,且由引理3中的1)和条件λ1<0<λ2 可得:

0≤G′1(ω,φ,ψ)(ξ)≤
λ2eλ2ξ

D(λ2-λ1)∫
+∞

ξ
e-λ2sH1(ω,φ,ψ)(s)ds≤

λ2eλ2ξ
D(λ2-λ1)

H1(ω,φ,ψ)(ξ)∫
+∞

ξ
e-λ2sds≤ 1

D(λ2-λ1)
H1(ω,φ,ψ)(ξ)。
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因此,由(P1)可知,存在一个常数N1 使得 G′1(ω,φ,ψ)(ξ)μ≤N1。同样的方法可证存在一个常数N3 使得

G′3(ω,φ,ψ)(ξ)μ≤N3。
对任意的(ω,φ,ψ)∈Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ)),有:

G′2(ω,φ,ψ)(ξ)=
λ3eλ3ξ

D(λ4-λ3)∫
ξ

-∞
e-λ3sH2(ω,φ,ψ)(s)ds+ λ4eλ4ξ

D(λ4-λ3)∫
+∞

ξ
e-λ4sH2(ω,φ,ψ)(s)ds,

所以,有:

G′2(ω,φ,ψ)(ξ)μ =sup
ξ∈R

λ3eλ3ξ
D(λ4-λ3)∫

ξ

-∞
e-λ3sH1(ω,φ,ψ)(s)ds+ λ4eλ4ξ

D(λ4-λ3)∫
+∞

ξ
e-λ4sH1(ω,φ,ψ)(s)dse-μ|ξ|≤

λ3
D(λ4-λ3)

sup
ξ∈R
eλ3s-μ|ξ|∫

ξ

-∞
e-λ3seμ|ξ|e-μ|ξ|+ λ4

D(λ4-λ3)
sup
ξ∈R
eλ4s-μ|ξ|∫

+∞

ξ
e-λ4seμ|ξ|e-μ|ξé

ë
êê

ù

û
úú

| H2(ω,φ,ψ)(s)ds≤

λ3
D(λ4-λ3)

H2(ω,φ,ψ)(ξ)μ sup
ξ∈R
eλ3s-μ|ξ|∫

ξ

-∞
e-λ3seμ|ξ|ds+ λ4

D(λ4-λ3)
sup
ξ∈R
eλ4s-μ|ξ|∫

+∞

ξ
e-λ4seμ|ξ|dé

ë
êê

ù

û
úús ;

如果ξ>0,得到:

G′2(ω,φ,ψ)(ξ)μ ≤
λ3

D(λ4-λ3)
H2(ω,φ,ψ)(ξ)μsup

ξ∈R
e(λ3-μ)ξ∫

0

-∞
e-(λ3+μ)sds+∫

ξ

0
e(-λ3+μ)sdsé

ë
êê

ù
û
úú +

λ4
D(λ4-λ3)

H2(ω,φ,ψ)(ξ)μsup
ξ∈R
e(λ4-μ)ξ∫

+∞

ξ
e(μ-λ4)sds≤

λ3
D(μ+λ3)(λ4-λ3)+

λ4
D(λ4-μ)(λ4-λ3

é

ë
êê

ù

û
úú) H2(ω,φ,ψ)(ξ)μ =

1
D(λ4-λ3)

λ3
(μ+λ3)+

λ4
(λ4-μ

é

ë
êê

ù

û
úú) H2(ω,φ,ψ)(ξ)μ。

如果ξ<0,得到:

G′2(ω,φ,ψ)(ξ)μ ≤
λ3

D(λ4-λ3)
H2(ω,φ,ψ)(ξ)μsup

ξ∈R
e(λ3+μ)ξ∫

ξ

-∞
e-(λ3+μ)sdsé

ë
êê

ù
û
úú +

λ4
D(λ4-λ3)

H2(ω,φ,ψ)(ξ)μsup
ξ∈R
e(λ4+μ)ξ∫

0

ξ
e-(λ4+μ)sds+∫

+∞

0
e(μ-λ4)sdsé

ë
êê

ù
û
úú ≤

1
D(λ4-λ3)

λ3
(μ+λ3)+

λ4
(λ4-μ

é

ë
êê

ù

û
úú) H2(ω,φ,ψ)(ξ)μ。

因此G2:Bμ(R,R3)→Bμ(R,R3)在 · μ 范数下是连续的,且Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ))是一致有界的,存在一

个常数N2 使得 G′2(ω,φ,ψ)(ξ)μ≤N2。
对任意的G(Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ))),需要证明G(Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ)))是等度连续且一致有界。令:

Gq(ω,φ,ψ)(ξ)=
G(ω,φ,ψ)(ξ),ξ∈[-q,q]

G(ω,φ,ψ)(q),ξ∈(q,∞)

G(ω,φ,ψ)(-q),ξ∈(-∞,-q

ì

î

í

ïï

ïï )
,

对任意的q≥1,有Gq(Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ)))是等度连续且一致有界。在区间[-q,q],由Ascoli-Alzela定

理可知,Gq 是紧的;另外,当q→∞,在Bμ(R,R3)中,有Gq→G,因此,当q→∞时,有:

sup
ξ∈R

Gq(ω,φ,ψ)(ξ)-G(ω,φ,ψ)(ξ)e-μ|ξ|=

sup
q∈(-∞,-q)∪(q,∞)

Gq(ω,φ,ψ)(ξ)-G(ω,φ,ψ)(ξ)e-μ|ξ|≤2(M2+M3)e-μq→0。

对任意的(ω,φ,ψ)∈Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ)),由文献[13]中的命题2.12知:G(Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ)))⊂
Γ((ω,φ,ψ),(ω,φ,ψ))在 · μ 范数意义下是紧的。 证毕

引理8 假设(A1)、(A2)和(PQM)成立,由引理2~7可知。如果系统(6)有一对满足(P1)~(P3)的上下解

(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))和(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ)),则系统(5)的行波解存在。

3.2模型(5)行波解的存在性

结合引理8,构造一对满足条件(P1)~(P3)的上下解Φ(ω,φ,ψ)和Ψ(ω,φ,ψ),以保证系统(6)行波解的存在

性。令c>c*,经过简单计算,可得c*=2 (γ+d+m+α)(R0-1)。存在ηr>0(r=1,2,3),使得:
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Dη21-cη1+α
M2

M1
-d=0

Dη22-cη2+βY-(γ+d+m+α)=0

Dη23-cη3+γ
M2

M3
-d

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï =0

, (16)

其中:Y>0是系统(6)的第二个方程在平衡点(0,0,0)处线性化后所对应的系数。
当R0>1时,存在εl>0(l=1,2,3,…,6)满足ε1,2∈(0,k1),ε3,4∈(0,k2),ε5,6∈(0,k3),使得:

α(k2+ε3)-d(k1+ε1)<0, (17)
γ(k2+ε3)-d(k3+ε5)<0, (18)

α(k2-ε4)-d(k1-ε2)>0, (19)

γ(k2-ε4)-d(k3-ε6)>0, (20)

βg
A
d-

(k1-ε2)-(k2+ε3)-(k3-ε6æ

è
ç

ö

ø
÷)<γ+d+m+α, (21)

βg
A
d-

(k1+ε1)-(k2-ε4)-(k3+ε5æ

è
ç

ö

ø
÷)>γ+d+m+α。 (22)

因此,定义如下的连续函数Φ(ω,φ,ψ)和Ψ(ω,φ,ψ):

ω(ξ)=
k1eη1ξ,ξ≤ξ1
k1+ε1e-λξ,ξ>ξ{

1

,ω(ξ)=
0,ξ≤ξ2
k1-ε2e-λξ,ξ>ξ{

2

,φ(ξ)=
k2eη2ξ,ξ≤ξ3
k2+ε3e-λξ,ξ>ξ{

3

,

φ(ξ)=
0,ξ≤ξ4
k2-ε4e-λξ,ξ>ξ{

4

,ψ(ξ)=
k3eη3ξ,ξ≤ξ5
k3+ε5e-λξ,ξ>ξ{

5

,ψ(ξ)=
0,ξ≤ξ6
k3-ε6e-λξ,ξ>ξ{

6

。

其中:ξ1,ξ3,ξ5>0,ξ2,ξ4,ξ6<0且λ>0是一个充分小的常数。当λ>0充分小,且ξ1>0,ξ3>0,ξ5>0满足:

k1+ε1>M1=sup
ξ∈R

ω(ξ)=k1eη1ξ>k1,k2+ε3>M2=sup
ξ∈R

φ(ξ)=k2eη2ξ>k2,

k3+ε5>M3=sup
ξ∈R

ψ(ξ)=k3eη3ξ>k3。

接下来,证明前文所定义的上下解Φ(ω,φ,ψ)和Ψ(ω,φ,ψ)是系统(6)的上下解。
引理9 Φ(ξ)=(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))是系统(6)的一个下解。
证明 当ξ≤ξ1 时,ω(ξ)=k1eη1ξ且φ(ξ)=k2eη2ξ,则由(11)式可得:

Dω″(ξ)-cω′(ξ)+αφ(ξ)-dω(ξ)= Dη21-cη1+α
k2eη2ξ
k1eη1ξ-

æ

è
ç

ö

ø
÷dk1eη1ξ≤η21-cη1+α

M2

M1
-æ

è
ç

ö

ø
÷dk1eη1ξ=0,

当ξ>ξ1 时,ω(ξ)=k1+ε1e-λξ,φ(ξ)=k2+ε3e-λξ有:

P1(ξ)=Dω″(ξ)-cω′(ξ)+αφ(ξ)-dω(ξ)=(Dε1λ2+cε1λ)e-λξ-d(k1+ε1e-λξ)+α(k2+ε3e-λξ)=I1(λ),
由(17)式可得I1(0)=-d(k1+ε1)+α(k2+ε3)<0,且存在λ*

1 >0,对任意的λ∈(0,λ*
1 )都有P1(ξ)<0。

当ξ≤ξ3 时,φ(ξ)=k2eη2ξ,ω(ξ)=k1eη1ξ,ψ(ξ)=k3eη3ξ,则有:

Dφ″(ξ)-cφ′(ξ)+βg
A
d-ω

(ξ)-φ(ξ)-ψ(ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷)φ(ξ)-(γ+d+m+α)φ(ξ)≤

[Dη22-cη2+βY-(γ+d+m+α)]k2eη2ξ=0。
当ξ>ξ3 时,φ(ξ)=k2+ε3e-λξ,ω(ξ)=k1-ε2e-λξ,ψ(ξ)=k3-ε6e-λξ,有:

P2(ξ)=Dφ″(ξ)-cφ′(ξ)+βg
A
d-ω

(ξ)-φ(ξ)-ψ(ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷)φ(ξ)-(γ+d+m+α)φ(ξ)=

(Dε3λ2+cε3λ)e-λξ+βg
A
d-

(k1-ε2)e-λξ-(k2+ε3)e-λξ-(k3-ε6)e-λæ

è
ç

ö

ø
÷ξ (k2+ε3e-λξ)-

(γ+d+m+α)(k2+ε3e-λξ)=I2(λ)。

由(21)式可得I2(0)=βg
A
d-k1+ε2-k2-ε3-k3+ε

æ

è
ç

ö

ø
÷6 (k2+ε3)-(γ+d+m+α)(k2+ε3)<0,且存在λ*

2 >0,对

任意的λ∈(0,λ*
2 )都有P2(ξ)<0。

当ξ≤ξ5 时,ψ(ξ)=k3eη3ξ,φ(ξ)=k2eη2ξ,有:

Dψ″(ξ)-cψ′(ξ)+γφ(ξ)-dψ(ξ)=(Dη23-cη3-d)k3eη3ξ+γk2eη2ξ≤ Dη23-cη3-d+γ
M2

M
æ

è
ç

ö

ø
÷

3
k3eη3ξ=0。
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当ξ>ξ5 时,ψ(ξ)=k3+ε5e-λξ,φ(ξ)=k2+ε3e-λξ,有:

P3(ξ)=Dψ″(ξ)-cψ′(ξ)+γφ(ξ)-dψ(ξ)=Dε5λ2e-λξ+cλε5e-λξ+γ(k2+ε3e-λξ)-d(k3+ε5e-λξ)=
(Dε5λ2+cλε5)e-λξ+γ(k2+ε3e-λξ)-d(k3+ε5e-λξ)=I3(λ);

由(18)式可得I3(0)=γ(k2+ε3)-d(k3+ε5)<0,且存在λ*
3 >0,对任意的λ∈(0,λ*

3 )都有P3(ξ)<0。 证毕

引理10 Ψ(ξ)=(ω(ξ),φ(ξ),ψ(ξ))是系统(6)的一个上解。
证明 当ξ≤ξ2 时,ω(ξ)=0,则由(16)式可得Dω″(ξ)-cω′(ξ)+αφ(ξ)-dω(ξ)=αφ(ξ)≥0;
当ξ>ξ2 时,ω(ξ)=k1-ε2e-λξ,φ(ξ)=k2-ε4e-λξ,有:

Q1(ξ)=Dω″(ξ)-cω′(ξ)+αφ(ξ)-dω(ξ)=-(Dε2λ2+cε2λ)e-λξ-d(k1-ε2e-λξ)+α(k2-ε4e-λξ)=I4(λ)。
由(19)式可得I4(0)=-d(k1-ε2)+α(k2-ε4e)>0,且存在λ*

4 >0,对任意的λ∈(0,λ*
4 )都有Q1(ξ)>0。

当ξ≤ξ4 时,φ(ξ)=0,则有:

Dφ″(ξ)-cφ′(ξ)+βg
A
d-ω

(ξ)-φ(ξ)-ψ(ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷)φ(ξ)-(γ+d+m+α)φ(ξ)=0。

当ξ>ξ4 时,φ(ξ)=k2-ε4e-λξ,ω(ξ)=k1+ε1e-λξ,ψ(ξ)=k3+ε5e-λξ,有:

Q2(ξ)=Dφ″(ξ)-cφ′(ξ)+βg
A
d-ω

(ξ)-φ(ξ)-ψ(ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷)φ(ξ)-(γ+d+m+α)φ(ξ)=

-(Dε3λ2+cε3λ)e-λξ+βg
A
d-

(k2-ε4)e-λξ-(k1+ε1)e-λξ-(k3+ε5)e-λæ

è
ç

ö

ø
÷ξ (k2-ε4)e-λξ-

(γ+d+m+α)(k2-ε4)e-λξ=I5(λ)。

由(22)式可得I5(0)=βg
A
d-

(k2-ε4)-(k1+ε1)-(k3+ε5æ

è
ç

ö

ø
÷)(k2-ε4)-(γ+d+m+α)(k2-ε4)>0,且存在

λ*
5 >0,对任意的λ∈(0,λ*

5 )都有Q2(ξ)>0。
当ξ≤ξ6 时,ψ(ξ)=0,有Dψ″(ξ)-cψ′(ξ)-dψ(ξ)+γφ(ξ)=γφ(ξ)≥0。
当ξ>ξ6 时,ψ(ξ)=k3-ε6e-λξ,φ(ξ)=k2-ε4e-λξ,有:

Q3(ξ)=Dψ″(ξ)-cψ′(ξ)+γφ(ξ)-dψ(ξ)=-(Dε5λ2+cλε5)e-λξ+γ(k2-ε4e-λξ)-d(k3-ε6)e-λξ=I6(λ);
由(20)式得I6(0)=P3(ξ)=γ(k2-ε4)-d(k3-ε6)>0,且存在λ*

6 >0,对任意λ∈(0,λ*
6 )有Q3(ξ)>0。 证毕

由引理1、引理9和引理10可得,当R0>1时,对任意的c>c*,系统(5)有连接衡点(0,0,0)和(k1,k2,k3)的
行波解。

定理3 当R0>1时,对任意的c>c*,系统(3)有连接无病平衡点E0 A
d
,0,æ

è
ç

ö

ø
÷0 和地方病平衡点E*(S*,I*,R*)

的行波解,其中:c*=2 (γ+d+m+α)(R0-1)。

4结论

本文在考虑因病死亡率的情况下,讨论了一类由SIR和SIS组合的传染病模型行波解的存在性。首先,通
过分析相应的特征方程,讨论系统(3)无病平衡点E0 和地方病平衡点E* 在一定条件下的稳定性。其次,利用

Schauder不动点定理构造上下解,将行波解的存在性转化为一对上下解的存在性问题。通过构造一对合适的上

下解,推导出系统(3)有连接无病平衡点E0 和地方病平衡点E*的行波解。
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TheExistenceofTravellingWaveSolutionsinaTypeof
CombinedSIRandSISInfectiousDiseaseModel

YANGSanyan,LIShumin
(CollegeofScience,KunmingUniversityofScienceandTechnology,Kunming650500,China)

Abstract:[Purposes]Inordertostudytheexistenceoftravellingwavesolutionsinathree-dimensionalinfectiousdiseasemodel
composedofSIRandSIS.[Methods]Thestabilities,undercertainconditions,ofdisease-freeequilibriumpointandendemicdisease
equilibriumpointinthismodelarediscussedbymeansofRouth-Hurwitzcriterion.Moreover,usingSchauderfixedpointtheorem,

theexistenceoftravellingwavesolutionsconnectingthosetwoequilibriumpointsisinvestigatedviaconstructingappropriateupper-
lowersolutions.[Findings]WhenR0>1,foranyc>c*,thereexiststravellingwavesolutionwiththeminimum wavespeedc*,

whichconnectthedisease-freeequilibriumpointandendemicequilibriumpointintheepidemicmodel.[Conclusions]Theexistenceof
travellingwavesolutionsinthisinfectiousdiseasemodelhasbeenverified.
Keywords:travellingwavesolution;locallyasymptoticstability;Schauderfixedpointtheorem;upper-lowersolution;minimum
wavespeed
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