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求解特定条件下的Helmholtz方程的修正有限体积方法
*
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摘要:【目的】由于界面问题所导出的偏微分方程的解在通过界面时一般是不连续的,这使得大多数传统数值方法不能很

好地适用于求解界面问题,而有限体积方法因保持物理量的局部守恒性,而且计算简单,于是成为解决界面问题的有效方

法。因此,研究利用有限体积方法对求解界面问题具有重要意义。【方法】首先基于一种修正的有限体积方法对带有不连

续波数和奇异源项的 Helmholtz方程进行整体逼近。然后,通量采用泰勒级数展开,积分项利用多项式插值进行逼近,对

于界面问题利用跳跃条件将负侧的点转化到正侧,从而构造了连续问题以及界面问题的六阶紧致有限差分格式。【结果】

格式在连续波数和界面处都可以达到六阶精度。【结论】数值实验验证了格式的有效性和精确性。
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Helmholtz方程通常出现在涉及时间和空间相关的偏微分方程的物理问题研究中。电磁学中,当函数随时

谐波变化时,波动方程变为Helmholtz方程。因为它和波动方程之间的关系,所以经常出现在电磁辐射、地震学

和物理学中的声学[1]等领域。Helmholtz方程的特征和数学模型的复杂性给数值计算带来了挑战,尤其是无界

域和大波数问题。因此,建立高效、快速、稳定的数值计算具有十分重要的意义。
近些年来,众多国内外学者基于有限差分方法对求解 Helmholtz方程做了大量研究,构造了不同精度的差

分格式。1983年,Manohar等人[2]提出了一类新型求解 Helmholtz方程的有限差分格式,该格式可以达到四阶

和六阶精度,但是该格式对导数的要求过高且计算量大。1998年,Turkel等人[3]基于均匀网格构造了一维和二

维的高阶格式,采用两种方案,第一种是基于Padé逼近,第二种方案则是从 Helmholtz方程本身出发,给出导数

项的高阶精度逼近。但是在高维以及大波数的情况下,以上两种格式的计算量都十分庞大。为了克服这一困

难,许多学者提出了高精度紧致有限差分格式。对于紧致差分格式,它的优势在于可以用尽可能少的点达到尽

可能高的精度。2007年,Nabavi等人[4]对二维问题提出一种新的九点六阶精度的紧致有限差分方法。在求解

Helmholtz方程时遇到的另一个常见问题是存在波数不连续的情况。以上研究工作都是基于波数连续情况下

的,但是当波数为分段常数时也具有十分重要物理意义。2010年,冯秀芳等人[5-6]在直角坐标系中基于浸入界面

方法的思想构造了波数为分段常数的一维和二维Helmholtz方程的高阶紧致有限差分格式,且对波数为分段常

数的Helmholtz方程利用有限差分方法通过对方程进行离散,构造了四阶格式,而本文则是利用有限体积与有

限差分方法的结合,研究构造六阶格式。2019年,王芝等人[7]利用泰勒级数展开并结合紧致差分格式的思想构

造了变波数Helmholtz方程的六阶精致差分格式。孙晓峰和姜子文[8]针对一维 Helmholtz方程,通过有限体积

方法构造了四阶紧致格式。曹姣姣[9]通过修正的有限体积方法构造波数连续问题以及波数间断问题的一维和

二维四阶紧致格式。本文接下来提出的格式能够达到六阶精度。

本文内容主要是针对Helmholtz方程利用有限体积方法建立一维波数连续和波数间断的六阶紧致有限差

分格式。最后通过数值算例验证本文方法的有效性。
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1一维Helmholtz方程连续问题的六阶紧致有限差分格式

1.1问题描述

考虑如下Helmholtz方程:

d2u
dz2 +k20v(z)u=f(z),z∈D。 (1)

其中:v(z)是材料系数,k0 是波数,求解区间为D=[a,b]。为了方便计算,令k20v(z)=k2,则方程可以改写为:

d2u
dz2+k

2u=f(z),z∈D。 (2)

其中u(z)满足Dirichlet边界条件:u(z)=g(z),z∈∂D。

1.2六阶紧致差分格式的构造

在区间D=[a,b]上对(2)式进行积分可得:

du(b)
dz -du

(a)
dz +k2∫

b

a
udz=∫

b

a
f(z)dz。 (3)

下面对区间D=[a,b]进行均匀网格剖分,网格节点共M 个:

zm=a+(m-1)h,h=b-a
N-1

,n=1,2,…,M。 (4)

对划分的网格(4),取[zm-12
,zm+12

]为控制体,应用到(3)式的积分项上,即取:[a,b]=[zm-12
,zm+12

],m=1,

2,…,M。网格划分如图1所示:

图1 sm 是控制体

Fig.1 smiscontrolbody

从而方程(3)就可变为:

du
dz

zm+12

zm-12

+k2∫
zm+12

zm-12

udz=∫
zm+12

zm-12

f(z)dz。 (5)

对(5)式中的通量u′m±12的计算,由泰勒公式可得:

u′m+12=
um+1-um

h -h
2

24u
(3)
m+12-

h4
1920u

(5)
m+12+O(h

6)。 (6)

u′m-12=
um-um-1

h -h
2

24u
(3)
m-12-

h4
1920u

(5)
m-12+O(h

6)。 (7)

由(1)式可得:

u″m+1=d
2u
dz2 z=zm+1

= -k2um+1+fm+1
。

则有:

u(3)
m+12=-k

2u′m+12+f′m+12, (8)

u(5)
m+12=k

4u′m+12-k
2f′m+12+f

(3)
m+12
。 (9)

将(8),(9)式代入(6)式可得:

u′m+12=
um+1-um

h -h
2

24u
(3)
m+12-

h4
1920u

(5)
m+12+O(h

6)=

1+h
2k2
24 +

7h4k4æ

è
ç

ö

ø
÷

5760
um+1-um

h -7h
3k2

5760
(fm+1-fm)-h

2

24f′m+
1
2-

h4
1920

(f″m+1-f″m)+O(h6)。 (10)

同理可得:
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u′m-12=
um-um-1

h -h
2

24u
(3)
m-12-

h4
1920u

(5)
m-12+O(h

6)=

1+h
2k2
24 +

7h4k4æ

è
ç

ö

ø
÷

5760
um-um-1

h -7h
3k2

5760
(fm-fm-1)-h

2

24f′m-
1
2-

h3
1920

(f″m-f″m-1)+O(h6)。 (11)

然后,利用(10)和(11)式,就可以得到(5)式的第一项:

du
dz

zm+12

zm-12

=u′m+12-u′m-12= 1+
h2k2
24 +

7h4k4æ

è
ç

ö

ø
÷

5760
um+1-2um-um-1

h -7h
3k2

5760
(fm+1-2fm-fm-1)-

h2
24
(f′m+12-f′m-12)-

h3
1920

(f″m+1-2f″m-f″m-1)+O(h6)。

为了近似(5)式中的积分项,这里使用五次插值多项式来近似被积函数u(z),使它保持六阶精度。
定理[10] 设u(z)∈C8[zm,zm+1],其中c8 是连续可导(最高可以求8阶导数)的空间。给出{um,um+1}的值

及它的二阶导数{u″m,u″m+1}和它的四阶导数{u(4)
m ,u(4)

m+1}的值,就可以得到具有六阶精度的u(z):

u(zm+ζh)=p5(ζ)+O(h6),ζ∈[0,1]。
其中p5(ζ)为五次Hermite-Birkhoff插值多项式:

p5(ζ)= um-h
2

6u″m+
7h4
360u

(4)æ

è
ç

ö

ø
÷m (1-ζ)+

h2
6u″m-

h4
36u

(4)æ

è
ç

ö

ø
÷m (1-ζ)3+

h4
120u

(4)
m (1-ζ)5+

um+1-h
2

6u″m+1+
7h4
360u

(4)
m

æ

è
ç

ö

ø
÷+1 ζ+

h2
6u″m+1-

h4
36u

(4)æ

è
ç

ö

ø
÷m ζ3+

h4
120u

(4)
m+1ζ5。 (12)

p5(ζ)是五次Hermite-Birkhoff插值多项式,此外6个参数唯一地决定了6个系数,故多项式p5(ζ)是唯一

的。由于ζ的取值,所以插值多项式只在一个区间,而积分区间[zm-12
,zm+12

]跨两个区间,利用积分区间的可加

性把它分成两个部分,如下:

k20∫
zm+12

zm-12

v(z)udz=k20v(z)∫
zm

zm-12

udz+∫
zm+12

zm
ud( )z 。

将u″m,u(4)
m 代入(12)式中可得:

u(zm+ζh)= 1+h
2k2
6 +7h

4k4æ

è
ç

ö

ø
÷

360 um- h2
6+
7h4k2æ

è
ç

ö

ø
÷

360 fm+7h
4

360f″
é

ë
êê

ù

û
úúm (1-ζ)-

h2k2
6 +h

4k4æ

è
ç

ö

ø
÷

36 um- h2
6+

h4k2æ

è
ç

ö

ø
÷

36 fm+h
4

36f″
é

ë
êê

ù

û
úúm (1-ζ)3+

h4k4
120um-h

4k2
120fm+h4

120f″
æ

è
ç

ö

ø
÷m (1-ζ)5+

1+h
2k2
6 +7h

4k4æ

è
ç

ö

ø
÷

360 um+1- h2
6+
7h4k2æ

è
ç

ö

ø
÷

360 fm+1+7h
4

360f″m
é

ë
êê

ù

û
úú+1 ζ-

h2k2
6 +h

4k4æ

è
ç

ö

ø
÷

36 um+1- h2
6+

h4k4æ

è
ç

ö

ø
÷

36 fm+1+h
4

36f″m
é

ë
êê

ù

û
úú+1 ζ3+

h4k4
120um+1-h

4k2
120fm+1+h4

120f″m
æ

è
ç

ö

ø
÷+1 ζ5+O(h6)。(13)

再对(13)式进行积分可得:

∫
zm+12

zm
udz=h∫

1
2

0
u(zm +ζh)dζ= 3h

8+3h
3k2
128 +11h

5k4æ

è
ç

ö

ø
÷

5120 um + h
8+7h

3k2
384 +31h

5k4æ

è
ç

ö

ø
÷

15360um+1-

3h3
128+11h

5k2æ

è
ç

ö

ø
÷

5120 fm - 7h3
384+31h

5k2æ

è
ç

ö

ø
÷

15360 fm-1+11h
5

5120f″m + 31h5
15360f″m+1+O(h7)。 (14)

同理可得:

∫
zm

zm-12

udz=h∫
1

1
2
u(zm-1+ζh)dζ= h

8+7h
3k2
384 +31h

5k4æ

è
ç

ö

ø
÷

15360um-1+ 3h
8+3h

3k2
128 +11h

5k4æ

è
ç

ö

ø
÷

5120 um -

7h3
384+31h

5k2æ

è
ç

ö

ø
÷

15360 fm-1- 3h3
128+11h

5k2æ

è
ç

ö

ø
÷

5120 fm + 31h5
15360f″m-1+11h

5

5120f″m +O(h7)。 (15)

将(14)和(15)相加,可得到(5)式的第2项为:

k20∫
zm+12

zm-12

v(z)udz=k20v(z)∫
zm

zm-12

udz+∫
zm+12

zm
ud( )z = hk2

8 +7h
3k4
384 +31h

5k6æ

è
ç

ö

ø
÷

15360um-1+

3hk2
4 +3h

3k4
64 +11h

5k6æ

è
ç

ö

ø
÷

2560 um = hk2
8 +7h

3k4
384 +31h

5k6æ

è
ç

ö

ø
÷

15360um-1+ 3hk2
4 +3h

3k4
64 +11h

5k6æ

è
ç

ö

ø
÷

2560 um +

hk2
8 +7h

3k4
384 +31h

5k6æ

è
ç

ö

ø
÷

15360um+1- 7h3k2
384 +31h

5k4æ

è
ç

ö

ø
÷

15360 fm-1- 3h3k2
64 +11h

5k4æ

è
ç

ö

ø
÷

2560 fm -
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7h3k2
384 +31h

5k4æ

è
ç

ö

ø
÷

15360 fm+1+31h
5k2

15360f″m-1+11h
5k2

2560f″m +31h
5k2

15360f″m+1+O(h7)。

最后把(5)式的各项逼近合起来,就可以得到如下的六阶格式:

aum-1+bum+aum+1=gm。 (16)

其中:a=1+h2k2
6 +7h

4k4
360 +31h

6k6
15360

,b=-2+2h
2k2
3 +2h

4k4
45 +11h

6k6
2560

,gm =
7h4k2
360 +31h

6k4æ

è
ç

ö

ø
÷

15360 fm-1+

2h4k2
45 +11h

6k4æ

è
ç

ö

ø
÷

2560 fm+ 7h4k2
360 +31h

6k4æ

è
ç

ö

ø
÷

15360fm+1+h3
24f′m+12-f′m-( )1

2 + h4
1920-

31h6k2æ

è
ç

ö

ø
÷

15360f″m-1- h4
960-

11h6k2æ

è
ç

ö

ø
÷

2560 f″m+

h4
1920-

31h6k2æ

è
ç

ö

ø
÷

15360f″m+1+hFm,且k2=k20v(z),Fm =∫
zm+12

zm-12

f(z)dz。

1.3数值算例

为了验证本文格式的精确性以及可靠性,考虑以下具有精确解的Dirichlet边界条件的问题。规定误差为

L∞= max
m=1,2,…,n+1

u(zm)-um ,精度为Porder=
ln(L∞(M1)/L∞(M2))

ln(M2/M1)
。其中:M 为网格数,u(zm)表示精确解,um

表示数值解。
表1~6分别给出了不同网格下不同算例的L∞误差以及收敛阶。从这6个表中可以看出本文格式在波数

k2 取不同值时,都能很好的达到六阶精度。波数较小时,精度随网格剖分越细时,结果越好。当波数较大时,本
文格式也能达到六阶精度。表7对出了文献中的算例进行计算,并与之进行比较,发现本文格式可以达到六阶

精度,并且误差比文献中的结果更加小。

算例1 源项:f(z)=(k2-1)zcos(z)-2sin(z)-k4z-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,z∈[-1,1]。

精确解:u(z)=zcos(z)-k2z-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
。

边界条件:u(-1)=-cos(-1)-k2 -æ
è
ç

ö

ø
÷

3
2
,u(1)=cos(1)-k2 æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
。

表1 波数k2=1,k2=5时,在不同网格下的误差和收敛阶

Tab.1 Theerrorandconvergenceorderunderdifferentgridswhenthewavenumberisk2=1,k2=5

M
k2=1 k2=5

误差 收敛阶 误差 收敛阶

4 5.5022e-06 4.5128e-05

8 8.8777e-08 5.9537 7.8110e-07 5.8524

16 1.3982e-09 5.9885 1.2502e-08 5.9653

32 2.2303e-11 5.9702 1.9720e-10 5.9864

64 3.5427e-13 5.9762 3.2836e-12 5.9082

表2 波数k2=10,k2=30时,在不同网格下的误差和收敛阶

Tab.2 Theerrorandconvergenceorderunderdifferentgridswhenthewavenumberisk2=10,k2=30

M
k2=10 k2=30

误差 收敛阶 误差 收敛阶

4 0.0085 4.0108e-05

8 5.8248e-05 7.1891 1.5694e-06 4.6756

16 9.3901e-07 5.9549 2.8543e-08 5.7809

32 1.4830e-08 5.9846 4.8006e-10 5.8938

64 2.5672e-10 5.8522 7.6463e-12 5.9723
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表3 波数k2=50,k2=100时,在不同网格下的误差和收敛阶

Tab.3 Theerrorandconvergenceorderunderdifferentgridswhenthewavenumberisk2=50,k2=100

M
k2=50 k2=100

误差 收敛阶 误差 收敛阶

8 1.7305e-06 2.4016e-06

16 3.3545e-08 5.6889 3.8373e-08 5.9678

32 5.7901e-10 5.8564 6.8614e-10 5.8054

64 8.1481e-12 6.1510 1.2633e-11 5.7632

算例2 源项:f(z)=(k4-k2π2)zsin(πz)+2πk2cos(πz),z∈[-1,1]。
精确解:u(z)=k2zsin(πz)。
边界条件:u(-1)=0,u(1)=0。

表4 波数k2=1,k2=5时,在不同网格下的误差和收敛阶

Tab.4 Theerrorandconvergenceorderunderdifferentgridswhenthewavenumberisk2=1,k2=5

M
k2=1 k2=5

误差 收敛阶 误差 收敛阶

4 0.0049 0.0415

8 9.2596e-05 5.7257 8.7895e-04 5.5612

16 1.5022e-06 5.9458 1.5391e-05 5.8356

32 2.3684e-08 5.9870 2.4424e-07 5.9776

64 3.7089e-10 5.9968 3.8408e-09 5.9907

128 5.8926e-12 5.9759 5.9794e-11 6.0053

表5 波数k2=10,k2=30时,在不同网格下的误差和收敛阶

Tab.5 Theerrorandconvergenceorderunderdifferentgridswhenthewavenumberisk2=10,k2=30

M
k2=10 k2=30

误差 收敛阶 误差 收敛阶

8 0.0030 0.0369

16 5.2632e-05 5.8329 6.7589e-04 5.7707

32 8.5412e-07 5.9454 1.0992e-05 5.9423

64 1.3413e-08 5.9927 1.7346e-07 5.9857

128 2.1130e-10 5.9982 2.7170e-09 5.9964

256 4.0104e-12 5.7195 4.2340e-11 6.0038

表6 波数k2=50,k2=100时,在不同网格下的误差和收敛阶

Tab.6 Theerrorandconvergenceorderunderdifferentgridswhenthewavenumberisk2=50,k2=100

M
k2=50 k2=100

误差 收敛阶 误差 收敛阶

8 0.0405 0.0337

16 8.3874e-04 5.5936 0.0010 5.0747

32 1.3942e-05 5.9107 1.7993e-05 5.7964

64 2.2112e-07 5.9785 2.9581e-07 5.9266

128 3.4683e-09 5.9945 4.6524e-09 5.9906

256 5.8558e-11 5.8882 7.2149e-11 6.0109
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表7 波数k2=1,本文格式与文献[7]格式对比结果

Tab.7 Theresultofcomparisonbetweentheformatofthispaperandreference[7]whenthewavenumberisk2=1

M
文献[7]结果 本文格式(16)

误差 收敛阶 误差 收敛阶

20 1.1283e-05 3.8058e-08

40 1.1787e-07 6.58 5.9577e-10 6.00

80 9.9589e-10 6.89 9.3383e-12 6.00

160 8.0660e-12 6.95 8.3711e-14 6.81

2一维Helmholtz方程界面问题的六阶紧致有限差分格式

2.1问题描述

考虑如下Helmholtz方程:

d2u
dz2+k0v

(z)u=f(z),z∈D。

其中:k0 是波数,v(z)是材料系数:v(z)=
v1(z),z∈D1

v2(z),z∈D{
2

,D1=[zm-1,zm],D2=(zm,zm+1],D=D1∪D2,u(z)满

足Dirichlet边界条件:u(z)=g(z),z∈∂D。u(z),f(z)在界面处Γ⊆D 满足跳跃条件:[u]Γ=C1,[u′]Γ=C2,
[f]Γ=C3,[f″]Γ=C4。记号[u]表示u(z)在界面Γ上的跳跃,对于∀z∈Γ:[u]Γ= lim

z→Γ,z∈D2
u(z)- lim

z→Γ,z∈D1
u(z)=

u+-u-。需要指出,除了界面上的点,材料系数v(z)分别在区间D1,D2 是连续的。

2.2界面处的六阶紧致差分格式的构造

对于规则区域的格式离散和(16)式一样,网格划分见图2。下面直接考虑界面处的格式的推导。

图2 sm,sm-1是控制体

Fig.2 sm,sm-1iscontrolbody

对于材料系数v(z)是分段常数,因此在界面处的两个小区间上可以表示为:v(z)=v2,z∈(zm,zm+1),

v(z)=v1,z∈(zm-1,zm)。与连续类似,在区间[zm-12
,zm+12

]上对方程进行积分:

du
dz

zm+12

zm-12

+k20∫
zm+12

zm-12

v(z)udz=∫
zm+12

zm-12

f(z)dz。 (17)

假设在点zm 处存在界面Γ,(17)式可改写为:

du
dz

zm-

zm-12

+dudz
zm+12

zm+
+k20vm-12∫

zm-

zm-12

udz+k20vm+12∫
zm+12

zm+
udz=∫

zm-

zm-12

f(z)dz+∫
zm+12

zm+
f(z)dz。 (18)

要求解(18)式,只需求出u′m±12以及积分项即可。对于通量u′m±12,利用泰勒公式来逼近,积分项利用插值多

项式来逼近。
对于通量u′m±12,利用公式,将um+1,u+

m 在点zm+12
处展开,将um-1,u-

m 在点zm-12
处展开:

um+1=um+12+
h
2u′m+

1
2+

h2
8u″m+

1
2+

h3
48u

(3)
m+12+

h4
384u

(4)
m+12+

h5
3840u

(5)
m+12+

h6
46080u

(6)
m+12+O(h

7), (19)
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u+
m=um+12-

h
2u′m+

1
2+

h2
8u″m+

1
2-

h3
48u

(3)
m+12+

h4
384u

(4)
m+12-

h5
3840u

(5)
m+12+

h6
46080u

(6)
m+12+O(h

7), (20)

um-1=um-12-
h
2u′m-

1
2+

h2
8u″m-

1
2-

h3
48u

(3)
m-12+

h4
384u

(4)
m-12-

h5
3840u

(5)
m-12+

h6
46080u

(6)
m-12+O(h

7), (21)

u-
m=um-12+

h
2u′m-

1
2+

h2
8u″m-

1
2+

h3
48u

(3)
m-12+

h4
384u

(4)
m-12+

h5
3840u

(5)
m-12+

h6
46080u

(6)
m-12+O(h

7)。 (22)

由(19)~(22)式可得:

u′m+12=
um+1-u+

m

h -h
2

24u
(3)
m+12-

h4
1920u

(5)
m+12+O(h

6), (23)

u′m-12=
u-

m-um-1

h -h
2

24u
(3)
m-12-

h4
1920u

(5)
m-12+O(h

6)。 (24)

对于通量u′m±12的求解,此时只需求出u(3)
m±12

和u(5)
m±12
,利用原方程,可以得到:

u″m+1= -k20v2um+1+fm+1
,(u″m)+= -k20v2u+

m+f+
m,(u″m)-= -k20v1u-

m+f-
m,u″m-1= -k20v1um-1+fm-1

。

则:

u(3)
m+12= -k

2
0v2u′m+12+f′m+12, (25)

u(3)
m-12= -k

2
0v1u′m-12+f′m-12, (26)

u(5)
m+12=k

4
0v22u′m+12-k

2
0v2f′m+12+f

(3)
m+12
, (27)

u(5)
m-12=k

4
0v21u′m-12-k

2
0v1f′m-12+f

(3)
m-12
。 (28)

把(25)和(27)式代入(23)式可得:

u′m+12=
um+1-u+

m

h -h
2

24
(-k20v2u′m+12+f′m+12)-

h4
1920

(k40v22u′m+12-k
2
0v2f′m+12+f(3)

m+12
)+O(h6)=

1+h2k20v2
24 +7h

4k40v22æ

è
ç

ö

ø
÷

5760
um+1-u+

m

h -7h
3k20v2
5760

(fm+1-f+
m)-h

2

24f′m+
1
2-

h3
1920

(f″m+1-(f″m)+)+O(h6)。

(29)

同理把(26)和(28)式代入(24)式可得:

u′m-12= 1+h2k20v1
24 +7h

4k40v21æ

è
ç

ö

ø
÷

5760
u-

m-um-1

h -7h
3k20v1
5760

(f-
m-fm-1)-

h2
24f′m-

1
2-

h3
1920

((f″m)--f″m-1)+O(h6)。 (30)

将(29),(30)两项和起来可以得到(18)式的前两项近似:

du
dz

zm-

zm-12

+dudz
zm+12

zm+
=(u′m)--u′m-12+u′m+12-(u′m)

+=u′m+12-u′m-12-[u′]=

1+h2k20v2
24 +7h

4k40v22æ

è
ç

ö

ø
÷

5760
um+1-u+

m

h -7h
3k20v2
5760

(fm+1-f+
m)-h

2

24f′m+
1
2-

h3
1920

(f″m+1-(f″m)+)-

1+h2k20v1
24 +7h

4k40v21æ

è
ç

ö

ø
÷

5760
u-

m-um-1

h +7h
3k20v1
5760

(f-
m-fm-1)+h

2

24f′m-
1
2+

h3
1920

((f″m-(f″m-1)-[u′]+O(h6))。

接下来,为了求解(18)式中的两个积分项,使用五次插值多项式来近似被积函数u(z),使它保持六阶精度。

对界面两侧分别用插值多项式进行积分,可得到:

∫
zm

zm-12

udz= h
8+7h

3k20v1
384 +31h

5k40v21æ

è
ç

ö

ø
÷

15360 um-1+ 3h
8+3h

3k20v1
128 +11h

5k40v21æ

è
ç

ö

ø
÷

5120 u-
m -

7h3
384+31h

5k20v1æ

è
ç

ö

ø
÷

15360 fm-1- 3h3
128+11h

5k20v1æ

è
ç

ö

ø
÷

5120 f-
m + 31h5
15360f″m-1+11h

5

5120
(f″m)-+O(h7)。

∫
zm+12

zm
udz= 3h

8+3h
3k20v2
128 +11h

5k40v22æ

è
ç

ö

ø
÷

5120 u+
m + h

8+7h
3k20v2
384 +31h

5k40v22æ

è
ç

ö

ø
÷

15360 um+1-

3h3
128+11h

5k20v2æ

è
ç

ö

ø
÷

5120 f+
m - 7h3

384+31h
5k20v2æ

è
ç

ö

ø
÷

15360 fm+1+11h
5

5120
(f″m)++ 31h5

15360f″m+1+O(h7)。
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最后把(23)式里面的各项近似合并起来,可得到界面处的六阶格式:

a1um-1+c1u-
m+c2u+

m+a2um+1-[u′]=gm。

由于[u]=(um+-um-),所以a1um-1+(c1+c2)u-
m +a2um+1+c2[u]-[u′]=gm,再利用跳跃条件[f]=

f+
m-f-

m,[f″]=(f″m)+-(f″m)-,故f+
m=[f]+f-

m,(f″m)+=[f″]+(f″m)-。将gm 转化为:

gm′= 7h4k21
360 +31h

6k41æ

è
ç

ö

ø
÷

15360fm-1+ h4
45
(k21+k22)+ 11h

6

5120
(k41+k42é

ë
êê

ù

û
úú)f-

m+ 7h4k22
360 +31h

6k42æ

è
ç

ö

ø
÷

15360fm+1+

h3
24
(f′m+12-f′m-12)+

h4
1920-

31h6k21æ

è
ç

ö

ø
÷

15360f″m-1- h4
960-

11h6
5120

(k21+k22é

ë
êê

ù

û
úú)(f″m)-+ h4

1920-
31h6k22æ

è
ç

ö

ø
÷

15360f″m+1+

IFM1-Fm-( )1
2 + Fm+12-I( )FM2 + h4k22

45 +11h
6k42æ

è
ç

ö

ø
÷

5120
[f]- h4

1920-
11h6k22æ

è
ç

ö

ø
÷

5120
[f″]-c2[u]+h[u′]。

因此,界面处的六阶格式为:

a1um-1+cbu-
m+a2um+1=g′m。 (31)

其中:

a1=1+h2k21
6 +7h

4k41
360 +31h

6k61
15360

,c1= -1+h2k21
3 +h4k41

45 +11h
6k61

5120
,

c2= -1+h2k22
3 +h4k42

45 +11h
6k62

5120
,a2=1+h2k22

6 +7h
4k42
360 +31h

6k62
15360

,b=c1+c2,

gm′= 7h4k21
360 +31h

6k41æ

è
ç

ö

ø
÷

15360fm-1+ h4
45
(k21+k22)+ 11h

6

5120
(k41+k42é

ë
êê

ù

û
úú)f-

m+ 7h4k22
360 +31h

6k42æ

è
ç

ö

ø
÷

15360fm+1+

h3
24
(f′m+12-f′m-12)+

h4
1920-

31h6k21æ

è
ç

ö

ø
÷

15360f″m-1- h4
960-

11h6
5120

(k21+k22é

ë
êê

ù

û
úú)(f″m)-+ h4

1920-
31h6k22æ

è
ç

ö

ø
÷

15360f″m+1+

IFM1-Fm-( )1
2 + Fm+12-I( )FM2 + h4k22

45 +11h
6k42æ

è
ç

ö

ø
÷

5120
[f]- h4

1920-
11h6k22æ

è
ç

ö

ø
÷

5120
[f″]-c2[u]+h[u′]。

这里IFM1和IFM2分别表示f(z)在点z-
m,z+

m 处的积分值,k21=k20vm-12
,k22=k20vm+12

,[u′]= (u′m+-u′m-)。

2.3数值算例

为了验证本文格式的精确性以及可靠性,考虑以下具有精确解的Dirichlet边界条件的问题。规定误差为

L∞= max
m=1,2,…,n+1

u(zm)-um ,精度为Porder=
ln(L∞(M1)/L∞(M2))

ln(M2/M1)
。其中:M 为网格数,u(zm)表示精确解,um

表示数值解。

算例3 源项:f(z)=
(k21-25)zcos(5z)-10sin(5z)-k41 z-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,z∈[-1,0]

(k22-25)zcos(5z)-10sin(5z)-k41 z+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,z∈(0,1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ]

。

精确解:u(z)=
zcos(z)-k21 z-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,z∈[-1,0]

zcos(z)-k22 z+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,z∈(0,1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ]

。

边界条件:u(-1)=-cos(-5)-k21 -æ
è
ç

ö

ø
÷

3
2
,u(1)=cos(5)+k22 æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2
。

跳跃条件:[u]=12
(k22-k21),[u′]=k22+k21,[f]=12

(k42-k41)。

表8~12分别给出了不同网格下不同间断的L∞误差。在波数k2 为分段波数时,本文的界面格式(31)都能

很好地达到六阶精度。随着k2 的差值逐渐增大时,本文格式也可以达到六阶精度。当跳跃条件[u],[u′]含有波

数k2 时,格式仍能很好的达到六阶精度。当k21<k22 时,本文的格式能达到六阶精度,当k21>k22 时,如表12所示,

本文格式的误差以及精度都符合理论推导。由图3~4可以看出,数值解可以很好地逼近精确解,不论k21,k22 的

大小关系。
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表8 在系数间断(k21=1,k22=5;k21=1,k22=10)的情况下,在不同网格下的误差和收敛阶

Tab.8 Theerrorandconvergenceorderunderdifferentmesheswithdiscontinuouscoefficients(k21=1,k22=5;k21=1,k22=10)

M
k21=1,k22=5 k21=1,k22=10

误差 收敛阶 误差 收敛阶

8 0.0034 0.0029

16 5.4739e-05 5.9568 5.0165e-05 5.8532

32 8.6322e-07 5.9867 8.2799e-07 5.9209

64 1.3524e-08 5.9961 1.3000e-08 5.9930

128 2.1426e-10 5.9800 2.0287e-10 6.0018

表9 在系数间断(k21=1,k22=30;k21=1,k22=50)的情况下,在不同网格下的误差和收敛阶

Tab.9 Theerrorandconvergenceorderunderdifferentmesheswithdiscontinuouscoefficients(k21=1,k22=30;k21=1,k22=50)

M
k21=1,k22=30 k21=1,k22=50

误差 收敛阶 误差 收敛阶

8 0.0132 0.0102

16 2.4478e-04 5.7529 2.3813e-04 5.4207

32 4.0014e-06 5.9348 4.0569e-06 5.8752

64 6.3569e-08 5.9760 6.4727e-08 5.9699

128 9.9842e-10 5.9925 1.0175e-09 5.9913

256 2.2464e-11 5.4740 1.7305e-11 5.8777

表10 在系数间断(k21=25,k22=100;k21=25,k22=400)的情况下,在不同网格下的误差和收敛阶

Tab.10 Theerrorandconvergenceorderunderdifferentmesheswithdiscontinuouscoefficients(k21=25,k22=100;k21=25,k22=400)

M
k21=25,k22=100 k21=25,k22=400

误差 收敛阶 误差 收敛阶

8 0.0069 0.0058

16 1.6182e-04 5.4141 1.5677e-04 5.2093

32 3.0049e-06 5.7509 4.7937e-06 5.0314

64 4.8646e-08 5.9489 8.5404e-08 5.8107

128 7.6878e-10 5.9836 1.3680e-09 5.9642

表11 在系数间断(k21=25,k22=500;k21=100,k22=400)的情况下,在不同网格下的误差和收敛阶

Tab.11 Theerrorandconvergenceorderunderdifferentmesheswithdiscontinuouscoefficients(k21=25,k22=500;k21=100,k22=400)

M
k21=25,k22=500 k21=100,k22=400

误差 收敛阶 误差 收敛阶

8 0.0058 0.0098

16 7.7520e-05 6.2253 3.2929e-04 4.8954

32 1.5426e-06 5.6511 3.7968e-06 6.4384

64 2.7598e-08 5.8047 6.1766e-08 5.9418

128 4.4440e-10 5.9566 9.63545e-10 6.0023
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表12 在系数间断(k21=100,k22=5;k21=10,k22=1)的情况下,在不同网格下的误差和收敛阶

Tab.12 Theerrorandconvergenceorderunderdifferentmesheswithdiscontinuouscoefficients(k21=100,k22=5;k21=10,k22=1)

M
k21=100,k22=5 k21=10,k22=1

误差 收敛阶 误差 收敛阶

8 0.0044 0.0029

16 1.1841e-04 5.2156 5.0165e-05 5.8532

32 2.1409e-06 5.7894 8.2799e-07 5.9209

64 3.4666e-08 5.9486 1.3001e-08 5.9929

128 5.4600e-10 5.9885 2.0391e-10 5.9945

256 1.3074e-11 5.3841 3.8884e-12 5.7126

 
图3 波数k21=1,k22=5,网格数为256时的数值解、精确解以及误差图

Fig.3 Numericalsolution,exactsolutionanderrordiagramwithwavenumberk2=1,k2=5andmeshnumber256

 
图4 波数k21=10,k22=1,网格数为256时的数值解、精确解以及误差图

Fig.4 Numericalsolution,exactsolutionanderrordiagramwithwavenumberk2=10,k2=1andmeshnumber256

3结论

本文利用有限体积方法对Helmholtz方程进行离散,构造了带有连续波数以及不连续波数的 Helmholtz方

程的六阶紧致有限差分格式。当波数连续时直接使用格式(16),当波数为分段常数,即存在界面时,需要对界面

两侧以及界面处单独处理,界面负侧使用连续格式(16),对于界面正侧的点需要利用跳跃条件转化为负侧的点,
进行修正。对于界面处则使用界面格式(31),从而构造出一种新的六阶三点紧致格式。最后通过数值算例验证

了本文格式的有效性和精确性。此外,本文提出的方法可直接推广到高维情况,这在后续工作中会进一步研究。
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ModifiedFiniteVolumeMethodforSolvingHelmholtzEquationunderSpecializedConditions

ZHANGJuan,FENGXiufang
(SchoolofMathematicsandStatistics,NingxiaUniversity,Yinchuan750021,China)

Abstract:[Purposes]Sincethesolutionsofpartialdifferentialequationsderivedfrominterfaceproblemsaregenerallydiscontinuous
whenpassthroughtheinterface,mostofthetraditionalnumericalmethodsarenotsuitableforsolvinginterfaceproblems,whilethe
finitevolumemethodiseffectiveforsolvinginterfaceproblemsbecauseofitslocalconservationofphysicalquantitiesandsimple
calculation.Therefore,thefinitevolumemethodisofgreatsignificancetosolvetheinterfaceproblem.[Methods]Firstly,a
modifiedfinitevolumemethodisusedtoapproximatetheHelmholtzequationwithdiscontinuouswavenumbersandsingularsource
terms.Then,thefluxisexpandedbyTaylorseries,andtheintegraltermisapproximatedbypolynomialinterpolation.Forthe
interfaceproblem,thepointsonthenegativesidearetransformedtothepositivesidebyusingthejumpcondition.[Findings]The
schemecanachievesixthorderaccuracyatbothcontinuouswavenumberandinterface.[Conclusions]Numericalexperimentsverify
theeffectivenessandaccuracyofthescheme.
Keywords:Helmholtzequation;finitevolumemethod;compactscheme;discontinuouswavenumber
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