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具有DeJong学习效应的两台机器流水作业排序问题
*
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摘要:【目的】讨论具有DeJong学习效应的两台机器流水作业排序问题。【方法】目标函数是极小化总完工时间。【结果】
首先对一般情况,证明了SPT算法的界为2。然后考虑了两种特殊情况:1)两个工序的加工时间和与第2台机器工序实

际加工时间同序;2)第2台机器工序的加工时间相同。对于第1种特殊情况,给出了SPT算法一个改进的界。对于第2
种特殊情况,给出了最优算法。【结论】推广了已有文献的结果。
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1研究背景

在经典的排序模型中,通常假设工件的加工时间是固定的常数。在许多实际问题中,常常不能满足这一假

设。工件的实际加工可能因为加工位置的变化而改变。在一个排序模型中,如果工件的加工位置越往后所需的

加工时间越少,则称为具有学习效应。在Ho等人[1]首先研究了具有学习效应的排序问题之后,具有学习效应的

排序问题受到越来越多研究者的关注[2-8]。Biskup[9]对具有学习效应的排序问题做了综述。在众多具有学习效

应的模型中,有一类模型更加具有实际意义,它是DeJong[10]提出的。Wang等人[11]首先将DeJong学习效应与

排序问题结合,研究了具有DeJong学习效应的单机排序问题。文献[12]讨论了平行机极小化最大完工时间问

题,给出了分支定界算法和贪婪算法。文献[13]对平行机极小化最大完工时间问题给出了全多项式近似策略,
文献[14]对这个全多项式近似策略进行了改进。文献[15]研究了具有DeJong学习效应、并且机器有不可用时

间的单机排序问题。上述研究均集中在单机或平行机模型,本文则考虑具有DeJong学习效应的两台机器流水

作业排序问题。
问题可描述如下:有n个独立的工件J1,J2,…,Jn,每个工件Jj 均有两道工序,按照同一顺序依次在两台机

器 M1,M2 上加工。每台机器同一时间内只能加工一个工件,每个工件在同一时刻只能在一台机器上加工。工

件Jj 在 M1 和 M2 上的基本加工时间分别为aj 和bj(j=1,2,…,n)。不失一般性,设a1+b1≤a2+b2≤…≤
an+bn。工件的加工具有DeJong学习效应,即:如果工件Jj 排在第r 个位置加工,则工件在两台机器上的实际

加工时间分别为aj,[r]=aj[M+(1-M)ra]和bj,[r]=bj[M+(1-M)ra]。其中:a(≤0)是与工件无关的学习因

子,M(0≤M≤1)是确定的常数。目标函数是极小化总完工时间。用三参数表示法,问题可记为:

F2|DLE|∑Cj。

为叙述方便,对于给定的排序π=[J[1],J[2],…,J[n]],J[j]在 M1 和 M2 上的完工时间分别记为C1,[j](π)和
C2,[j](π),J[j]的完工时间为C[j](π)=C2,[j](π)。在不引起混淆的情况下,分别简记为C1,[j],C2,[j]和C[j]。此外,
为叙述方便,记D(r)=[M+(1-M)ra]。
SPT排序 工件按加工时间(aj+bj)不减排列,即π=[J1,J2,…,Jn]。

2SPT排序的界

当DeJong学习效应模型中的参数M=1时,即为经典排序问题F2‖∑Cj,因此,问题F2‖∑Cj 是问题
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F2|DLE|∑Cj 的特殊情况。由于问题F2‖∑Cj 是强NP-难的[16],因此问题F2|DLE|∑Cj 必定是强NP-

难的。由于SPT排序是单机问题1‖∑Cj 的最优排序,在讨论相应流水作业问题时通常把SPT排序作为近

似解。

下面针对问题F2|DLE|∑Cj,分析SPT排序的误差界。

引理1 设xj,yj(j=1,2,…,n)满足x1≤x2≤…≤xn,y1≥y2≥…≥yn,则∑
n

j=1
xjyj 使和式∑

n

j=1
xjyσ(j)取到

最小值,其中(σ(1),σ(2),…,σn)是(1,2,…,n)的任意排列。

定理1 对于问题F2|DLE|∑Cj,SPT排序的界为2。

证明 设SPT排序为π=[J1,J2,…,Jn],因此Cj(π)≤∑
j

k=1

(ak+bk)D(k),从而有:

∑
n

j=1
Cj(π)≤∑

n

j=1
∑
j

k=1

(ak+bk)D(k)=∑
n

j=1

(n-j+1)(aj+bj)D(j)。

设最优排序为π*=[J[1],J[2],…,J[n]],则Cj(π*)≥ 12∑
j

k=1

(a[k]+b[k])D(k),所以有:

∑
n

j=1
Cj(π*)≥ 12∑

n

j=1
∑
j

k=1

(a[k]+b[k])D(k)=12∑
n

j=1

(n-j+1)(a[j]+b[j])D(j)。

因为(n-j+1)D(j)关于j不增,所以由引理1,有:

∑
n

j=1

(n-j+1)(a[j]+b[j])D(j)≥∑
n

j=1

(n-j+1)(aj+bj)D(j),

因此∑
n

j=1
Cj(π*)≥ 12∑

n

j=1

(n-j+1)(aj+bj)D(j)。 由此得∑
n

j=1
Cj(π)≤2∑

n

j=1
Cj(π*)。 证毕

对于问题F2‖∑Cj,Hoogeveen等人[17]证明了:即使假定a1=a2=…=an,仍然是强NP-难的,因此问题

F2|DLE|∑Cj 也是强NP-难的。可见分析特殊情况下SPT算法的界很有意义。下面考虑比a1=a2=…=an

更广泛的一种情况:两个工序的加工时间和与第2台机器工序实际加工时间同序。即:a1+b1≤a2+b2≤…≤
an+bn,意味着b1D(1)≤b2D(2)≤…≤bnD(n)。

先给出这一情况下F2|DLE|∑Cj 最优值的下界。

定理2 设π*是F2|DLE|∑Cj 的最优解,若aj+bj 与bjD(j)同序,则:

∑
n

j=1
Cj(π*)≥ 12 ∑

n

j=1

(n-j+1)(aj+bj)D(j)+∑
n

j=1
bjD(j)+nmin

1≤j≤n
{aj[ ]}。

证明 设π=[J[1],J[2],…,J[n]]是一个给定的排序,则有:

C2,[1]=C1,[1]+b[1]D(1)=a[1]+b[1],C2,[j]=max{C2,[j-1],C1,[j]}+b[j]D(j)(j=2,…,n)。
记C2,[0]=0,因此,C2,[j]≥C2,[j-1]+b[j]D(j)且C2,[j]≥C1,[j]+b[j]D(j)(j=1,2,…,n)。

一方面,由于C2,[j]≥C2,[j-1]+b[j]D(j),所以有:

C2,[j]≥C2,[j-1]+b[j]D(j)≥C2,[j-2]+∑
j

k=j-1
b[k]D(k)≥ …… ≥C2,[1]+∑

j

k=2
b[k]D(k)=a[1]+∑

j

k=1
b[k]D(k)。

因此,有:

∑
n

j=1
Cj(π)≥na[1]+∑

n

j=1
∑
j

k=1
b[k]D(k)=na[1]+∑

n

j=1

(n-j+1)b[j]D(j)。 (1)

另一方面,由于C2,[j]≥C1,[j]+b[j]D(j),所以:

C2,[j]≥C1,[j-1]+a[j]D(j)+b[j]D(j)≥C1,[j-2]+∑
j

k=j-1
a[k]D(k)+b[j]D(j)≥ …… ≥

C1,[1]+∑
j

k=2
a[k]D(k)+b[j]D(j)=∑

j

k=1
a[k]D(k)+b[j]D(j)。

因此,有:
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∑
n

j=1
Cj(π)≥∑

n

j=1
∑
j

k=1
a[k]D(k)+∑

n

j=1
b[j]D(j)=∑

n

j=1

(n-j+1)a[j]D(j)+∑
n

j=1
b[j]D(j)。 (2)

将(1),(2)式相加,得:2∑
n

j=1
Cj(π)≥na[1]+∑

n

j=1

(n-j+1)(a[j]+b[j])D(j)+∑
n

j=1
b[j]D(j)。

注意到a[1]≥min
1≤j≤n

{aj},所以有:

∑
n

j=1
Cj(π)≥ 12 ∑

n

j=1

(n-j+1)(a[j]+b[j])D(j)+∑
n

j=1
b[j]D(j)+nmin

1≤j≤n
{aj[ ]}。

因为(n-j+1)D(j)和D(j)关于j不增,所以根据引理1,有:

∑
n

j=1

(n-j+1)(a[j]+b[j])D(j)≥∑
n

j=1

(n-j+1)(aj+bj)D(j),

条件aj+bj 与bjD(j)同序,意味着aj+bj 与bj 同序,再根据引理1,有∑
n

j=1
b[j]D(j)≥∑

n

j=1
bjD(j)。 因此有:

∑
n

j=1
Cj(π)≥ 12 ∑

n

j=1

(n-j+1)(aj+bj)D(j)+∑
n

j=1
bjD(j)+nmin

1≤j≤n
{aj[ ]}。

由于上述不等式对于任何排序均成立,所以定理得证。 证毕

引理2 对于F2|DLE|∑Cj 的SPT排序,有 ak+1D(k+1)-bkD(k)≤β-α
β+α

[ak+1D(k+1)+bkD(k)]成

立,其中:α=min
1≤j≤n

{aj,bj},β=max
1≤j≤n

{aj,bj}。

证明 反证法。

1)先考虑 ak+1D(k+1)-bkD(k)=ak+1D(k+1)-bkD(k)情况。
若引理结论不真,则有:

(β+α)[ak+1D(k+1)-bkD(k)]>(β-α)[ak+1D(k+1)+bkD(k)],
整理得αak+1D(k+1)>βbkD(k)。

因为α=min
1≤j≤n

{aj,bj},β=max
1≤j≤n

{aj,bj},所以α≤bk,ak+1≤β,又因为D(k+1)≤D(k),因此αak+1D(k+1)≤

βbkD(k),与αak+1D(k+1)>βbkD(k)矛盾。

2)下面考虑 ak+1D(k+1)-bkD(k)=bkD(k)-ak+1D(k+1)情况。
若引理结论不真,则有:

(β+α)[bkD(k)-ak+1D(k+1)]>(β-α)[ak+1D(k+1)+bkD(k)],
整理得αbkD(k)>βak+1D(k+1)。

因为α=min
1≤j≤n

{aj,bj},β=max
1≤j≤n

{aj,bj},所以α≤ak+1,bk+1≤β,因此αbkD(k)≤αbk+1D(k+1)≤βak+1D(k+1),

与αbkD(k)>βak+1D(k+1)矛盾。
综合1),2)两种情况,引理得证。 证毕

定理3 对于F2|DLE|∑Cj,若aj+bj 与bjD(j)同序,则SPT排序的界为RSPT= 2β
β+α

,其中:α=

min
1≤j≤n

{aj,bj},β=max
1≤j≤n

{aj,bj}。

证明 设SPT排序为π=[J1,J2,…,Jn],则C2,1=a1+b1,C2,j=max{C2,j-1,C1,j}+bjD(j),j=2,…,n。
因此,有:

Cj=bjD(j)+max{C2,j-1,C1,j}=bjD(j)+max{max{C2,j-2,C1,j-1}+bj-1D(j-1),C1,j-1+ajD(j)}≤
bjD(j)+max{C2,j-2,C1,j-1}+max{bj-1D(j-1),ajD(j)}。

依次递推,得到:Cj≤a1+∑
j-1

k=1
max{bkD(k),ak+1D(k+1)}+bjD(j)。 注意到:

2max{bkD(k),ak+1D(k+1)}=bkD(k)+ak+1D(k+1)+ bkD(k)-ak+1D(k+1),
所以有:

2Cj≤2a1+∑
j-1

k=1
bkD(k)+ak+1D(k+1[ ])+∑

j-1

k=1
bkD(k)-ak+1D(k+1)+2bjD(j)=
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a1+∑
j

k=1

(ak+bk)D(k)+∑
j-1

k=1
bkD(k)-ak+1D(k+1)+bjD(j)。

因此,有2∑
n

j=1
Cj≤na1+∑

n

j=1
∑
j

k=1

(ak+bk)D(k)+∑
n

j=1
∑
j-1

k=1
bkD(k)-ak+1D(k+1)+∑

n

j=1
bjD(j)。

由引理2知:ak+1D(k+1)-bkD(k)≤β-α
β+α

[ak+1D(k+1)+bkD(k)],整理得:

2∑
n

j=1
Cj≤na1+∑

n

j=1

(n-j+1)(aj+bj)D(j)+β-α
β+α∑

n

j=1
∑
j-1

k=1

(ak+1D(k+1)+bkD(k))+∑
n

j=1
bjD(j)=

na1+∑
n

j=1

(n-j+1)(aj+bj)D(j)+β-α
β+α∑

n-1

j=1

(n-j)(aj+1D(j+1)+bjD(j))+∑
n

j=1
bjD(j)=

2α
β+αna1+ 2β

β+α∑
n

j=1

(n-j+1)(aj+bj)D(j)+ 2α
β+α∑

n

j=1
bjD(j)。

因为α=min
1≤j≤n

{aj,bj},β=max
1≤j≤n

{aj,bj},所以α<β,且αa1≤αβ=βmin
1≤j≤n

{aj,bj}。

因此,有2∑
n

j=1
Cj≤ 2β

β+αnmin
1≤j≤n

{aj,bj}+∑
n

j=1

(n-j+1)(aj+bj)D(j)+∑
n

j=1
bjD(j[ ])。 注意到:

∑
n

j=1
Cj(π*)≥ 12∑

n

j=1

(n-j+1)(aj+bj)D(j)+∑
n

j=1
bjD(j)+nmin

1≤j≤n
{aj},

及min
1≤j≤n

{aj,bj}≤min
1≤j≤n

{aj},因此,有∑
n

j=1
Cj≤ 2β

β+α∑
n

j=1
Cj(π*)。 证毕

尽管a1=a2=…=an 时,F2‖∑Cj 是强NP-难的,但b1=b2=…=bn 时,F2‖∑Cj 非常简单。

定理4 对于F2|DLE|∑Cj,若b1=b2=…=bn,则工件按aj 不减(SPT)排列可以得到最优排序。

证明 设工件按aj 不减排列的排序为π=[J1,J2,…,Jn],π=[J[1],J[2],…,J[n]]是任意排序,下面证明

Cj(π)≤C[j](π),j=1,2,…,n。
利用数学归纳法。对于j=1,C1(π)=a1+b≤a[1]+b=C[1](π)。
假设对于j=1,2,…,k,有Cj(π)≤C[j](π)成立,下面考虑j=k+1的情况。
易见:

Ck+1(π)=max{Ck(π),C1,k+1(π)}+bD(k+1)=maxCk(π),∑
k+1

j=1
ajD(j{ })+bD(k+1),

C[k+1](π)=max{C[k](π),C1,[k+1](π)}+bD(k+1)=maxC[k](π),∑
k+1

j=1
a[j]D(j{ })+bD(k+1)。

由于Ck(π)≤C[k](π),∑
k+1

j=1
ajD(j)≤∑

k+1

j=1
a[j]D(j),所以Ck+1(π)≤C[k+1](π)。 证毕

3结束语

具有学习效应的排序模型是近些年来的比较活跃的研究内容。文献中关于DeJong学习效应模型的研究主

要集中在单机和平行机。本文讨论两台机器流水作业排序问题。目标函数是极小化总完工时间。由于这一问

题是强NP-难的,因此以SPT为近似算法,讨论了误差界。对一般情况,证明了SPT算法的界为2。对于两种特

殊情况,分别给出了一个改进的界和证明了SPT算法的最优性。进一步研究可以考虑其他车间作业问题或其他

目标函数。
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TwoMachineFlowshopSchedulingwithDeJong’sLearningEffect

BAIMengzhuo1,WENXuebing2
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2.DepartmentofEditorialJournal,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110035,China)

Abstract:[Purposes]Atwo-machineflowshopschedulingwithDeJong’slearningeffectisconsidered.[Methods]Theobjectiveisto
findasequencethatminimizesthetotalcompletiontime.[Findings]Forgeneralmodel,itisprovedthattheworst-caseboundof
SPTalgorithmis2.Furthermore,twospecialcasesareanalyzed,oneisthatthetotalprocessingtimeoftwooperationsandthereal

processingtimeoftheoperationsonsecondmachineareagreeable,theotheristhattheprocessingtimesonthesecondmachineare
equal.Animprovedworst-caseboundforSPTalgorithmispresentedforthefirstspecialcaseandapolynomialalgorithmforthe
secondspecialcase,respectively.[Conclusions]Theresultsoftheexistingliteraturearegeneralized.
Keywords:scheduling;DeJong’slearningeffects;flowshop;SPTrule
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