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星型网络上单台车辆分群调度问题
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摘要:【目的】星型网络上单台车辆分群调度问题是运筹学和计算机科学中一个重要的组合优化问题。【方法】对客户服务

时间为零的情形,证明存在一个具有良好性质的最优解;对客户服务时间任意的情形,设计两个候选时间表然后选择表长

较短者作为最终的近似解。【结果】对第1种情形,给出一个多项式时间最优算法;对第2种情形,给出一个近似比为5/3
的近似算法。【结论】研究结果可为交通运输、生产制造、生物科学等相关行业提供有效决策支持。
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目前,车辆分群调度问题已成为运筹学和计算机科学中一个重要的组合优化问题,它和它的变形在交通运

输、生产制造、生物科学等行业中得到了广泛应用[1]。车辆分群调度问题及相关问题已受到了研究者的普遍关

注。相关问题之一是分群旅行商问题(Clusteredtravelingsalesmanproblem,CTSP)。与车辆分群调度问题相

比,它的客户的释放时间和服务时间均为零。Guttmann等人[2],Bao和Liu[3]研究了CTSP问题,并分别给出了

近似比为11/4和13/6的近似算法。相关问题之二是车辆调度问题(Vehicleschedulingproblem,VSP)。与车

辆分群调度问题相比,群的个数仅有1个。当网络结构为线型时,Tsitsiklis[4]证明了它是 NP困难问题。

Bhattacharya等人[5]、Yu和Liu[6]分别独立给出了一个近似比为3/2近似算法。当网络结构为圈型时,Wu和

Lu[7]给出了一个近似比为16/9近似算法。当网络结构为树型时,Wu和Lu[7]给出了一个近似比为5/3近似算

法。当网络结构为一般网络时,Nagamochi等[8]给出了一个近似比为5/2近似算法。

2017年,包晓光等人[9]考虑了线型网络上单台车辆分群调度问题。当客户的服务时间为零时,他们给出了

一个多项式时间动态规划最优算法;当客户的服务时间任意时,他们给出了一个近似比为16/9近似算法。作为

线型网络的一个推广,本文研究星型网络上单台车辆分群调度问题,就客户服务时间为零的情形,证明它是多项

式时间可解的;就客户服务时间任意的情形,给出一个近似比为5/3近似算法。

图1 客户分布示意图

Fig.1 Diagramofcustomerdistribution

1问题描述和符号

设G=(V,E)是一个星型网络,其中V={0,1,…,n}是该网络

的顶点集,E={(i,j)}是该网络的边集。图G 按逆时针方向划分为

K 个分支B1,B2,…,BK(图1)。顶点0处有一台车辆,顶点1,2,
…,n处各有一个客户。所有客户被划分成 K 个子集V1,V2,…,

VK,每个子集Vl 称为一个群,群内的客户分布在对应的分支Bl 上。
每个客户都有一个释放时间ri 和一个服务时间pi。释放时间的含

义是,客户只能在该时刻或该时刻之后被服务;服务时间的含义是,

车辆对客户进行服务时所需花费的时间。对于边集E 中的每条边e=(i,j)都关联着一个旅行时间t(i,j),它的

含义是车辆从顶点i行驶至顶点j所需花费的旅行时间。旅行时间是对称的,即对任意e=(i,j)∈E,成立t(i,

j)=t(j,i)。问题的要求是,计算一个客户服务顺序的时间表,使得车辆从初始位置出发,服务网络中的所有客
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户且每个群中的客户连续服务,且最终返回初始出发位置。问题的目标是极小化时间表长。
由于问题的目标是极小化时间表长,故车辆到达一个客户所在位置时,或者等待车辆释放然后对客户进行

服务,或者朝下一个待服务的客户方向移动。因此,一个可行时间表可以通过确定客户的服务顺序来描述。对

于给定的一个时间表S,使用Cmax(S)表示S 的时间表长。同时,为方便表述,下面定义了一些将在后文中使用

到的符号。设P=∑
i∈V\{0}

pi,rmax=max
i∈V\{0}

ri,T= ∑
(i,j)∈E

t(i,j),这里P 表示所有客户的服务时间之和,rmax表示所有

客户的最大释放时间,T 表示图G 中每条边的旅行时间之和。对1≤l≤K,设:

Tl= ∑
(i,j)∈Bl

t(i,j),Wl=max
i∈Vl

{max{ri-(2Ti-t(i,0)),0}},

这里Tl 表示分支Bl 中每条边的旅行时间之和,Wl 表示,对分支Bl 中每个客户i,车辆零时刻从顶点0出发,然
后直接旅行至该分支另一端顶点,再沿直线服务该客户时,分支Bl 中所有客户等待时间的最大值。对0≤t≤

rmax,设:V(t)={l|∃i∈Vl,ri≥t},V′(t)={l|∃i∈Vl,ri>t},P(t)= ∑
{i|l∈V(t),i∈Vl}

pi,P′(t)= ∑
{i|l∈V′(t),i∈Vl}

pi,

Q(t)=max
l∈V(t) ∑

{i|i∈Vl,ri<t}
pi,Q′(t)=max

l∈V′(t) ∑
{i|i∈Vl,ri≤t}

pi,这里V(t)(V′(t))表示存在释放时间大于等于t(>t)的客户

的群下标集合,P(t)(P′(t))表示群下标属于V(t)(V′(t))的每个群的客户服务时间之和,Q(t)(Q′(t))表示下标

属于V(t)(V′(t))的群中,群内释放时间小于t(≤t)的客户的服务时间之和的最大值。另外,使用u′(t)表示使

Q′(t)成立的最小的群下标。

2客户服务时间为零的情形

本节考虑客户服务时间为零的情形。针对客户不分群且服务时间均为零、网络结构为直线、车辆初始位置

位于直线的一个端点的情形,Psaraftis等人[10]给出了一个最优算法。算法步骤是,首先车辆从所在的顶点直接

旅行至另一侧的顶点,然后从该顶点沿直线依次服务客户直至返回初始出发位置。针对本节考虑的情形,就每

个分支而言,由于它是一个线型网络,故而可以应用Psaraftis算法对客户进行服务。对分支间的服务顺序,本文

证明存在一个最优时间表,使得车辆按照Wl(1≤l≤K)非减序服务各分支。需要说明的是,为方便阐述,下文中

用车辆服务分支Bl 表示车辆服务该分支内的所有客户。综合上述,该情形是多项式时间可解的。接下来首先

给出一个引理用以支撑后续定理的证明。为方便阐述,对分支Bl(1≤l≤K),设异于顶点0的另一侧顶点为nl,
设Wl=max

i∈Vl

{max{ri-(2Ti-t(i,0)),0}}对应的顶点为bl。同时,设按照Psaraftis算法服务分支Bl 时的开始

时刻为tl。
引理1 对分支Bl(1≤l≤K),若tl+2Tl-t(bl,0)≥rbl

,则按Psaraftis算法,车辆在该分支的任意客户处均

不会发生等待。
证明 对任意客户i,按Psaraftis算法,若ri-(2Tl-t(i,0))≤0,则结论显然成立。若ri-(2Tl-t(i,0))>0,

由bl 的定义,成立max{rbl-(2Tl-t(bl,0)),0}≥max{ri-(2Tl-t(i,0)),0},即,rbl-(2Tl-t(bl,0))≥ri-
(2Tl-t(i,0))。因此,tl+2Tl-t(i,0)≥tl+2Tl-t(bl,0)-rbl+ri≥ri,这里最后1个不等式的成立是由于条件

tl+2Tl-t(bl,0)≥rbl
。因此,车辆到达客户i的旅行时间不小于该客户的释放时间,所以不会发生等待。 证毕

定理1 对星型网络上单台车辆分群调度问题,就服务时间为零的情形,存在一个最优时间表,使得车辆按

照Wl 非减序服务各分支。
证明 设S是一个最优时间表。使用反证法证明该定理。假设S中存在两个分支Bi 和Bj,使得Wi>Wj,

但车辆先服务Bi 后服务Bj。通过交换Bi 和Bj 的服务顺序(其他分支服务顺序不变),构造一个新时间表S′。
现证明这样的交换不会增加时间表长。按照S,根据车辆在Bi 和Bj 是否发生等待,可以分4种情况讨论。值得

注意的是,由于Wi>Wj,故下式成立:

rbi-2Ti+t(bi,0)>rbj-2Tj+t(bj,0)。 (1)
情况1 在S中,车辆在Bi 和Bj 均未发生等待。由于车辆在Bi 未发生等待,则有:

ti+2Ti-t(bi,0)≥rbi
。 (2)

此时,车辆服务完Bi 和Bj 的完工时间为ti+2Ti+2Tj。在S′中,若车辆在服务Bj 和Bi 时仍未发生等待,则结
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论显然成立;若车辆在Bi 发生等待,则无论在Bj 是否发生等待,服务完Bj 和Bi 的完工时间均为rbi+t(bi,0)≤
ti+2Ti<ti+2Ti+2Tj,这里第1个不等式由(2)式得出,进而结论成立;若车辆在Bj 等待而Bi 未等待,则服务

完Bj 和Bi 的完工时间为rbj+t(bj,0)+2Ti。因此:

rbj +t(bj,0)+2Ti<rbi +t(bi,0)+2Tj<ti+2Ti+2Tj,
这里第1个不等式由(1)式得出,第2个不等式由(2)式得出,进而结论成立。

情况2 在S中,车辆在Bi 未发生等待而在Bj 发生等待。由于在Bi 未发生等待,则亦有(2)式成立。此

时,车辆对Bj 开始服务的时刻为tj=ti+2Ti。进而有:

tj+2Tj-t(bj,0)=ti+2Ti+2Tj-t(bj,0)≥rbi+t(bi,0)+2Tj-t(bj,0)>rbj+2Ti>rbj
,

这里第1个不等式由(2)式得出,第2个不等式由(1)式得出。由引理1可知,车辆在Bj 的任意客户处均不会发

生等待,即情况2不存在。
情况3 在S中,车辆在Bi 和Bj 均发生等待。由于车辆在Bi 发生等待,则服务完Bi 的时刻,亦即对Bj 开

始服务的时刻为rbi+t(bi,0)。进而,tj+2Tj-t(bj,0)=rbi+t(bi,0)+2Tj-t(bj,0)>rbj+2Ti>rbj
,这里第1

个不等式由(1)式得出。由引理1可知,车辆在Bj 的任意客户处均不会发生等待,即情况3亦不存在。
情况4 在S中,车辆在Bi 发生等待而在Bj 未发生等待。由于车辆在Bi 发生等待,则有:

ti+2Ti-t(bi,0)<rbi
, (3)

此时,车辆服务完Bi 和Bj 的完工时间为rbi+t(bi,0)+2Tj。在S′中,若车辆在服务Bj 和Bi 时均未发生等待,
则服务完这两个分支的完工时间为ti+2Tj+2Ti<rbi+t(bi,0)+2Tj,这里的不等式由(3)得出,进而结论成立;
若车辆在Bi 发生等待,则无论在Bj 是否发生等待,服务完Bj 和Bi 的完工时间均为rbi+t(bi,0),则结论显然成

立;若车辆在Bj 等待而在Bi 未等待,则服务完Bj 和Bi 的完工时间为rbj+t(bj,0)+2Ti。因此,rbj+t(bj,0)+
2Ti<rbi+t(bi,0)+2Tj,这里的不等式由(1)式得出,进而结论成立。 证毕

因此,根据定理1,可以给出求解客户服务时间为零情形的一个多项式时间算法:按照Wl(1≤l≤K)非减序

确定分支间的服务顺序,对每个分支内部,按照Psaraftis算法对客户进行服务。接下来给出一个算例。
例1 客户个数n=14,客户分群为:V1={1,2,3},V2={4,5,6,7,8},V3={9,10},V4={11,12,13,14}。

客户分布示意图见图2。每个客户的释放时间ri 和客户到顶点0的距离见表1。按上述算法计算车辆服务客户

的顺序。

表1 例1中客户的相关参数

Tab.1 RelevantparametersofthecustomersinExample1

参数
分支

B1 B2 B3 B4

客户编号i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

释放时间ri 2 0 13 5 13 0 21 0 5 2 2 5 19 2

客户位置t(i,0) 1 2 5 1 3 4 5 6 1 5 2 3 4 5

  注:这里客户i的位置用该客户到初始位置0的距离表示。

解 根据Wl=max
i∈Vl

{max{ri-(2Ti-t(i,0)),0}}的定义得,W1=8,W2=14,W3=0,W4=13。因此分支的

服务顺序为B3→B1→B4→B2,进而车辆服务客户的顺序为:

0→10→9→0→3→2→1→0→14→13→12→11→0→8→7→6→5→4→0。

3客户服务时间任意的情形

本节考虑客户服务时间任意的情形。当分支个数等于1,即线型网络时,该情形是NP困难的[4],故星型网

络上的该情形亦是NP困难的。针对该情形,本文首次给出一个5/3近似算法。算法思想是,首先设计两个候选

时间表,然后选择表长较小者作为最终的近似解。接下来,首先给出算法,然后给出算法分析。
算法A(α) 步骤1,对相应的零服务时间问题,按照第2节中的求解方案生成时间表S1,然后按照S1 服务

客户的顺序对客户进行服务。
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图2 例1中客户分布示意图

Fig.2 DiagramofcustomerdistributioninExample1

步骤2,计算满足条件P′(t*)-Q′(t*)≤αt*≤P(t*)-
Q(t*)的时刻t*(0≤t*≤rmax),其中α>0为待定参数。按t*

将分支下标划分成{1,2,…,K}\V′(t*),V′(t*)\u′(t*)以及

{u′(t*)}共3部分。构造一个时间表S2,使得车辆首先在顶点

0处等至时刻t*,然后按照任意序服务下标属于{1,2,…,K}\
V′(t*)的每个分支并回到顶点0处;接着从顶点0处旅行至顶

点nu′(t*),期间服务Bu′(t*)中释放时间不超过t* 的所有客户;
之后从顶点nu′(t*)回到顶点0,期间服务Bu′(t*)中释放时间严格

大于t*的客户;最后按照任意序服务下标属于V′(t*)\u′(t*)
的所有分支并返回至顶点0。需要注意的是,除了分支Bu′(t*)

外,车辆服务其余分支Bl 时均是按照从nl 沿分支回到顶点0
时依次服务客户。

步骤3,从S1 和S2 中选择时间表长较小者作为最终的近似解。
由于P′(t)-Q′(t)和P(t)-Q(t)是单调非增的分段常数函数,且仅在t=ri 处函数值才有可能不同。类似

Yu和Liu[6]的分析知,t*∈[0,rmax]可在O(nlogn)内计算。接下来,首先给出一个算例,然后给出几个最优时间

表长的下界,最后给出算法分析。
例2 按照算法A(α)计算时间表S2 中车辆服务客户的顺序。客户的释放时间ri 和客户到顶点0的距离如

例1所示,客户的服务时间见表2。

表2 例2中客户的相关参数

Tab.2 RelevantparametersofthecustomersinExample2

参数
分支

B1 B2 B3 B4

客户编号i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

服务时间pi 1 1 3 2 1 2 3 1 3 4 2 1 2 1

解 令f1(t)=P′(t)-Q′(t),f2(t)=P(t)-Q(t)。由P(t)、P′(t)、Q(t)、Q′(t)的定义得:

f1(t)=

24, 0≤t<2
23, 2≤t<5
15, 5≤t<13
9, 13≤t<19
3, 19≤t<21
0, t≥

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï 21

,f2(t)=

27, t=0
24, 0<t≤2
23, 2<t≤5
15, 5<t≤13
9, 13<t≤19
3, 19<t≤21
0, t>

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï 21

。

图3 计算t*的示意图

Fig.3 Diagramforcomputingt*

令α=1/2,作图得:
需要说明的是,由于f1(t)和f2(t)仅在个别点处函数值不

同,为在图像上易于观察,在图3中将f2(t)的图像向上平移

0.4个单位。根据t*的定义,即P′(t*)-Q′(t*)≤αt*≤P(t*)

-Q(t*),易知t*=18,V′(t*)={2,4},{u′(t*)}={2}。按照

算法A(α)步骤2,车辆服务客户的顺序为:

0→3→2→1→0→10→9→0→8→7→
6→5→4→0→14→13→12→11→0。

引理2 设C*
max为星型网络上单台车辆分群调度问题的最

优时间表长,那么有:

C*
max≥2T+P。 (4)
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对任意i∈V{0},有下式成立:

C*
max≥ri+pi+t(i,0), (5)

对任意0≤t≤rmax,有下式成立:

C*
max≥t+P(t)-Q(t)。 (6)

证明 (4),(5)式显然成立,现证明(6)式。考虑下标属于V(t)的分支,由于t时刻前,车辆至多服务Q(t)时
间单位的客户,故t时刻后,车辆至少需服务P(t)-Q(t)时间单位的客户,因此(6)式成立。 证毕

引理3 Cmax(S1)≤C*
max+P。

证明 由于S1 是按照相应零服务时间情形的最优解确定服务客户的顺序,故时间表长至多是相应零服务

时间情形的最优值加上P。因为相应零服务时间情形的最优值是C*
max的一个下界,因此引理得证。 证毕

引理4 Cmax(S2)≤max 1+ 1
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

αC*
max,2+ α

1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

αC*
max-{ }P 。

证明 由于车辆在顶点0处等至时刻t*,故车辆服务下标属于{1,2,…,K}\V′(t*)的分支以及Vu′(t*)中释

放时间不超过t*的客户时均不会发生等待。若在后续服务中车辆仍未发生等待,则有Cmax(S2)=t*+2T+P≤

t*+C*
max≤(1+ 1

1+α
)C*

max,这里第1个不等式由(4)式得出,第2个不等式由(6)式和t*的定义得出,即C*
max≥t*+

P(t*)-Q(t*)≥(1+α)t*。若车辆在后续服务时发生了等待,那么令k为最后1个发生等待的客户,则有:

Cmax(S2)≤rk+t(k,0)+ ∑
(i,j)∈Bl,l∈V′(t

*)\u′(t*)

2t(i,j)+P′(t*)-Q′(t*)≤

C*
max+2T+P′(t*)-Q′(t*)≤ 1+ α

1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

α C*
max+2T≤ 2+ α

1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

α C*
max-P,

这里第2个不等式由(5)式得出,第3个不等式由(6)式和t*的定义得出,即C*
max≥t*+P(t*)-Q(t*)≥

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(P′(t*)-Q′(t*)),最后一个不等式由(4)式得出。 证毕

定理2 对客户服务时间任意的情形,算法A(α)(α>0)的近似比为max 53
,1+ 1
1+α

,4
3+

α
1+{ }α

。特别地,

如果令α=12
,则该算法的近似比至多为5

3
。

证明 当P≤23C
*
max时,由引理3可得,Cmax(S1)≤C*

max+P≤53C
*
max。当P>23C

*
max时,由引理4可得:

Cmax(S2)≤max 1+ 1
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

αC*
max,2+ α

1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

αC*
max-{ }P ≤

max1+ 1
1+α

,2+ α
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

α -{ }23 C*
max≤max1+ 1

1+α
,4
3+

α
1+{ }αC*

max。 证毕

5总结

本文主要研究了星型网络上单台车辆分群调度问题,就客户服务时间为零的情形,给出了一个多项式时间

最优算法;就客户服务时间任意的情形,给出了一个近似比为5
3

的近似算法。在未来研究中,可以进一步考虑一

般树型网络以及一般网络上单台车辆分群调度问题。
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SingleVehicleSchedulingProblemwithClusteronStartNetwork

BAOXiaoguang,JIAOChangchun
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Abstract:[Purposes]Thevehicleschedulingproblemwithclusterisstudied.Itisanimportantcombinatorialoptimizationproblemin

operationsresearchandcomputerscience.[Methods]Inthecasewheretheservicetimeofeachcustomeriszero,anoptimality

propertyoftheproblemisproved.Inthecasewheretheservicetimeofeachcustomerisgivenarbitrarily,twocandidateschedules

arefirstdesignedandthentheshorteroneisselectedasthefinalapproximatesolution.[Findings]Fortheformer,apolynomial-time

optimalalgorithmispresented.Forthelatter,a5/3-approximationalgorithmisproposed.[Conclusions]Theresultsobtainedcan

provideeffectivedecisionsupportfortransportationindustry,industrialmanufacture,biologicalscience,andsoon.
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