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随机多群体SIRI传染病模型的定性分析
*
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摘要:【目的】研究一类具有非线性发生率、多群体的随机SIRI传染病模型。【方法】利用随机微分方程解的基本理论,首

先给出模型正解的存在唯一性。通过构造恰当的Lyapunov函数,利用图论的知识和基本再生数R0,获得了该传染病模

型的零解随机指数稳定的充分条件。【结果】适当随机干扰能改变系统动力学行为,即当白噪声满足一定条件时,无论

R0≤1或者R0>1,系统的零解都是随机指数稳定的,即疾病最终都将呈指数型灭绝。【结论】对非线性发生率做一定假

设的情况下,得到了疾病的灭绝性由白噪声的强度控制。
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传染病的流行不仅会严重影响人们的正常生活,同时还会造成经济的巨大损失,例如目前全世界正面临的

“新型冠状病毒肺炎(COVID19)”疫情。一直以来人们都在与传染病做斗争,传染病模型在研究传染病的发病机

理和传染规律中扮演着非常重要的角色,利用微分方程构建传染病数学模型是研究传染病的一种重要方法。

1990年,Tudor[1]首次提出了具有复发性的SIRI传染病数学模型,该模型适用于对肺结核、猪身上的伪狂犬

病、疱疹等传染病的研究[2-3],可是Tudor在文中指出确定性传染病模型的缺陷是未考虑到传染病暴发过程中的

随机性,这使得研究随机性的传染病模型更具现实意义。近些年来,具有随机效应的传染病模型已经受到了广

大学者的关注[4-8]。Lei等人[4]首次研究了随机的SIRI传染病模型,得到了模型的动力学行为;Liu等人[5]研究

了随机SIRI传染病模型,获得了白噪声强度对于疾病的影响,文献[6]研究了随机SIQS传染病模型的阈值

行为。
事实上,大多数传染病数学模型只考虑了单个群体的情况,可由于群体地理环境的差异性、不同宗教文化背

景等,这将会造成病毒宿主的差异性、病毒宿主的接触方式不同。因此需要把病毒宿主分成不同的群体,进而研

究多群体的传染病模型更为重要。目前,已有部分学者研究了多群体的传染病模型[9-13],文献[9]首次提出了多

群体SIS传染病模型用来研究淋病的传播,得到了地方病平衡点的稳定性。可是对于多群体的非线性发生率的

随机SIRI传染病模型并未得到研究,正如Zou[14]所说:“研究SIRI传染病模型的难点是模型中的变量I(t)不能

被写成I′(t)=I(t)g(·)的形式”。这使得研究多群体的非线性发生率的随机SIRI传染病模型存在一定的

难度。
基于上述分析,本文考虑了一类具有非线性发生率的随机多群体SIRI传染病模型。证明系统正解的存在

唯一性,通过构造恰当的Lyapunov函数,利用矩阵图论知识以及对非线性项进行适当假设,得到模型解的动力

学行为。即系统在白噪声的控制下,得到了疾病的灭绝性由白噪声的强度控制。

1模型建立与准备

1990年,Tudor[1]考虑了如下具有复发性的SIRI传染病模型:
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其中:S表示易感者数量,I为染病者数量,R 表示恢复者数量b表示出生率,λ是S 和I 之间的传染率系数,μ表

示死亡率,γ表示恢复率,a表示免疫失去率,这里b,λ,μ,γ,a都是正常数。
上述模型(1)只考虑了单群体的传染病模型。在此基础上,本文考虑了具非线性发生率的多群体SIRI传染

病模型:
dSk

dt =bk-∑
n

j=1
βkjSkφj(Ij)-μkSk
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这里将总人数分成n个群体,将第k(k=1,2,…,n)个群体分为3类,即Sk(t),Ik(t),Rk(t),分别表示t时刻第k
个群体的易感者数量、染病者数量及恢复者数量,bk 表示第k个群体的出生率,βkj表示Sk(t)和Ik(t)之间的传染

率系数,μk>0,γk>0,ak>0分别表示第k个群体的死亡率、恢复率和免疫失去率。
本文考虑了函数φj(x),x∈(0,+∞),j=1,2,…,n,并且具有如下性质:

1)φj(x)是C1-函数在x∈(0,+∞),对任意的x>0,φj(x)>0,φj(0)=0;

2)当x∈(0,+∞)时,存在一个正常数Cj,使得φj(x)≤Cjx;

3)lim
x→0+

φj(x)æ

è
ç

ö

ø
÷

x =Cj;

4)对于任意的x>0,y>0,满足[φj(x)-φj(y)]φj(x)
x -φj(y)é

ë
êê

ù

û
úúy ≤0。

对于系统(2),可以得到系统的无病平衡点和地方病平衡点分别记作:

P0= b1
μ1
,0,0,b2

μ2
,0,0,…,bn

μ
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n
,P*=(S*
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2 ,…,S*
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n ,R*

n )。

并且记基本再生数为:R0=ρ(A),A=  
(ak+μk)βkjCjbk

μ2
k(ak+μk+γk
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,其中ρ(A)为矩阵A 的谱半径。并且可以得到如下

结论:
假设矩阵B=[βkj]n×n是不可约的,函数φj(x)满足性质1)~性质4)。如果R0≤1,那么系统(2)的无病平衡

点P0 是全局渐近稳定的;如果R0>1,那么系统(2)的地方病平衡点P*是全局渐近稳定的。
由于现实世界中充满了偶然性和随机性,考虑环境白噪声的影响,将系统(2)中引入环境白噪声,得到如下

具非线性发生率的随机性多群体SIRI传染病模型:
dSk

dt =bk-∑
n

j=1
βkjSkφj(Ij)-μkSk+δ1kSkdW1k(t)

dIk

dt=∑
n

j=1
βkjSkφj(Ij)-(μk+γk)Ik+akRk+δ2kIkdW2k(t)

dRk

dt =γkIk-(ak+μk)Rk+δ3kRkdW3k(t
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其中:W1k,W2k,W3k,k=1,2,…,n是定义在完备度量空间上的相互独立的标准布朗运动,δ1k,δ2k,δ3k,k=1,
2,…,n为相应布朗运动的干扰强度。

2系统正解的存在唯一性

对于传染病模型(3),首先应该考虑的是系统是否存在唯一的正解并且是全局的,因此本节将利用Lyapunov
函数的知识证明系统(3)正解的存在唯一性。
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定义系统(3)的解(S1(t),I1(t),R1(t),…,Sn(t),In(t),Rn(t))为Y(t),并且记:

R3n+={y∈R3n yi>0,1≤i≤n},R3n+={y∈R3n yi≥0,1≤i≤n}。
定理1 对于系统(3)任意给定的初值Y(0)∈R3n+,当t≥0时,系统都存在唯一的正解Y(t),并且该解以概

率1位于R3n+中。
证明 由于系统(3)的系数满足局部Lipschitz条件并且连续,故系统(3)对于任意给定的初值条件Y(0)∈

R3n+,存在唯一的局部解Y(t),t∈[0,τe),其中τe 表示爆破时间。即,只需要证明τe=∞a.s.即可。设m0 足够大,

使得Sk(0),Ik(0),Rk(0),k=1,2,…,n,均属于 1
m0
,mé
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τm=inft∈[0,τe):min{Sk(t),Ik(t),Rk(t),k=1,2,…,n}≤1m
或max{Sk(t),Ik(t),Rk(t),k=1,2,…,n}≥{ }m 。

规定inf∅=∞。显然随着m 的增加,τm 是单调递增的。令τ∞=lim
m→∞

τm,如果证明τ∞=∞,那么解Y(t)以概率1

位于R3n+中。采用反证法,假如τ∞<∞,则存在常数T 和ε∈(0,1)使得P{τ∞≤T}>ε,则存在正整数a0≥m0 使

得m>a0,P{τ∞≤T}≥ε。
定义Lyapunov函数V:R3n+→[0,+∞):
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其中:fk(k=1,2,…,n)为待定的正常数。对函数V 采用伊藤公式得:

dV=LVdt+∑
n

k=1

[(Sk-fk)δ1kdW1k(t)+(Ik-1)δ2kdW2k+(Rk-1)δ3kdW3k(t)]。

其中:
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令 Hk=bk+12
(δ21kfk+δ22k+δ23k)+ak+γk+2μk+fkμk,并且由性质1)和2)可知φj(Ij)≤CjIj,则可得到:LV ≤

∑
n

k=1
Hk+∑

n

k=1
fk∑

n

j=1
βkjCjIj-∑

n

k=1
μkIk。 此时选取一个合适的正常数fk(k=1,2,…,n),使得:

∑
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k=1
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βkjCjIj-∑
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∑
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k=1
βkjCjfk-μ( )j Ij=0,

那么可得LV=∑
n

k=1
Hk。 则对于Lyapunov函数V 有:

∫
T∧τm

0
dV(Y(t))≤∫

T∧τm

0 ∑
n

k=1
Hkdt+∫

T∧τm

0 ∑
n

k=1

[(Sk-fk)δ1kdW1k(t)+(Ik-1)dW2k+(Rk-1)dW3k(t)]。

上式两端同时取数学期望得:

E[V(Y(T∧τm))]≤V[Y(0)]+∑
n

k=1
THk。 (1)

设Ωm={τm≤T},则P{Ωm}≥ε。对于任意的ω∈Ωm,则Sk(τm,ω),Ik(τm,ω),Rk(τm,ω),k=1,2,…,n,中至少有

一个等于m 或者1
m
。即:
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根据停时的定义和(4)式可知:V[Y(0)]+∑
n

k=1
THk≥E[1ΩmV[Y(τm,ω)]]≥εM,其中1Ωm

表示Ωm 的示性
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函数。当m→∞时,得出 ∞ >V[Y(0)]+∑
n

k=1
THk ≥ ∞,可知矛盾。所以有τm=∞。 证毕

3随机指数稳定性

基本再生数R0 是流行病模型中的一个重要参数,表示在一个病例进入到易感人群中,在外界未加干预的情

况下平均可感染的二代病例的个数。当R0≤1时,表示疾病最终将灭绝;当R0>1时,表示疾病持久。但是在现

实环境中,存在许多随机干扰因素使得传染病的传播不会处于一个理想的状态,例如环境中白噪声的干扰对于

传染病的传播就起着非常重要的作用。本节主要讨论当环境白噪声足够大时,将会对系统(3)的零解稳定性造

成什么样的影响?
定理2 假设矩阵B=[βkj]n×n是不可约的,并且2μk>δ21k,k=1,2,…,n,那么对于系统(3)任意给定的初值

Y(0)∈R3n+,若以下两个条件之一成立:
1)当R0≤1时,且

max
1≤k,j≤n

βkjCj

h{ }
j
∑
n
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hkδ1kbk

μk 2μk-δ21k
+ min
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2)当R0>1时,且
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∑
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hkδ1kbk
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系统(3)的零解是随机指数稳定的。其中:hk=
ωk(ak+μk)

μk(ak+μk+γk)
,k=1,2,…,n。

证明 由于矩阵B=[βkj]n×n是不可约的,且βkj≥0,ak,μk,γk,bk,Ck,k=1,2,…,n,均大于0,则可知矩阵A
是不可约的且为正定矩阵。由文献[15]知,矩阵A对应的谱半径ρ(A)存在一个左特征向量w=[ω1,ω2,…,ωn],
其中ωk>0,k=1,2,…,n,使得:[ω1,ω2,…,ωn]ρ(A)=[ω1,ω2,…,ωn]A。

定义Lyapunov函数V:V(I1,R1,…,In,Rn)=∑
n

k=1
hkIk+ ωkak

μk(μk+ak+γk)
Ræ
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÷k ,则对函数V 利用伊藤公式

可得:

d(lnV)=L(lnV)dt+1V∑
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k=1
hkδ2kIkdW2k+ ωkak
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δ3kRkdW2
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其中L(lnV)=N1+N2+N3,即:

N1=1V∑
n

k=1
hk ∑
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βkjSkφj(Ij)-(μk+γk)Ik+akR( )k ,
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设Zk 为随机方程dZk=[bk-μkZk]dt+δ1kZkdW1k(t)在初值条件Zk(0)=Sk(0)下的解。根据比较定理,可
得Sk(t)≤Zk(t)a.s.。若2μk>δ21k,k=1,2,…,n,根据文献[16]中的定理3.1和定理3.2可以得到:

lim
t→∞

∫
t

0
Zk(t)dt

t =bk

μk
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t→∞

∫
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则可得:
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V ∑
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û
úú)
∑
n

k=1
hkIk ≤1, (8)

且

∑
n

k=1
∑
n

j=1

(ak+μk)βkjCjbkωk

μ2
k(ak+μk+γk)

Ij-ωkIé

ë
êê

ù

û
úúk =

[ω1,ω2,…,ωn]

(a1+μ1)β11C1b1
μ21(a1+μ1+γ1)

… (a1+μ1)β1nCnb1
μ21(a1+μ1+γ1)

︙ ⋱ ︙
(an +μn)βn1C1bn

μ2
n(an +μn +γn)

… (an +μn)βnnCnbn

μ2
n(an +μn +γn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú)

I1
I2
︙
I

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

n

-[ω1,ω2,…,ωn]

I1
I2
︙
I

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

n

=

(ρ(A)-1)w

I1
I2
︙
I

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

n

=(R0-1)∑
n

k=1
ωkIk。 (9)

由于hk=
(ak+μk)ωk

μk(ak+μk+γk)
,则ωk=μk(ak+μk+γk)

ak+μk
hk,k=1,2,…,n,因此有:

1
V∑

n

k=1
ωkIk=1V∑

n

k=1

μk(ak+μk+γk)
ak+μk

hkIk。 (10)

所以将 (8)、(9)、(10)式代入(7)式中可知,当R0≤1时,有:

N1 ≤ max
1≤k,j≤n

βkjCj

h{ }
j
∑
n

k=1
hk Zk-bk

μk
+

min
1≤k≤n

μk(ak+μk+γk)
ak+μ{ }

k
(R0-1)+1V ∑

n

k=1
hkakRk-∑

n

k=1

akγkωkIk

μk(ak+μk+γk

æ

è
ç

ö

ø
÷

) 。 (11)

或者当R0>1时,有:

N1 ≤ max
1≤k,j≤n

βkjCj

h{ }
j
∑
n

k=1
hk Zk-bk

μk
+

max
1≤k≤n

μk(ak+μk+γk)
ak+μ{ }

k
(R0-1)+1V ∑

n

k=1
hkakRk-∑

n

k=1

akγkωkIk

μk(ak+μk+γk

æ

è
ç

ö

ø
÷

) , (12)

同时有:

N4∶=N2+1V ∑
n

k=1
hkakRk-∑

n

k=1

akγkωkIk

μk(ak+μk+γk

æ

è
ç

ö

ø
÷

)=

1
V ∑

n

k=1

ωkak

μk(ak+μk+γk)
[γkIk-(ak+μk)Rk

æ

è
ç ]+∑

n

k=1
hkakRk-∑

n

k=1

akγkωkIk

μk(ak+μk+γk

ö

ø
÷

)=

1
V -∑

n

k=1

(ak+μk)ωkak

μk(ak+μk+γk

æ

è
ç

)Rk+∑
n

k=1
hkakRk+∑

n

k=1

ωkakγkIk

μk(ak+μk+γk)-∑
n

k=1

akγkωkIk

μk(ak+μk+γk

ö

ø
÷

)=0。 (13)

此外,根据文献[17]中的引理4可知对于任意的实数dk,ek,fk,gk,k=1,2,…,n,利用不等式的性质和向量

的方法有:∑
n

k=1

(dkek+fkgk( ))
2
≤ ∑

n

k=1
d2k +∑

n

k=1
f2( )k ∑

n

k=1
e2k +∑

n

k=1
g2( )k 。 那么由

V(I1,R1,…,In,Rn)=∑
n

k=1
hkIk+ ωkak

μk(μk+ak+γk)
Ræ

è
ç

ö

ø
÷k ,

则有:

V2= ∑
n

k=1
hkIk+ akωk

μk(ak+μk+γk)
Ræ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷k

2

= ∑
n

k=1

hkIk

δ2k
δ2k+ akωkδ3k

μk(ak+μk+γk)δ3k
Ræ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷k

2

≤
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∑
n

k=1
h2kI2kδ2

2k+∑
n

k=1

a2kω2
kR2

kδ2
3k

μ2
k(ak+μk+γk)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ∑
n

k=1

1
δ22k + 1δ23
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
。 (14)

将(14)式代入N3 中有:

N3=- 1
2V2∑

n

k=1
h2kδ2

2kI2k + ω2
ka2

kδ2
3k

μ2
k(ak+μk+γk)2

R2é

ë
êê

ù

û
úúk ≤- 1

2∑
n

k=1

1
δ22k + 1δ23
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

。 (15)

然后,根据(11)、(13)、(15)式可得:

L(logV)= max
1≤k,j≤n

βkjCj

h{ }
j
∑
n

k=1
hk Zk-bk

μk
+ min
1≤k≤n

μk(ak+μk+γk)
ak+μ{ }

k
(R0-1)- 1

2∑
n

k=1

1
δ22k + 1δ23
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

, (16)

或者由(12)、(13)、(15)式可得:

L(logV)= max
1≤k,j≤n

βkjCj

h{ }
j
∑
n

k=1
hk Zk-bk

μk
+max
1≤k≤n

μk(ak+μk+γk)
ak+μ{ }

k
(R0-1)- 1

2∑
n

k=1

1
δ22k + 1δ23
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

。 (17)

由于E∫
t

0

1
V∑

n

k=1
hkδ2kIkdW2k+ ωkakδ3kRk

μk(μk+ak+γk)
dW2

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúk =0,那么对(5)式两端先取积分,再取数学期望,

根据(16)、(17)式分别有:

logV
t ≤logV

(0)
t + max

1≤k,j≤n

βkjCj

h{ }
j
∑
n

k=1
hk
∫

t

0
Zk-bk

μk
dt

t + min
1≤k≤n

μk(ak+μk+γk)
ak+μ{ }

k
(R0-1)- 1

2∑
n

k=1

1
δ22k +1δ23
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

,

logV
t ≤logV

(0)
t + max

1≤k,j≤n

βkjCj

h{ }
j
∑
n

k=1
hk
∫

t

0
Zk-bk

μk
dt

t +max
1≤k≤n

μk(ak+μk+γk)
ak+μ{ }

k
(R0-1)- 1

2∑
n

k=1

1
δ22k +1δ23
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

。

最后,根据(6)式,有:
1)当R0≤1时,

lim
t→∞

logV
t ≤ max

1≤k,j≤n

βkjCj

h{ }
j
∑
n

k=1

hkδ1kbk

μk 2μk-δ21k
+ min
1≤k≤n

μk(ak+μk+γk)
ak+μ{ }

k
(R0-1)- 1

2∑
n

k=1

1
δ22k + 1δ23
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

,

此时若条件1)成立,可得到lim
t→∞

logV
t <0,即系统(3)的零解为随机指数稳定;

2)当R0>1时,

lim
t→∞

logV
t ≤ max

1≤k,j≤n

βkjCj

h{ }
j
∑
n

k=1

hkδ1kbk

μk 2μk-δ21k
+max
1≤k≤n

μk(ak+μk+γk)
ak+μ{ }

k
(R0-1)- 1

2∑
n

k=1

1
δ22k + 1δ23
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

,

此时若条件2)成立,可得到:lim
t→∞

logV
t <0,此时系统(3)的零解为随机指数稳定。 证毕

注 定理2成立时,当2μk>δ21k,且白噪声δ2k和δ3k(k=1,2,…,n)满足条件1)或条件2),不论R0≤1或者

R0>1,均可得到lim
t→∞

logV
t <0,即疾病最终将呈指数型灭绝。

4总结

本文在Tudor研究SIRI传染病模型的基础上,考虑了具有非线性发生率的多群体随机SIRI传染病模型。
首先给出了确定性模型的无病平衡点和地方病平衡点、基本再生数,然后利用随机微分方程解的知识证明了模

型正解的存在唯一性,最后通过构造合适的Lyapunov函数、运用矩阵的图论知识和不等式放缩技巧,并对模型

的非线性项做一定的假设,得到了疾病呈指数型灭绝的条件。即当白噪声的干扰强度满足一定的条件时,无论

传染病模型的基本再生数R0≤1或者R0>1,疾病最终都将呈指数型灭绝。
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TheQualitativeAnalysisofMultigroupSIRIModelwithStochasticPerturbations

ZHANGZhicheng,YANGZhichun
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]AmultigroupSIRImodelwithnonlinearincidenceandstochasticperturbationsisstudied.[Methods]Usingthe
thebasictheoryofstochasticdifferentialequations,theexistenceanduniquenessofpositivesolutionsareproved.Byconstructing
suitableLyapunovfunctionsandapplyingtheknowledgeofgraphtheoryandthebasicreproductionnumber,thesufficientconditions
forthestochasticexponentialstabilityofthezerosolutionoftheepidemicmodelareobtained.[Findings]Theresultsshowthatthe
appropriatestochasticdisturbancecanchangethedynamicbehaviorofthesystem.Whenthewhitenoisesatisfiescertainconditions,

thezerosolutionofthesystemisstochasticexponentiallystable,whichmeansthatthediseaseswilleventuallybeexponential
extinct.Thezerosolutionofthesystemisstochasticexponentiallystable,whichmeansthatdiseaseswillbeextinctexponentially
regardlessofR0>1orR0≤1.[Conclusions]Undertheassumptionofthenonlinearincidences,theextinctionofdiseaseiscontrolled
bytheintensityofwhitenoise.
Keywords:SIRIepidemicmodel;Lyapunovfunctions;whitenoise;extinctexponentially
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