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具有对数势能的粘性Cahn-Hilliard方程的有限元算法
*

王志丽,王旦霞,贾宏恩

(太原理工大学 数学学院,太原030024)

摘要:【目的】研究具有对数势的粘性Cahn-Hilliard方程的有限元数值求解方法。【方法】通过正则化处理,将对数势函数

F(u)的定义域从(-1,1)扩展到(-∞,+∞);提出了一种新的数值格式,即在时间上采用二阶格式,在空间上采用混合有

限元方法进行离散;通过理论分析,证明了该数值格式是无条件能量稳定的,并对它进行了误差估计分析。【结果】给出了

几个数值算例,对理论部分进行了验证。【结论】实验结果表明理论分析与数值算例的结果一致。
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Cahn-Hilliard方程最初由Cahn和Hilliard在研究热力学中两种物质之间的扩散现象时提出[1-3],它是一类

非常重要的四阶非线性扩散方程。随着研究的不断深入,Cahn-Hilliard方程已应用于许多领域中,相应地也有

许多关于求解该方程数值方法的研究。文献[4]提出了线性有限差分格式,证明了该格式的唯一可解性,但没有

研究它能量衰减的性质;文献[5]提出了Crank-Nicolson格式,该格式基于时间半离散,研究了能量稳定性和收

敛性;文献[6]通过隐式向后微分格式导出二阶时间精度,并证明该格式是无条件能量稳定以及收敛的;文献[7]
讨论了具有对数势的Allen-Cahn和Cahn-Hilliard方程的误差估计。粘性Cahn-Hilliard方程[8-9]建立在Cahn-
Hilliard方程的基础上的,它最早被用来描述二元合金、玻璃等混合物冷却过程中相变的动力学行为。本文提出

了粘性Cahn-Hilliard方程的二阶全离散格式,在时间离散上采用了Crank-Nicolson格式,空间上运用了混合有

限元方法,验证了所提格式是无条件能量稳定的,并给出了严格的误差估计。
本文提出了所研究方程的模型及变量,基于混合有限元方法给出了具有二阶格式的粘性Cahn-Hilliard方程

的半离散格式和全离散格式,并证明了所提出格式的能量稳定性,进行了误差估计分析,最后给出了数值算例。

1模型及变量

具有对数势的粘性Cahn-Hilliard方程为:

ut=Δw,(x,t)∈Ω×(0,T]

w=f(u)-ε2Δu+βut,(x,t)∈Ω×(0,T]

∂nu=∂nw=0,(x,t)∈∂Ω×(0,T]

u(·,0)=u0,x∈
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, (1)

其中:u表示混合物中某种物质的浓度,w 是化学势,Ω∈Rd,d=2,ε>0是界面参数,n是边界的单位外法向量。

β>0是粘性系数,当β=0时,方程(1)就是经典的Cahn-Hilliard方程。f 是对数势函数F 的导数[10],即∀θ∈
(0,1),有:

F(u)=θ
2
((1+u)ln(1+u)+(1-u)ln(1-u))+12

(1-u2),

f(u)=F′(u)=θ
2
(ln(1+u)-ln(1-u))-u。
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根据正则化思想,本文考虑下面的对数势函数[11]:∀κ∈(0,1),

︶F(u)∶=

θ
2
(1+u)ln(1+u)+θ

4κ
(1-u2)+θ

2
(1-u)lnκ-θκ4+

1
2
(1-u2),u≥1-κ

θ
2
((1+u))ln(1+u)+(1-u)ln(1-u))+12

(1-u2),u <1-κ

θ
2
(1-u)ln(1-u)+θ

4κ
(1+u2)+θ

2
(1+u)lnκ-θκ4+

1
2
(1-u2),u≤-1+
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,

︶F(u)的导数为:

︶f∶=︶F′(u)=

θ
2ln
(1+u)+θ

2-
θ
2κ
(1-u)-θ

2lnκ-u
,u≥1-κ

θ
2
(ln(1+u)-ln(1-u))-u,u <1-κ

-θ
2ln
(1-u)-θ

2+
θ
2κ
(1+u)+θ

2lnκ-u
,u≤-1+

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï κ

,

下文将用正则化的对数势函数︶F(u)及它的导数︶f来代替F 和f,并且为了简单起见,仍记作F 和f。Cahn-

Hilliard的自由能函数为:E=∫Ω

ε2
2

Ñu 2+F(uæ

è
ç

ö

ø
÷)dx。Cahn-Hilliard方程是质量守恒的,即(u(·,t),1)=

(u0,1),且能量是耗散的,dE
dt=-∫Ω

Ñw 2dx≤0。

2离散格式

L2(Ω)是平方可积函数空间,内积 (u,v)=∫Ω
u(x)v(x)dx,范数 u = u L2= (u,u)。H1(Ω)是Sobolev

空间,半范 u H1 =∫Ω
Du 2d( )x

1
2,范数 u H1(Ω)=∫Ω

u 2dx+∫Ω
Du 2d( )x

1
2。

2.1半离散格式

具有对数势的粘性Cahn-Hilliard方程的弱解形式为:
(ut,v)+(Ñw,Ñv)=0,∀v∈H1(Ω), (2)

(w,υ)-(f(u),υ)-ε2(Ñu,Ñυ)-β(ut,υ)=0,∀υ∈H1(Ω)。 (3)
将时间区间[0,T]进行剖分,0=t0<t1<…<tN=T,T 是一个正整数,时间节点满足ti=iτ,i=0,1,…,N,

τ=T
N

为时间步长。构造具有对数势的粘性Cahn-Hilliard方程的半离散格式[12],即给定un,un-1,求un+1,wn+12,

当n≥1时,满足:(δτun+1,v)+(Ñwn+12,Ñv)=0,(wn+12,υ)-(f(u~n+
1
2),υ)-ε2(Ñûn+12,Ñυ)-β(δτun+1,υ)=0。

其中:δτun+1=u
n+1-un

τ
,u~n+

1
2=32u

n-12u
n-1,ûn+12=34u

n+1+14u
n-1。

2.2全离散格式

设Th=K 是区域Ω 上的拟一致剖分,hi 表示网格大小,h=max
0≤i≤N

hi,Sh 是分片连续的有限元空间,定义为

Sh={vh∈C(Ω)||vh|K∈Pk(x,y),K∈Th}⊂H1(Ω),其中,Pk(x,y)是x,y的次数不超过k∈Z+的多项式的集

合。定义L20∶={u∈L2(Ω)|(u,1)=0},Ŝh∶=Sh∩L20。构造具有对数势的粘性Cahn-Hilliard方程的全离散格

式,即给定un
h,un-1

h ,求un+1
h ,wn+12h ,当n≥1时,满足:

(δτun+1
h ,vh)+(Ñwn+12h ,Ñvh)=0, (4)

(wn+12h ,υh)-(f(u~n+
1
2h ),υh)-ε2(Ñûn+12h ,Ñυh)-β(δτun+1

h ,υh)=0。 (5)

其中:δτun+1
h =u

n+1
h -un

h

τ
,u~n+

1
2h =32u

n
h-12u

n-1
h ,ûn+1

h =34u
n+1
h +14u

n-1
h 。

为了格式的能量稳定性[5],在(5)式中加入辅助项AτΔ(un+1
h -un

h)和B(un+1
h -2un

h+un-1
h ),这里A≥L2

4
,B≥
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L
2
,得:

(wn+1
h ,υh)- f 3

2u
n
h-12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h ,υæ

è
ç

ö

ø
÷h -ε2 Ñ

3
4u

n+1
h +14u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h ,υæ

è
ç

ö

ø
÷h -β(δτun+1

h ,υh)-

Aτ(Ñ(un+1
h -un

h),Ñυh)-B(un+1
h -2un

h+un-1
h ,υh)=0 (6)

Ritz算子Rh:H1(Ω)→Sh 满足:
(Ñ(u-Rhu),Ñv)=0
(Rhu-u,1){ =0

。

3稳定性分析

定义1 离散的Laplacian算子Δh,Sh→Ŝh 是可逆的,对∀vh∈Sh,Δhvh∈Ŝh,有:
(Ñ(-Δ-1h )vh,Ñχ)=(vh,χ),∀χ∈Sh。

定义2[13] Ritz投影算子满足估计:u-Rh(u)+hu-Rh(u)H1(Ω)≤Chq+1 u Hq+1(Ω)。

定义3 H-1范数为:vh -1,h∶= (vh,(-Δh)-1vh)=sup
0≠χ∈Ŝh

(v,χ)
Ñχ

,∀vh∈Ŝh。

引理1[14] 假设χ,ψ∈Ŝh(Ω),有:
(χ,ψ)-1,h∶=(ÑTh(χ),ÑTh(ψ))=(χ,Th(ψ))=(Th(χ),ψ)。

其中:Th:Ŝh(Ω)→Ŝh(Ω)是可逆线性算子,(ÑTh(χ),Ñν)=(χ,ν),且满足:|(χ,g)|≤ χ -1,h Ñg 。其中:χ∈

Ŝh,g∈Sh(Ω)。
基于已有文献中有关能量稳定性的研究思想[6],进行如下能量估计。

定理1 令(un+1
h ,wn+12h )是(4)式和(6)式的解,定义:

Ξ(un+1
h ,un

h)∶=E(un+1
h )+ε

2

8
Ñun+1

h -Ñun
h
2+ B

2+
Læ

è
ç

ö

ø
÷

4 un+1
h -un

h
2,

则对任意的τ,h,ε>0,当n≥1,数值格式(4)式和(6)式满足:

Ξ(un+1
h ,un

h)+3τ4
Ñwn+12h

2+ A-L
2+

βæ

è
ç

ö

ø
÷

τ un+1
h -un

h
2+ε

2

8
Ñun+1

h -2Ñun
h+Ñun-1

h
2+

B
2-

Læ

è
ç

ö

ø
÷

4 un+1
h -2un

h+un-1
h

2≤Ξ(un
h,un-1

h )。 (7)

其中:A≥L
2

4
,B≥L

2
。

证明 在(4)式中,令vh=τwn+12h ,得:

(δτun+1
h ,τwn+12h )+τ Ñwn+12h

2=0。 (8)
在(6)式中,令υh=-(un+1

h -un
h),得:

-(wn+12h ,un+1
h -un

h)+ f 3
2u

n
h-12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h ,un+1

h -unæ

è
ç

ö

ø
÷h +ε2 Ñ

3
4u

n+1
h +14u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h ,Ñ(un+1

h -un
h

æ

è
ç

ö

ø
÷)+

β
τ un+1

h -un
h
2+Aτ Ñ(un+1

h -un
h)2+B

2
(un+1

h -un
h
2- un

h-un-1
h

2)+B
2 un+1

h -2un
h+un-1

h
2=0。 (9)

然后将(8)式和(9)式相加,得:

τ Ñwn+12h
2+ f 3

2u
n
h-12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h ,un+1

h -unæ

è
ç

ö

ø
÷h +ε2 Ñ

3
4u

n+1
h +14u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h ,Ñ(un+1

h -un
h

æ

è
ç

ö

ø
÷)+

β
τ un+1

h -un
h
2+Aτ Ñ(un+1

h -un
h)2+B

2
(un+1

h -un
h
2- un

h-un-1
h

2)+B
2 un+1

h -2un
h+un-1

h
2=0。(10)

对于f(u),根据泰勒展开,有:

F(un+1
h )=F(u~n+

1
2h )+f(u~n+

1
2h )(un+1

h -u~n+
1
2h )+12f′

(η1)(un+1
h -u~n+

1
2h )2, (11)

F(un
h)=F(u~n+

1
2h )+f(u~n+

1
2h )(un

h-u~n+
1
2h )+12f′

(η2)(un
h-u~n+

1
2h )2。 (12)
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其中:η1∈[u
~n+12h ,un+1

h ],η2∈[un
h,u~n+

1
2h ]。记f′(η1)=L1,f′(η2)=L2,且记L=max{L1,L2}。

将(11)式减去(12)式,得:

F(un+1
h )-F(un

h)=f(u~n+
1
2h )(un+1

h -un
h)+12f′

(η1)(un+1
h -u~n+

1
2h )2-12f′

(η2)(un
h-u~n+

1
2h )2=

f 3
2u

n
h-12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h (un+1

h -un
h)+12f′

(η1)(un+1
h -un

h)(un+1
h -2un

h-un-1
h )-

1
8
(f′(η2)-f′(η1))(un

h-un-1
h )2=f 3

2u
n
h-12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h (un+1

h -un
h)-14f′

(η1)un
h-un-1

h
2+

1
4f′

(η1)un+1
h -un

h
2+14f′

(η1)un+1
h -2un

h+un-1
h

2-18
(f′(η2)-f′(η1))un

h-un-1
h

2=

f 3
2u

n
h-12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h (un+1

h -un
h)-18

(f′(η1)+f′(η2))un
h-un-1

h
2+

1
4f′

(η1)un+1
h -un

h
2+14f′

(η1)un+1
h -2un

h+un-1
h

2。

因此,

f 3
2u

n
h-12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h (un+1

h -un
h)≥(F(un+1

h )-F(un
h),1)-L

4 un
h-un-1

h
2-

L
4 un+1

h -un
h
2-L
4 un+1

h -2un
h+un-1

h
2≥

(F(un+1
h )-F(un

h),1)+L
4
(un+1

h -un
h
2- un

h-un-1
h

2)-L
4 un+1

h -2un
h+un-1

h
2-L
2 un+1

h -un
h
2。 (13)

又因为:

Ñ
3
4u

n+1
h +14u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h ,Ñ(un+1

h -un
h

æ

è
ç

ö

ø
÷)=

1
4
(Ñ(un+1

h -2un
h+un-1

h )(Ñ(un+1
h -un

h))+12
(Ñun+1

h
2- Ñun

h
2)=

1
8
(Ñun+1

h -Ñun
h
2- Ñun

h-Ñun-1
h

2)+18
(Ñun+1

h -2Ñun
h+Ñun-1

h )+12
(Ñun+1

h
2- Ñun

h
2)。 (14)

在(4)式中令vh= Aτ(un+1
h -un

h),根据柯西不等式得:

Aτ un+1
h -un

h
2=- Aτ(Ñwn+12h ,Ñ(un+1

h -un
h))≤τ

4
Ñwn+12h

2+Aτ Ñ(un+1
h -un

h)2。 (15)

将(13)~(15)式代入(10)式得到:

3τ
4 wn+12h

2+L
4
(un+1

h -un
h
2- un

h-un-1
h

2)-L
4 un+1

h -2un
h+un-1

h
2-L
2 un+1

h -un
h
2+

(F(un+1
h )-F(un

h),1)+ε
2

8
Ñun+1

h -2Ñun
h+Ñun-1

h
2+ε

2

2
(Ñun+1

h
2- Ñun

h
2)+

ε2
8
(Ñun+1

h -Ñun
h
2- Ñun

h-Ñun-1
h

2)+β
τ un+1

h -un
h
2+ Aτun+1

h -un
h
2+

B
2 un+1

h -2un
h+un-1

h
2+B
2
(un+1

h -un
h
2- un

h-un-1
h

2)≤0。

则定理1得证。 证毕

定理2 设E(u0h)≤C0,存在常数C>0,对任意的τ,h>0,则有估计:

∑
n

i=1
τ wi+12h

2 ≤C

Ñun+1
h

2 ≤C

∑
n

i=1
ui+1

h -ui
h
2 ≤C

∑
n

i=1
ui+1

h -2ui
h +ui-1

h
2 ≤

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï C

。 (16)
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证明 将(7)式从1到n求和,则(16)式可得证。 证毕

注 定理1中的A 和B 只是在理论上辅助证明了格式的能量稳定性,但在数值案例中,当τ取很小时,A,B
可以取到0,即:在数值模拟时A,B 取值的误差估计对结果影响不大。

4误差估计

为了简单起见,引入以下符号:

ξ
~n+1
u =un+1-Rhun+1,ξ̂n+1

u =Rhun+1-un+1
h ,σ(un+1)=un+1

t -δτRhun+1,

ξ
~n+12w =wn+12-Rhwn+12,ξ̂n+12w =Rhwn+12-wn+12h 。

对于(u,w)做如下正则性假设:

u∈L∞(0,T;W1,5(Ω))∩L∞(0,T;Hq+1(Ω)),ut t t∈L∞(0,T;L2(Ω)),w∈L∞(0,T;Hq+1(Ω))。

引理2[15] 对于充分光滑的函数u(t)=u(·,t)∈C3[0,T],在tn+1时,δτun+1=u
n+1-un

τ
是二阶收敛的,则:

un+1
t =δτun+1+Rn+1

t ,Rn+1
t ≤Cτ2 max

t∈[0,T]
ut t t ,其中C与τ无关。

引理3 假设(u,w)是(2),(3)式的解,则有估计:σ(un+1)2≤Ch2q+2+Cτ4。
证明 由引理2以及定义2可得:

σ(un+1)2= un+1
t -δτun+1+δτun+1-δτRhun+1 2= Rn+1

t +δτun+1-δτRhun+1 2≤
2Rn+1

t
2+2δτun+1-δτRhun+1 2≤Cτ4+h2q+2 δτun+1 2

Hq+1。
由积分中值定理可得:

δτun+1 2
Hq+1 = 1

τ
(un+1-un)

2

Hq+1 = 1
τ∫

tn+1

tn
utdt

2

Hq+1 ≤
1
τ∫

tn+1

tn
ut Hq+1dæ

è
ç

ö

ø
÷t
2

≤

1
τ∫

tn+1

tn
ut W1,∞(0,T,Hq+1)dæ

è
ç

ö

ø
÷t
2

≤ 1
τC(tn+1-tn

æ

è
ç

ö

ø
÷)
2

≤ 1τ2Cτ
2 ≤C。

从而命题得证。 证毕

基于已有文献中有关格式误差估计的研究思想[6],可以将该格式(4)式和(6)式进行如下误差估计。

定理3 初始问题(2)式和(3)式与全离散格式(4)式和(6)式的解分别是(u,w)和(un+1
h ,wn+12h ),则存在常数

C,τ,h,使得:∑
n

i=1
Cτ Ñξ̂i+12w

2+3ε
2

4
Ñξ̂n+1

u
2+∑

n

i=1
βτ δτξ̂i+1

u
2 ≤Cτ4+Ch2q。

证明 在t=n+1处,(2)式和(3)式分别减去(4)式和(6)式,可得:

(σ(un+1),v)+(δτξ̂n+1
u ,v)+(Ñξ̂n+12w ,Ñv)=0, (17)

(ξ
~n+12w +ξ̂n+12w ,υ)-(f(un+1

h ),υ)+ f 3
2u

n
h-12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h ,æ

è
ç

ö

ø
÷υ -34ε

2(Ñξ̂n+1
u ,Ñυ)-

1
4ε

2(Ñ(un+1-un-1
h ),Ñυ)-β(σ(un+1),υ)-β(δτξ̂n+1

u ,υ)+Aτ(Ñ(un+1
h -un

h),Ñυ)+B(un+1
h -2un

h+un-1
h ,υ)=0。

(18)

在(17)式中令v=ξ̂n+12w ,在(18)式中令υ=-δτξ̂n+1
u ,然后将两式相加,得:

Ñξ̂n+12w
2+3τ

2

8τ
(Ñξ̂n+1

u
2- Ñξ̂n

u
2+ Ñξ̂n+1

u - Ñξ̂n
u
2)+βδτξ̂n+1

u
2=

-(σ(un+1),ξ̂n+12w )+(ξ
~n+12w ,δτξ̂n+1

u )-(f(un+1),δτξ̂n+1
u )+ f 3

2u
n
h -12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h ,δτξ̂n+1æ

è
ç

ö

ø
÷u -

ε2
4
(Ñ(un+1-un-1

h ),Ñδτξ̂n+1
u )-β(σ(un+1),δτξ̂n+1

u )-Aτ(Ñ(un+1
h -un

h),Ñδτξ̂n+1
u )+

B(un+1
h -2un

h +un-1
h ,δτξ̂n+1

u )=∑
7

i=1
Mi。

其中:

M1=-(σ(un+1),ξ̂n+12w ),M2=(ξ̂n+12w ,δτξ̂n+1
u ),M3=-(f(un+1),δτξ̂n+1

u )+ f 3
2u

n
h-12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h ,δτξ̂n+1æ

è
ç

ö

ø
÷u ,
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M4=-ε
2

4
(Ñ(un+1-un-1

h ),Ñδτξ̂n+1
u ),M5=-β(σ(un+1),δτξ̂n+1

u ),

M6=-Aτ(Ñ(un+1
h -un

h),Ñδτξ̂n+1
u ),M7=B(un+1

h -2un
h+un-1

h ,δτξ̂n+1
u )。

接下来估计Mi,根据Poincare不等式、Cauchy-Schwarz不等式、Young不等式和引理3,可得:

M1≤ (σ(un+1),ξ̂n+12w )≤ σ(un+1) Ñξ̂n+12w ≤Cσ(un+1)2+12
Ñξ̂n+12w

2≤Cτ4+Ch2q+2+12
Ñξ̂n+12w

2。

根据定义2、引理1和Young不等式可得:

M2≤ (ξ
~n+12w ,δτξ̂n+1

u )≤ Ñξ
~n+12w δτξ̂n+1

u -1,h≤1α
Ñξ
~n+12w

2+α
4 δτξ̂n+1

u
2
-1,h≤Ch2q+α

4 δτξ̂n+1
u

2
-1,h。

相似地,对于M3 有估计:

M3≤ f(un+1)-f 3
2u

n
h-12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h ,δτξ̂n+1æ

è
ç

ö

ø
÷u ≤ f′(η)un+1-32u

n
h+12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h ,δτξ̂n+1æ

è
ç

ö

ø
÷u ≤

Ñ un+1-32u
n
h+12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h f′(η)δτξ̂n+1

u -1,h≤L
2

α
Ñ un+1-32u

n
h+12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h

2

+α
4 δτξ̂n+1

u
2
-1,h≤

L2
α

Ñ un+1-32u
n+32u

n-32u
n
h+12u

n-1-12u
n-1+12u

n-1æ

è
ç

ö

ø
÷h

2

+α
4 δτξ̂n+1

u
2
-1,h≤

Cτ4+Ch2q+C Ñξ̂n
u
2+C Ñξ̂n-1

u
2+α
4 δτξ̂n+1

u
2
-1,h。

根据Cauchy-Schwarz不等式、Young不等式和引理1可得:

M4≤ε
2

4
(Ñ(un+1-un+1

h ),Ñδτξ̂n+1
u )≤

ε2
4
(Ñ(un+1-2un+un-1),Ñδτξ̂n+1

u )+ε
2

4
(Ñ(un-1-un-1

h ),Ñδτξ̂n+1
u )≤

ε2
α

ÑΔ(un+1-2un+un-1)2+α
4 δτξ̂n+1

u
2
-1,h+18

Ñ(un-1-un-1
h )2+ε

2

8
Ñδτξ̂n+1

u
2≤

Cτ4+Ch2q+C Ñξ̂n-1
u

2+α
4 δτξ̂n+1

u
2
-1,h+ε

2

8
Ñδτξ̂n+1

u
2。

根据Cauchy-Schwarz不等式、Young不等式和引理3可得:

M5≤ β(σn+1,δτξ̂n+1
u )≤βσn+1 δτξ̂n+1

u ≤β
2 σn+1 2+β

2 δτξ̂n+1
u

2≤Cτ4+Ch2q+2+β
2 δτξ̂n+1

u
2。

根据引理1和Young不等式可得:

M6=Aτ(Ñ(un+1
h -un

h),Ñδτξ̂n+1
u )=Aτ(Ñ(un+1

h -un+1+un+1-un+un-un
h),Ñδτξ̂n+1

u )≤

A Ñξ̂n+1
u -Ñξ̂n

u +Cτ
2

α
ÑΔ(un+1-un)2+α

4 δτξ̂n+1
u

2
-1,h≤

Cτ4+A Ñξ̂n+1
u

2+C Ñξ̂n
u
2+α
4 δτξ̂n+1

u
2
-1,h。

类似地,对于M7 有:

M7=B (un+1
h -2un

h+un-1
h ,δτξ̂n+1

u )≤ Ñ(un+1
h -2un

h+un-1
h ) δτξ̂n+1

u -1,h≤

B Ñ(un+1
h -2un

h+un-1
h )2+αB

2

4 δτξ̂n+1
u

2
-1,h≤C Ñ(un+1-2un+un-1)2+

4
α

Ñ(un+1-un+1
h )2+C Ñ(un-un

h)2+C Ñ(un-1-un-1
h )2+αB

2

4 δτξ̂n+1
u

2
-1,h≤

Cτ4+Ch2q+4α
Ñξ̂n+1

u
2+C Ñξ̂n

u
2+C Ñξ̂n-1

u
2+αB

2

4 δτξ̂n+1
u

2
-1,h。

综合上述不等式可得:

Ñξ̂n+12w
2+3ε

2

8τ
(Ñξ̂n+1

u
2- Ñξ̂n

u
2+ Ñξ̂n+1

u -Ñξ̂n
u
2)+βδτ Ñξ̂n+1

u
2≤

Cτ4+Ch2q+ A+8æ

è
ç

ö

ø
÷

α
Ñξ̂n+1

u
2≤
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C Ñξ̂n
u
2+ Ñξ̂n-1

u
2+12

Ñξ̂n+12w
2+β
2 δτ Ñξ̂n+1

u
2+α+αB

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

4 δτξ̂n+1
u

2
-1,h+ε

2

8 δτ Ñξ̂n+1
u

2。 (19)

接下来估计 δτξ̂n+1
u

2
-1,h。由引理1,在(17)式中令v=Th(δτξ̂n+1

u ),并运用不等式:

Th(δτξ̂n+1
u )2≤C ÑTh(δτξ̂n+1

u )2=Cδτξ̂n+1
u

2
-1,h

可得:

(δτξ̂n+1
u ,Th(δτξ̂n+1

u ))= δτξ̂n+1
u

2
-1,h≤ (σ(un+1),Th(δτξ̂n+1

u ))+ (Ñξ̂n+12w ,Th(δτξ̂n+1
u ))≤

σ(un+1)2+ Ñξ̂n+12w
2+12 Th(δτξ̂n+1

u )2≤Cτ4+Ch2q+2+ Ñξ̂n+12w
2+12 δτξ̂n+1

u
2
-1,h。

因此,有:

δτξ̂n+1
u

2
-1,h≤Cτ4+Ch2q+2+2 Ñξ̂n+12w

2。 (20)

选择适当的α(0≤α≤ 1
4+B2),将(20)式代入(19)式,并乘以2τ,整理得:

2τ Ñξ̂n+12w
2+3ε

2

4
(Ñξ̂n+1

u
2- Ñξ̂n

u
2+ Ñξ̂n+1

u -Ñξ̂n
u
2)+βτδτξ̂n+1

u
2≤

Cττ4+Cτh2q+2A+8æ

è
ç

ö

ø
÷

α τ Ñξ̂n+1
u

2+Cτ Ñξ̂n
u
2+Cτ Ñξ̂n-1

u
2+(1+4α+αB2)τ Ñξ̂n+12w

2+ε
2

4
Ñδτξ̂n+1

u
2。

上式从1到n求和,并取0≤τ≤min 3, 3αε
2

8αA{ }+64
,根据离散的Gronwall不等式,得:

∑
n

i=1
τ Ñξ̂i+12w

2+3ε
2

4
Ñξ̂n+1

u
2+∑

n

i=1
βτ δτξ̂i+1

u
2 ≤Cτ4+Ch2q。

从而定理3得证。 证毕

5数值分析

对于粘性Cahn-Hilliard方程,本文得到的误差估计在时间和空间上均为二阶精度,而大多已有文献中的数

值分析都是研究了相对误差的空间收敛阶,没有对时间收敛阶进行分析。本文得到的空间和时间的收敛阶均为

二阶,相对于一阶收敛阶的精度更高。
在数值实验部分,采用了一些数值算例验证理论分析的正确性及有效性。选择初始条件为:

u0=0.24cos(2πx)cos(2πy)+0.4cos(πx)cos(3πy),
计算区域为(-1,1)×(-1,1)。

5.1空间收敛阶

在表1~4中,选择固定的参数τ=0.01,变化的网格步长分别为h=18
,1
16
,1
32
,1
64
,κ=0.01,相对误差

ξ̂u H1的空间收敛阶接近于2,与理论分析得到的收敛阶保持一致,且不同的θ和β对收敛阶的影响不大。

表1 ε=0.1,θ=0.1,β=0时ξ̂u 的空间收敛阶

Tab.1 Thespacialconvergencerateofξ̂uwith

ε=0.1,θ=0.1,β=0

h
A=0,B=0 A=100,B=100

ξ̂u H1
收敛阶 ξ̂u H1

收敛阶

1
8 0.751986 0.202064 

1
16 0.193726 2.18152 0.0434643 2.21691

1
32 0.0427056 2.11698 0.0100854 2.10757

1
64 0.00984486 2.06903 0.00241478 2.0623

表2 ε=0.1,θ=0.1,β=0.1时ξ̂u 的空间收敛阶

Tab.2 Thespacialconvergencerateofξ̂uwith

ε=0.1,θ=0.1,β=0.1

h
A=0,B=0 A=100,B=100

ξ̂u H1
收敛阶 ξ̂u H1

收敛阶

1
8 0.839911 0.957334 

1
16 0.194187 2.11279 0.209957 2.18893

1
32 0.0435729 2.15594 0.0452269 2.21484

1
64 0.0100922 2.1102 0.0104886 2.10835
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表3 ε=0.1,θ=0.7,β=0时ξ̂u 的空间收敛阶

Tab.3 Thespacialconvergencerateofξ̂uwith
ε=0.1,θ=0.7,β=0

h
A=0,B=0 A=100,B=100

ξ̂u H1
收敛阶 ξ̂u H1

收敛阶

1
8 0.47383 0.954897 

1
16 0.113505 2.06161 0.209275 2.18994

1
32 0.024767 2.19627 0.045072 2.2151

1
64 0.0058113 2.09149 0.0104533 2.10827

表4 ε=0.1,θ=0.7,β=0.1时ξ̂u 的空间收敛阶

Tab.4 Thespacialconvergencerateofξ̂uwith
ε=0.1,θ=0.7,β=0.1

h
A=0,B=0 A=100,B=100

ξ̂u H1
收敛阶 ξ̂u H1

收敛阶

1
8 0.794323 0.955039 

1
16 0.179824 2.14314 0.209308 2.18993

1
32 0.0402401 2.15988 0.0450794 2.21509

1
64 0.00937021 2.10248 0.010455 2.10827

5.2时间收敛阶

在表5中,选择参数ε=0.1,θ=0.12,β=0.9,h=τ=
1
8
,1
16
,1
32
,T=1.0。相对误差 ξ̂u H1的时间收敛阶接

近于2,与理论分析得到的收敛阶保持一致。

表5 ε=0.1,θ=0.12,β=0.9时ξ̂u 的时间收敛阶

Tab.5 Thetimeconvergencerateofξ̂uwithε=0.1,θ=0.12,β=0.9

τ
A=0,B=0 A=50,B=50 A=40,B=70 A=70,B=40

ξ̂u H1
收敛阶 ξ̂u H1

收敛阶 ξ̂u H1
收敛阶 ξ̂u H1

收敛阶

1
8 0.745046 0.958974 0.958838 0.959133 

1
16 0.187892 1.98743 0.210014 2.19101 0.209983 2.19101 0.210056 2.19096

1
32 0.0416337 2.17408 0.0487032 2.1084 0.049956 2.07155 0.0473042 2.15073
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FiniteElementMethodfortheViscousCahn-HilliardEquationwithLogarithmicPotential

WANGZhili,WANGDanxia,JIAHongen
(CollegeofMathematics,TaiyuanUniversityofTechnology,Taiyuan030024,China)

Abstract:[Purposes]AfiniteelementmethodforsolvingviscousCahn-Hilliardequationswithlogarithmicpotentialispresented.
[Methods]Forthelogarithmicpotentialfunctions,thedomainofthefunctionF(u)extendsfrom(-1,1)to(-∞,+∞)by
regularization.Thenanovelnumericalschemeisproposed,andthesecondorderschemeisadoptedforthetime,andthemixed
finiteelementmethodisadoptedfordiscretizationinthespace.Throughtheoreticalanalysis,theproposednumericalschemeis

provedtobeunconditionallyenergystableandtheerrorestimatesarecalculated.[Findings]Finally,severalnumericalexamplesare

giventoverifythetheoreticalparts.[Conclusions]Theresultsshowthatthetheoreticalanalysisisconsistentwiththeresultsofthe
numericalexamples.
Keywords:logarithmicpotential;viscousCahn-Hilliardequation;mixedfiniteelementmethod;secondorderscheme
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