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互补约束数学规划问题的对偶性
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摘要:【目的】研究互补约束数学规划问题的 Mond-Weir型对偶。【方法】把非线性规划问题的 Mond-Weir型对偶推广到

互补约束数学规划问题。【结果】在一些弱凸性条件下证明了弱对偶定理、强对偶定理和严格逆对偶定理。【结论】举例说

明本文给出的互补约束数学规划问题 Mond-Weir型对偶是合理的。
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均衡约束数学规划问题是一类约束条件中含有互补或者变分不等式约束的数学规划问题。本文考虑如下

带有互补约束的数学规划问题(MPCC)的对偶性:
(MPCC)  min f(x)   

s.t. g(x)≤0,h(x)=0,

0≤G(x)⊥H(x)≥0. (1)
其中f:Rn→R,g:Rn→Rk,h:Rn→Rp,G:Rn→Rm,H:Rn→Rm,G(x)⊥H(x)表示向量G(x)与向量 H(x)的内

积为零。MPCC在工程设计、经济均衡、博弈论等方面都有着广泛应用。在过去的20多年中,人们从理论、算
法、应用等方面对 MPCC进行了系统地研究[1-2]。由于 MPCC问题中互补约束的存在,导致在问题(1)的约束在

任何可行点都不满足 M-F约束规范[3-4]。这就使得 MPCC不管在理论分析上还是算法设计上都是很难处理的。
截至目前许多学者致力于研究求解 MPCC的算法并取得了很大的进展,参见综述性文献[5]及该文献的参考文

献。MPCC的最优性条件、稳定性、灵敏度等理论方面也取得了很大的成果[3-4,6-10]。文献[11]研究了 MPCC的

Wolfe型对偶,本文则研究 MPCC问题(1)的 Mond-Weir型对偶,首先把非线性规划问题的 Mond-Weir型对偶

推广到 MPCC问题(1),然后在一些弱凸性条件下证明了弱对偶定理、强对偶定理和严格逆对偶定理,最后举例

说明本文给出的互补约束数学规划问题的 Mond-Weir型对偶的合理性。
本文记号如下:记 F 为(1)的可行域,f:Rn→Rl,Ñf(x)表示f在x 点的Jacobian矩阵的转置,而Val(P)表

示问题(P)的最优值。

1预备知识

本节介绍将要用到的一些概念和结论。首先介绍非线性规划问题的 Mond-Weir型对偶。考虑下面的非线

性规划问题:
(P)  min f(x)

s.t.g(x)≤0,

h(x)=0。
其中{f,g,h}如前所设。上述问题的 Mond-Weir型对偶[12]为:
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(D) max
y,λ,μ

f(y)

s.t. Ñf(y)+Ñg(y)λ+Ñh(y)μ=0,

g(y)Tλ+h(y)Tμ≥0,λ≥0。
对上述非线性规划问题的 Mond-Weir型对偶,以下结论成立。
引理1[13](弱对偶性) 对于问题(P)的任意可行解x及问题(D)的任意可行解(y,λ,μ),若存在次线性函数

Fxy使得f 为F-伪凸,且gTλ+hTμ为F-拟凸,则min(P)≥max(D)。

引理2[13](强对偶性) 设x是问题(P)的全局(局部)最优解且在x点处某约束规范成立,则存在(λ,μ)使得

(x,λ,μ)是问题(D)的可行解且相应的问题(P)和问题(D)的函数值对应相等。又若引理1假设条件成立,则x和

(x,λ,μ)分别是问题(P)和问题(D)的最优解。
引理3[13](严格逆对偶性) 设x是问题(P)的最优解且在x点处某约束规范成立,若引理1假设条件成立,

(y,λ,μ)是问题(D)的最优解,且对问题(P)的任意可行解x,f在y点是严格F-伪凸的,则y=x,即y是问题(P)的
解。

下面给出本文所需的一些相关定义。
定义1[14] 给定非空开凸集 C ⊆Rn 和可微实值函数f:C→R,则:a)对任意x,y∈ C,x≠y,若<y-x,

Ñf(x)>≥0,都有f(y)≥f(x),则称f是定义在 C 上的伪凸函数;b)对任意x,y∈C,x≠y,若<y-x,Ñf(x)>≥0,
都有f(y)>f(x),则称f是定义在 C 上的严格伪凸函数;c)对任意x,y∈C,λ∈[0,1],若f(λx+(1-λ)y)≤
max{f(x),f(y)},则称f是定义在 C 上的拟凸函数。

对于拟凸函数,很多时候是用到它如下的等价形式:
引理4[14] 给定非空开凸集 C ⊆Rn 和可微实值函数f:C→R,则f是拟凸函数,当且仅当对任意的x,y∈C,

f(y)≤f(x)⇒<y-x,Ñf(x)>≤0。
为方便起见,对任意的x∈F,定义下列指标集:

Ig∶={i:gi(x)=0},
I∶={i:Gi(x)=0<Hi(x)},
J∶={i:Gi(x)=0=Hi(x)},
K∶={i:Gi(x)>0=Hi(x)}。

定义 MPCC问题(1)的Lagrange函数如下:

LMPCC(x,λ,μ,u,v)∶=f(x)+g(x)Tλ+h(x)Tμ-G(x)Tu-H (x)Tv。
下面给出的稳定性概念[3-4,15-16]。

定义2 设x∈F,则:

a)称x是问题(1)的C-稳定点,如果存在乘子(λ,μ,u,v)∈R2m+p+k满足:
ÑLMPCC(x,λ,μ,u,v)=0,

λ≥0,g(x)≤0,λTg(x)=0,
ui=0,i∈K,

vi=0,i∈I,

uivi≥0,i∈J。

b)称x是问题(1)的 M-稳定点,如果存在乘子(λ,μ,u,v,)∈R2m+p+k满足:
ÑLMPCC(x,λ,μ,u,v)=0,

λ≥0,g(x)≤0,λTg(x)=0,
ui=0,i∈K,

vi=0,i∈I,

ui>0,vi>0,或者uivi=0,i∈J。

c)称x是问题(1)的S-稳定点,如果存在乘子(λ,μ,u,v,)∈R2m+p+k满足:
ÑLMPCC(x,λ,μ,u,v)=0,

λ≥0,g(x)≤0,λTg(x)=0,
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ui=0,i∈K,

vi=0,i∈I,

ui≥0,vi≥0,i∈J。 (2)
引理5[16] 设x是问题(1)的可行点且在x满足 M-稳定性条件,令:

J+∶={i:ui>0},J-∶={i:ui<0},

β+∶={i:ui>0,vi>0},β0∶={i:ui=0,vi=0},

β+
H∶={i:ui=0,vi>0},β-

H∶={i:ui=0,vi<0},

β+
G ∶={i:ui>0,vi=0},β-

G ∶={i:ui<0,vi=0},
若f在x点是伪凸函数且{g,hi(i∈J+),-hi(i∈J-),-Gi(i∈β+∪β+

G),-Hi(i∈β+∪β+
H)}在x点是拟凸函数,

β-
G ∪β-

H=∅,那么x是问题(1)的全局最优解。

2Mond-Weir对偶性

受非线性规划问题的 Mond-Weir型对偶的启发,定义问题(1)的 Mond-Weir型对偶问题(MWD)如下:
(MWD) max f(x)

s.t. ÑxLMPCC(x,λ,μ,u,v)=0,

λTg(x)+μTh(x)-uTG(x)-vTH(x)≥0,

λ≥0,u≥0,v≥0。 (3)
本文对上述形式的对偶给出一些解释。观察标准的非线性规划问题的 Mond-Weir型对偶问题,得知该对偶是和

原问题(P)的KKT条件密切相关,所以 MPCC问题(1)的对偶问题也应该和它的稳定性条件相对应。在上述形

式(3)对偶中,采用的是S-稳定性条件的形式。理由如下:这种对偶是最简单的而且在证明弱对偶性的过程中不

需要一些指标集为空的假设,这些假设可能使强对偶性和严格逆对偶性不成立[11]。
下面研究 Mond-Weir型对偶(3)的对偶性。
定理1(弱对偶定理) 设x是 MPCC问题(1)的可行点,(y,λ,μ,u,v)是问题(3)的可行解,f是伪凸函数且

λTg+μTh-uTG-vTH 是拟凸函数,则f(x)≥f(y)。
证明 由于x是 MPCC问题(1)的可行点,(y,λ,μ,u,v)是问题(3)的可行解,故有:

λTg(x)+μTh(x)-uTG(x)-vTH(x)-λTg(y)-μTh(y)+uTG(y)+vTH(y)≤0,
又因λTg+μTh-uTG-vTH 是拟凸函数,故由拟凸函数的定义可得:

<x-y,Ñg(y)λ+Ñh(y)μ-ÑG(y)u-ÑH(y)v>≤0,
再由对偶问题的可行性条件知ÑyLMPCC(y,λ,μ,u,v)=0,故结合上式可得:<x-y,Ñf(y)>≥0。

考虑到f是为凸函数,因此f(x)≥f(y)。 证毕

定理2(强对偶定理) 设x是 MPCC问题(1)的S-稳定点,且存在S-乘子(λ,μ,u,v),u≥0,v≥0,f是伪凸

函数且λTg+μTh-uTG-vTH 是拟凸函数,则(x,λ,μ,u,v)是问题(3)的全局最优解且 Val(MPCC)=
Val(MWD)=f(x)。

证明 因x是 MPCC问题(1)的可行点,f是伪凸函数且λTg+μTh-uTG-vTH 是拟凸函数,由弱对偶定理

1可知,对于问题(3)的任意可行解(y,λ,μ,u,v)都有:

f(x)≥f(y), (4)
又由(x,λ,μ,u,v)是S-稳定的且u≥0,v≥0,易得(x,λ,μ,u,v)是问题(3)的可行解,故由(4)可得(x,λ,μ,u,v)是
问题(3)的全局最优解。从而由引理5知Val(MPCC)=Val(MWD)=f(x)。 证毕

定理3(严格逆对偶定理) 设x是 MPCC问题(1)的S-稳定点且满足定理2的条件,若(y,λ,μ,u,v)是问题

(3)的最优解,且f是严格伪凸函数,则y=x,即y是问题(1)的解。
证明 假设y≠x,考虑到x是 MPCC问题(1)的S-稳定点,由定理2可知,存在(λ,μ,u,v)使得(x,λ,μ,u,v)

是问题(3)的最优解,又因为(y,λ,μ,u,v)是问题(3)的最优解,故有:

f(x)=f(y), (5)
由x及(y,λ,μ,u,v)的可行性条件可知:
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λTg(x)+μTh(x)-uTG(x)-vTH(x)≤λTg(y)+μTh(y)-uTG(y)-vTH(y),
又因λTg+μTh-uTG-vTH 是拟凸函数,故有:<x-y,Ñg(y)λ+Ñh(y)μ-ÑG(y)u-ÑH(y)v>≤0。

由对偶问题的可行性条件知ÑyLMPCC(y,λ,μ,u,v)=0,则有<x-y,Ñf(y)>≥0,考虑到f在y是严格伪凸的,
因此有:

f(x)>f(y), (6)
显然(5)式和(6)式是矛盾的,故原命题成立。 证毕

接下来举例说明本文中与S-稳定性条件相联系的 Mond-Weir型对偶的是合理的。
例1 考虑如下 MPCC问题:

(P1) min f(z)=-z1-12z2
,

s.t.z1+z2≤2,

0≤z21-z1⊥z2≥0。
显然z=(2,0)是上述问题的最优解,下面验证此解是否是S-稳定点,此时问题(P1)的Lagrange函数为:

L(z,λ,u,v)∶=-z1-12z2+
(z1+z2-2)λ-(z21-z1)u-z2v。

将解z=(2,0)代入(2)式,则得:

λ-3u-1=0,

λ-v-12=0
,

λ≥0,u=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 。

显然λ=1,u=0,v=12
满足上式,即存在乘子使得z=(2,0)是问题(P1)的S-稳定点,从而由定理2知强对偶性

成立。
此外,人们可能会考虑如下与C-稳定性条件相联系的 MPCC问题(1)的 Mond-Weir型对偶:

max f(x),

s.t. ÑxLMPCC(x,λ,μ,u,v)=0,

λTg(x)+μTh(x)-uTG(x)-vTH(x)≥0,

λ≥0,uivi≥0,i=1,…,m。 (7)
与 M-稳定性条件相联系的 MPCC问题(1)的 Mond-Weir型对偶:

max f(x),

s.t. ÑxLMPCC(x,λ,μ,u,v)=0,

λTg(x)+μTh(x)-uTG(x)-vTH(x)≥0,

λ≥0,ui>0,vi>0,或者uivi=0,i=1,…,m。 (8)
接下来举例说明这两种对偶是不合理的。

考虑问题(P1)与C-稳定性相联系的 Mond-Weir型对偶(7)为:

max f(z)=-z1-12z2
,

s.t. λ-(2z1-1)=0,

λ-v-12=0
,

(z1+z2-2)λ-(z21-z1)u-z2v≥0,

λ≥0,uv≥0。

取上述问题的可行解(z1,z2,λ,u,v)= 1,0,0,-1,-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,那么上述问题的函数值是不小于-1且严格大于原问

题最优值-2,不满足弱对偶定理,即形如(7)的 Mond-Weir型对偶是不合理的。
例2[17] 考虑如下 MPCC问题:
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(P2) min (x1-1)2+(x2+1)2,   
s.t. x1-1=0,

0≤x1⊥x2≥0。
容易验证(x1,x2)=(1,0)是上述问题的最优解且最优值是1。

如果采用与 M-稳定性条件相联系的 Mond-Weir型对偶:
(MD2) max (x1-1)2+(x2+1)2,   

s.t. 2(x1-1)+λ-u=0,
2(x2+1)-v=0,
λ(x1-1)-x1u-x2v≥0,
u>0,v>0,或者uv=0。

取问题(MD2)一个可行解(x1,x2,λ,u,v)= -12
,-1,-2,-5,æ

è
ç

ö

ø
÷0 ,那么问题(MD2)的最优值是不小于9

4
且严

格大于原问题的最优值1,不满足弱对偶定理,即形如(8)式的 Mond-Weir型对偶是不合理的。

3结论

本文研究了 MPCC问题的 Mond-Weir型对偶,并在较弱的条件下证明了弱对偶定理、强对偶定理及严格逆

对偶定理。需要注意的是,由于互补约束的存在使得 MPCC问题不满足某些约束规范,因此在建立强对偶定理

时必须用到稳定性条件,这与研究普通非线性规划问题的 Mond-Weir型对偶时有所不同。
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DualityinMathematicalProgramswithComplementarityConstraints
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Abstract:[Purposes]StudytheMond-Weirtypedualityinmathematicalprogramswithcomplementarityconstraints.[Methods]

Generalizethe Mond-Weirtypedualityinnonlinearprogrammingproblem to mathematicalprograms withcomplementarity
constraints.[Findings]Undersomemildconditions,establishtheweakdualitytheorem,thestrongdualitytheoremandthestrict
conversedualitytheorem.[Conclusions]GivesomeexamplestoshowthattheMond-Weirtypedualityinmathematicalprograms
withcomplementarityconstraintsisreasonable.
Keywords:mathematicalprogram withcomplementarityconstraints;Mond-Weirduality;weakduality;strongduality;strict
converseduality
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