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偶数阶p-Laplace时滞中立型阻尼泛函微分方程的振动性
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摘要:【目的】研究一类含有连续分布时滞和阻尼项的偶数阶中立型微分方程解的振动性。【方法】利用广义Riccati变换、

H函数、Yang-不等式、积分平均技巧等方法,对偶数阶p-Laplace时滞中立型阻尼泛函微分方程解的振动性问题进行了

研究。【结果】建立了该方程解振动的新的充分条件。【结论】所得结果改进和推广了已有文献中的一些熟知的准则,并举

例说明新结果。
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考虑n阶中立型阻尼泛函微分方程:

d
dt
[r(t)Φ1(z(n-1)(t))]+p(t)Φ1(z(n-1)(t))+∫

b

a
q(t,ξ)Φ2(x(g(t,ξ)))dσ(ξ)=0, (1)

其中:z(t)=x(t)+m(t)x(τ(t)),Φ1(s)= s p1-2s= s p1-1sgns,Φ2(s)= s p2-2s= s p2-1sgns,n为偶数,p1,

p2 均大于1且为常数。
本文总假定下列条件成立:
(H1)0≤m(t)≤1,r(t),p(t)∈C1(R+,R+),r′(t)>0,τ(t)≤t,lim

t→∞
τ(t)=+∞,R+=(0,+∞);

(H2)q(t,ξ)∈C(R+×[a,b],R+),且q(t,ξ)最终不恒为零;
(H3)g(t,ξ)∈C1(R+×[a,b],R+)为关于t,ξ的非减函数,g(t,ξ)≤t,lim

t→∞
min
a≤ξ≤b

{g(t,ξ)}=+∞;g(t,a)≡

g(t)∈C1(I,R+);∂g
(t,a)
∂t

是g(t,a)关于t的偏导数,记∂g(t,a)
∂t

为g′(t)且g′(t)>0;σ(ξ)在[a,b]上关于ξ非减

实函数,且方程(1)中的积分是Stieltjes积分。
方程(1)的解及它的振动性的定义可以参见文献[1]。偶数阶中立型分布时滞微分方程在理论和实际应用

两方面都有重要意义。例如,中立型微分方程在博弈论、细胞中酶反应动力学等领域中有着广泛应用。因此方

程(1)的振动性问题研究越来越受到学者们的广泛关注。特别是如下特例:

d
dt
[r(t)Φ(x′(t))]+q(t)Φ(x(t))=0, (2)

d
dt
[r(t)Φ(x(n-1)(t))]+p(t)Φ(x(n-1)(t))+q(t)Φ(x(g(t)))=0, (3)

d
dt
[r(t)Φ(z(n-1)(t))]+∫

b

a
q(t,ξ)Φ(x(g(t,ξ)))dσ(ξ)=0。 (4)

对于偶数阶泛函微分方程(2)的振动性,Li等人在文献[2]中证明了如下定理:
定理A 如果
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lim
t→∞∫

t

t0

[r(s)]-
1

p-1ds=∞, (5)

假设对某一个λ>p-1,有:

limsup
t→∞

1
tλ∫

t

t0

(t-s)λ-p c(s)(t-s)p - λæ
è
ç

ö

ø
÷

q
p

r(sé

ë
êê

ù

û
úú)ds=∞ (6)

成立,则方程(2)振动。
对于偶数阶半线性阻尼泛函微分方程(3),文献[1]给出了如下定理:

定理B 如果lim
t→∞∫

t

t0

1
r(s)exp-∫

s

T

p(τ)
r(τ)d
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1

p-1

ds=∞,假设对某一个λ>p-1,有:

limsup
t→∞

1
tλ∫

t

T
(t-s)λ-p q(s)(t-s)p -(q-1)λæ
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λ r(s
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úú)ds=∞, (7)

则方程(3)振动。
定理C 如果

lim
t→∞∫

t

t0

1
r(s)exp-∫

s

T

p(τ)
r(τ)d

æ

è
ç

ö

ø
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é
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êê

ù

û
úúτ
1

p-1

ds=∞, (8)

若函数 H∈C(D;R),h∈C(D0;R),κ,ρ∈C′([t0,∞);(0,∞))满足以下条件:

i)H(t,s)>0,(t,s)∈D0;H(t,t)=0,t≥t0;

ii)H(t,s)在D0 上对第二个变量有连续非正的偏导数;

iii)-∂∂s
(H(t,s)κ(s))-H(t,s)κ(s)ρ′

(s)
ρ(s)

-p
(s)

r(s
é

ë
êê

ù

û
úú) =h(t,s),(t,s)∈D0。

又若limsup
t→∞

1
H(t,t0)∫

t

t0
H(t,s)κ(s)ρ(s)q(s)-

1
p

h(t,sæ

è
ç

ö

ø
÷)
p ρ(s)r(s)
[H(t,s)κ(s)G(s)]p-

é

ë
êê

ù

û
úú1 ds= ∞,则 方 程(3)

振动。
对偶数阶半线性中立型分布时滞泛函微分方程(4),文献[3]建立了如下振动准则:
定理D 设对某一个λ>p-1,有:

limsup
t→∞

1
tλ∫

t

T
(t-s)λ-p Q*(s)(t-s)p -(q-1)λæ

è
ç

ö

ø
÷

q
p
[(p-1)θMgn-2(s)g′(s)]1-pr(sé

ë
êê

ù

û
úú)ds=∞, (9)

则方程(4)振动。
偶数阶微分方程解的振动性研究已受到很大的关注,取得了一些重要的结果[1,3-8]。但是这些结果都是针对

方程(1)的特例给出的,对一般情况的振动性很少讨论。本文的目的是导出方程(1)的新的Riccati不等式,从而

给出(1)式每一个解x(t)振动的充分条件,推广和改进文献[1-4]的主要结果,并举例说明本文结论的正确性。

1主要引理

引理1[9] 设x(t)∈Cn([t0,∞);(0,∞)),x(n)(t)最终定号,则存在tx≥t0 和整数l,0≤l≤n,当x(n)(t)≥0
时,n+l为偶数;当x(n)(t)≤0时,n+l为奇数,使得l>0时有x(k)(t)>0,t≥tx,k=0,1,…,l-1;且当l≤n-1
时有(-1)l+kx(k)(t)>0,t≥tx,k=l,l+1,…,n-1。

引理2[9] 设x(t)满足引理1的条件,且x(n-1)(t)x(n)(t)≤0,t≥tx,则存在常数θ,0<θ<1和常数 M>0使

对一切充分大的t有x′(θt)≥Mtn-2x(n-1)(t)。
引理3[10] 设X 和Y 为非负实数,则Xλ0-λ0XYλ0-1+(λ0-1)Yλ0≥0,λ0>1成立,当且仅当X=Y。
引理4 设x(t)是方程(1)的最终正解,如果下式成立:

lim
t→∞∫

t

T

C
r(s)E(s
é

ë
êê

ù

û
úú)

1
p1-1

ds=+∞。 (10)

式中:C>0为常数,E(t)=exp∫
t

T

p(s)
r(s)d

æ

è
ç

ö

ø
÷s 。 则当t≥T≥t0 时,z(n-1)(t)>0,z(n)(t)≤0,z′(t)>0。

证明 假设x(t)是方程(1)的非振动解,x(t)≠0,t≥t0,不失一般性,可设x(t)最终为正,即x(t)>0,t≥t0
(x(t)<0时同理可证)。
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由g(t,ξ)≤t,lim
t→∞
min

ξ∈[a,b]
{g(t,ξ)}=∞可知,存在T0≥t0,当t>T0 时,有x(t)>0,x(τ(t))>0,x(g(t,ξ))>0,

ξ∈[a,b],从而z(t)>0。
因此断言:z(n-1)(t)>0,t>T0。若不然,则存在T≥T0≥t0,当t=T 时,z(n-1)(T)<0,由方程(1)得:

d
dt
[r(t)|z(n-1)(t)|p1-2z(n-1)(t)]+p(t)|z(n-1)(t)|p1-2z(n-1)(t)≤0。

上式产生d
dt
[E(t)r(t)|z(n-1)(t)|p1-2z(n-1)(t)]≤0,即|z(n-1)(t)|p1-2z(n-1)(t)是非增的,因此当t≥T 时,

z(n-1)(t)<0。令μ(t)=-r(t)z
(n-1)(t)p1-2z(n-1)(t),则μ(t)>0,t≥T。利用方程(1)得到:

μ′(t)=-(r(t)z(n-1)(t)p1-2z(n-1)(t))′=p(t)z(n-1)(t)p1-2z(n-1)(t)+∫
b

a
q(t,ξ)Φ2(g(t,ξ))dσ(ξ)=

-p(t)
r(t)μ

(t)+∫
b

a
q(t,ξ)Φ2(g(t,ξ))dσ(ξ)g(t,ξ)。

从而有:

μ′(t)
μ(t)

≥-p
(t)

r(t)
。 (11)

对(11)式在[T,t]上积分,有∫
t

T

μ′(s)
μ(s)

ds≥-∫
t

T

p(s)
r(s)ds

。

也即是μ(t)≥Cexp∫
t

T
-p(s)
r(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

)d
é

ë
êê

ù

û
úús = C

E(t)
,其中C>0为常数。故有:

z(n-1)(t)≤- C
r(t)E(t
æ

è
ç

ö

ø
÷

)

1
p1-1。 (12)

对(12)式在[T,t]上积分,得z(n-2)(t)≤z(n-2)(T)-∫
t

T

C
r(s)E(s
é

ë
êê

ù

û
úú)

1
p1-1ds。

令t→∞并结合(10)式有lim
t→∞

z(n-2)(t)≤z(n-2)(T)-lim
t→∞∫

t

T

C
r(s)E(s
é

ë
êê

ù

û
úú)

1
p1-1

ds→-∞,由此推得z(t)最终为

负,这与z(t)>0矛盾,所以z(n-1)(t)>0,t≥T0。
由方程(1)知:

d
dt
[r(t)z(n-1)(t)p1-2z(n-1)(t)]=ddt

[r(t)(z(n-1)(t))p1-1]=

r′(t)(z(n-1)(t))p1-1+(p1-1)r(t)[z(n-1)(t)]p1-2z(n)(t)≤0。
由此推得:

z(n)(t)≤0,t≥T≥t0。 (13)
再由(13)式和引理1,因为n为偶数,所以l为奇数,故z′(t)>0,t≥T≥t0。 证毕

引理5 设x(t)是方程(1)的最终正解,则x(t)>0,z(t)>0时,有:
(r(t)|z(n-1)(t)|p1-1)′+p(t)|z(n-1)(t)|p1-1+Q(t)zp2-1(g(t))≤0, (14)

式中:Q(t)=∫
b

a
q(t,ξ)[1-m(g(t,ξ))]p2-1dσ(ξ),g(t)≡g(t,a)。

证明 设方程(1)存在非振动解x(t),不失一般性,不妨假设x(t)>0,则存在T,当t≥T≥t0 时,有x(t)>0,

x(τ(t))>0,x(g(t,ξ))>0,ξ∈[a,b],从而z(t)>0。当t≥T≥t0 时,又由于g(t,ξ)关于ξ是非减的,因此

g(t,ξ)≥g(t,a),ξ∈[a,b]。
由引理4知z(n-1)(t)>0,z(n)(t)≤0,z′(t)>0,t>T≥t0,从而有:

z(g(t,ξ))≥z(g(t,a)),t>T≥t0≥0,ξ∈[a,b]。
又因为z(t)=x(t)+m(t)x(τ(t)),所以z(t)≥x(t),从而有x(t)≥(1-m(t))z(t)。即得:

x(g(t,ξ))≥(1-m(g(t,ξ)))z(g(t,ξ))≥(1-m(g(t,ξ)))z(g(t,a))=(1-m(g(t,ξ)))z(g(t))。
由条件(H3)和上式可得:

q(t,ξ)x(g(t,ξ))p2-2x(g(t,ξ))=q(t,ξ)(x(g(t,ξ)))p2-1≥
q(t,ξ)[1-m(g(t,ξ))]p2-1[z(g(t))]p2-1,t≥T≥t0。
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所以有:

d
dt
[r(t)z(n-1)(t)p1-2z(n-1)(t)]+p(t)z(n-1)(t)p1-2z(n-1)(t)+Q(t)[z(g(t))]p2-1≤0, (15)

式中:Q(t)=∫
b

a
q(t,ξ)[1-m(g(t,ξ))]p2-1dσ(ξ),g(t)=g(t,a)。 于是(15)式可写为(14)式。 证毕

引理6 设引理4成立,x(t)>0,w(t)=r
(t)[z(n-1)(t)]p1-1
zp2-1[θg(t)]

,t≥T≥t0,则:

w′(t)+Q(t)+p
(t)

r(t)w
(t)+G(t)r1-q(t)wq(t)≤0, (16)

式中:G(t)=(p-1)θMm(g(t))n-2g′(t),m=min{m1,m2},p=min{p1,p2},1p+
1
q=1

,1
pi
+1qi

=1,i=1,2。

证明

w′(t)=
[r(t)(z(n-1)(t))p1-1]′zp2-1(θg(t))-r(t)(z(n-1)(t))p1-1(p2-1)zp2-2(θg(t))z′(θg(t))θg′(t)

[zp2-1(θg(t))]2
≤

-p(t)[z(n-1)(t)]p1-1-Q(t)zp2-1(g(t))
zp2-1(θg(t))

-r
(t)[z(n-1)(t)]p1-1(p2-1)zp2-2(θg(t))z′(θg(t))θg′(t)

z2p2-2(θg(t))
=

-Q
(t)zp2-1(g(t))
zp2-1(θg(t))

-p
(t)[z(n-1)(t)]p1-1
zp2-1(θg(t))

-r
(t)[z(n-1)(t)]p1-1(p2-1)zp2-2[θg(t)]θg′(t)Mgn-2(t)z(n-1)(g(t))

z2p2-2(θg(t))
≤

-Q(t)zp2-1(g(t))
zp2-1(θg(t))

-p
(t)[z(n-1)(t)]p1-1
zp2-1(θg(t))

-
(p2-1)θg′(t)Mgn-2(t)r(t)[z(n-1)(t)]p1

zp2(θg(t))
≤

-Q(t)-p
(t)

r(t)w
(t)-(p2-1)θMgn-2(t)g′(t)·r

(t)(z(n-1)(t))p1z(n-1)(t)
zp2(θg(t))

。 (17)

注意到z(θg(t))>0,z′(θg(t))>0,故存在常数m1>0使得当p2≥p1 时有z
p2-p1
p1-1(θg(t))≥m1,t≥t1≥T。

因此,由(17)式得:

w′(t)≤-Q(t)-p
(t)

r(t)w
(t)-(p2-1)θMgn-2(t)g′(t)r1-q1(t)z

p2-p1
p1-1(θg(t))r

q1(t)(z(n-1)(t))(p1-1)q1
z(p2-1)q1(θg(t))

≤

-Q(t)-p
(t)

r(t)w
(t)-m1(p2-1)θMgn-2(t)g′(t)r1-q1(t)wq1(t)。 (18)

又由于z(n-1)(t)>0,z(n)(t)≤0,故存在常数m2>0和t2≥t1 使得当p1≥p2 时有(z(n-1)(t))
p2-p1
p1-1≥m2,t≥t2。

因此,由(17)式得:

w′(t)≤-Q(t)-p
(t)

r(t)w
(t)-(p2-1)θMgn-2(t)g′(t)r1-q2(t)(z(n-1)(t))

p2-p1
p1-1

rq2(t)(z(n-1)(t))(p1-1)q2
z(p2-1)q2(θg(t))

≤

-Q(t)-p
(t)

r(t)w
(t)-m2(p2-1)θMgn-2(t)g′(t)r1-q2(t)wq2(t)。 (19)

联合(18)和(19)式,有:

w′(t)≤-Q(t)-p
(t)

r(t)w
(t)-G(t)r1-q(t)wq(t)。 (20)

式中:p=min{p1,p2},1p+
1
q=1

,m=min{m1,m2}。 证毕

2主要结果及证明

定理1 若满足假设(H1)~(H3)和(10)式,且对某一个λ>p-1,有下式成立:

limsup
t→∞

1
tλ∫

t

T
(t-s)λ-p Q(s)(t-s)p -(q-1)λæ

è
ç

ö

ø
÷

q
p

G1-p(s)1+p(s)(t-s)
λ r(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
p

r(sé

ë
êê

ù

û
úú)ds=+∞, (21)

式中:1
p +1q=1,Q(s)=∫

b

a
q(s,ξ)[1-m(g(s,ξ))]p2-1dσ(ξ),G(s)=(p-1)θMmgn-2(s)g′(s),则方程(1)振动。

证明 设方程(1)有非振动解x(t),不失一般性,假设x(t)最终为正,由引理5和引理6可知(20)式成立。
用(t-s)λ 乘以不等式(20)且从T 到t积分,有:
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∫
t

T
[(t-s)λw′(s)+Q(s)(t-s)λ+p(s)

r(s)w
(s)(t-s)λ+G(s)r1-q(s)wq(s)(t-s)λ]ds≤0,

从而得到:

(t-T)λw(T)≥∫
t

T
G(s)r1-q(s)wq(s)(t-s)λds+λ∫

t

T
(t-s)λ-1 1+p(s)(t-s)

λ r(s
é

ë
êê

ù

û
úú) w(s)ds+∫

t

T
Q(s)(t-s)λds≥

∫
t

T
G(s)r1-q(s)wq(s)(t-s)λds+λ∫

t

T
(t-s)λ-1 1+p(s)(t-s)

λ r(s
é

ë
êê

ù

û
úú) w(s)ds+∫

t

T
Q(s)(t-s)λds≥

∫
t

T
G(s)(t-s)λr1-q(s)w(s)qds-λ∫

t

T
(t-s)λ-1 1+p(s)(t-s)

λ r(s
é

ë
êê

ù

û
úú) w(s)ds+∫

t

T
Q(s)(t-s)λds,

即有:

∫
t

T
Q(s)(t-s)λds≤ (t-T)λw(T)-∫

t

T
(t-s)λG(s)r1-q(s)w(s)qds+

λ∫
t

T
(t-s)λ-1 1+p(s)(t-s)

λ r(s
é

ë
êê

ù

û
úú) w(s)ds≤

(t-T)λw(T)+∫
t

T
λ(t-s)λ-1 1+p(s)(t-s)

λ r(s
æ

è
ç

ö

ø
÷

) w(s)-(t-s)λG(s)r1-q(s)w(s)é

ë
êê

ù

û
úú

q ds。 (22)

利用引理3,取:

X=(t-s)
λ
qG

1
q(s)r

1-1
q (s)w(s),Y= λæ

è
ç

ö

ø
÷

q

p
q(t-s)

λ-p
q G-p

q2(s)1+
(t-s)p(s)
λr(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

)

p
q
r
1
q(s),

则由引理3得到不等式:

λ(t-s)λ-1 1+p
(s)(t-s)
λr(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

) w(s)-(t-s)λG(s)r1-q(s)w(s)q≤

(q-1) λæ
è
ç

ö

ø
÷

q

p
q(t-s)

λ-p
q G-p

q2(s)1+p
(s)(t-s)
λr(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

)

p
q
r
1
q(sé

ë
êê

ù

û
úú)
q

=

(q-1) λæ
è
ç

ö

ø
÷

q
p
(t-s)λ-pG

1
1-q(s)1+p

(s)(t-s)
λr(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
p

r(sé

ë
êê

ù

û
úú)。 (23)

联合(22),(23)式,有:

∫
t

T
Q(s)(t-s)λds≤ (t-T)λw(T)+∫

t

T
(q-1) λæ

è
ç

ö

ø
÷

q
p
(t-s)λ-pG

1
1-q(s)1+p(s)(t-s)

λ r(s
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
p

r(sé

ë
êê

ù

û
úú)ds。

即∫
t

T
(t-s)λ-p Q(s)(t-s)p -(q-1)λæ

è
ç

ö

ø
÷

q
p

G1-p(s)1+p(s)(t-s)
λ r(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
p

r(sé

ë
êê

ù

û
úú)ds≤ (t-T)λw(T)。

由上式可得:

limsup
t→∞

1
tλ∫

t

T
(t-s)λ-p Q(s)(t-s)p -(q-1)λæ

è
ç

ö

ø
÷

q
p

G1-p(s)1+p(s)(t-s)
λ r(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
p

r(sé

ë
êê

ù

û
úú)ds≤w(T)。

与条件(21)式矛盾。 证毕

注1 当n=2,p1=p2,m(t)=0,q(t)=∫
b

a
q(t,ξ)dσ(ξ),g(t,ξ)=t时,本文方程(1)即为文献[2]中的方程

(2);当p1=p2,m(t)=0,q(t)=∫
b

a
q(t,ξ)dσ(ξ),g(t,ξ)=g(t)时,方程(1)即为文献[1]中的方程(3);当p1=p2,

p(t)=0时,方程(1)即为文献[2]中的方程(4)。显然,定理A、定理B、定理D是本文定理1的特例。
定理2 若满足假设(H1)~(H3)和(10)式,且存在函数ρ(t)∈C1(I,R+)使得:

limsup
t→∞∫

t

T
ρ(s)Q(s)-r(s)

pp
ρ′(s)
ρ(s)

-p(s)
r(s)

p

G1-p(sé

ë
êê

ù

û
úú)ds=∞, (24)

对T≥t0 成立,则方程(1)振动。
证明 不妨设方程(1)存在最终正解x(t),则当t≥T≥t0≥0时,有x(t)>0,x(τ(t))>0,x(g(t,ξ))>0,由

引理4,有z(n-1)(t)>0,z(n)≤0,z′(t)>0。
引进函数

u(t)=ρ(t)r(t)
z(n-1)(t)

zp2-1(θg(t
æ

è
ç

ö

ø
÷

))
p1-1

=ρ(t)w(t),t≥T, (25)
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式中:w(t)由引理6给出。
对(25)式求导数,由方程(1)和引理2~6,得到:

u′(t)=ρ′(t)w(t)+ρ(t)w′(t)≤ρ′(t)w(t)-ρ(t)Q(t)-ρ
(t)p(t)
r(t) w(t)-ρ(t)G(t)r1-q(t)wq(t)≤

ρ′(t)
ρ(t)

u(t)-ρ(t)Q(t)-
p(t)
r(t)u

(t)-G(t)[ρ(t)r(t)]1-quq(t)≤

-ρ(t)Q(t)+ρ′(t)
ρ(t)

-p
(t)

r(t
æ

è
ç

ö

ø
÷

)u(t)-G(t)[ρ(t)r(t)]1-quq(t), (26)

式中:1
p+

1
q=1

,G(t)=(p-1)θMmgn-2(t)g′(t),t≥T。

利用引理3,取λ0=q且:

X=G
1
q(t)[ρ(t)r(t)]

1-q
q u(t),Y= p-1æ

è
ç

ö

ø
÷

p
p-1 ρ′(t)

ρ(t)
-p
(t)

r(t)
p-1

G
1-p
q (t)[ρ(t)r(t)]

p-1
p ,

则由引理3得到不等式:

ρ′(t)
ρ(t)

-p
(t)

r(t)
p-1

u(t)-G(t)[ρ(t)r(t)]1-quq(t)≤

(q-1)p-1æ

è
ç

ö

ø
÷

p

(p-1)q ρ′(t)
ρ(t)

-p
(t)

r(t)
(p-1)q

G1-p(t)ρ(t)r(t)≤ρ
(t)r(t)
pp

ρ′(t)
ρ(t)

-p
(t)

r(t)
p

G1-p(t),t≥T。 (27)

联合(26)和(27)式,有:u′(t)≤-ρ(t)Q(t)-r
(t)
pp

ρ′(t)
ρ(t)

-p
(t)

r(t)
p

G1-p(té

ë
êê

ù

û
úú),t≥T。

对上式从T 到t积分,有:u(t)-u(T)≤-∫
t

T
ρ(s)Q(s)-r(s)

pp
ρ′(s)
ρ(s)

-p(s)
r(s)

p

G1-p(sé

ë
êê

ù

û
úú)ds。再令t→∞取

上极限,得到与条件(24)式的矛盾。 证毕

若ρ(t)=1,p(t)=0,则定理2有如下推论。

推论1 若满足假设(H1)~(H3)和(10)式,且lim
t→∞∫

t

T
Q(s)ds=∞,T≥t0,则方程(1)振动。

注2 文献[2]的推论4是本文推论1的特例,文献[1]的定理2是本文定理2的特例。
定理3 若满足假设(H1)~(H3)和(10)式,且 H∈C(D;R),h∈C(D0;R),κ,ρ∈C1([t0,∞);(0,∞))满足

以下条件:

i)H(t,s)>0,(t,s)∈D0;H(t,t)=0,t≥t0;

ii)H(t,s)在D0 上对第二个变量有连续非正的偏导数;

iii)-∂∂s
(H(t,s)κ(s))-H(t,s)κ(s)ρ′

(s)
ρ(s)

-p
(s)

r(s
é

ë
êê

ù

û
úú) =h(t,s),(t,s)∈D0。

又若:

limsup
t→∞

1
H(t,t0)∫

t

t0
H(t,s)κ(s)ρ(s)Q(s)-

1
p

h(t,sæ

è
ç

ö

ø
÷)
p ρ(s)r(s)
[H(t,s)κ(s)G(s)]p-

é

ë
êê

ù

û
úú1 ds=∞, (28)

式中:G(s)=(p-1)θmMgn-2(s)g′(s),Q(s)=∫
b

a
q(s,ξ)(1-m(g(s,ξ)))p2-1dσ(ξ),则方程(1)振动。

证明 设方程(1)存在最终正解x(t),则当t≥T≥t0≥0时,有x(t)>0,x(g(t,ξ))>0,x(τ(t))>0。利用引

理4,有z(n-1)(t)>0,z(n)≤0,z′(t)>0。定义函数u(t)同(25)式,则(26)式成立。亦即:

ρ(t)Q(t)≤-u′(t)+ ρ′(t)
ρ(t)

-p(t)
r(t

æ

è
ç

ö

ø
÷

)u(t)- G(t)uq(t)
[ρ(t)r(t)]q-1

, (29)

式中:1
p+

1
q=1

,G(t)=(p-1)θMmgn-2(t)g′(t),t≥T。

在上式中用s代替t,两边乘以 H(t,s)κ(s),并且从T(≥T0)到t(>T)积分,有:

∫
t

T
H(t,s)κ(s)ρ(s)Q(s)ds≤

-∫
t

T
H(t,s)κ(s)u′(s)ds+∫

t

T
H(t,s)κ(s)ρ′

(s)
ρ(s)

-p(s)
r(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

)u(s)ds-∫
t

T
H(t,s)κ(s) G(s)uq(s)

[ρ(s)r(s)]q-1
ds=
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-H(t,s)κ(s)u(s)
t

T
-∫

t

T
-∂∂s

(H(t,s)κ(s))-H(t,s)κ(s)ρ′
(s)

ρ(s)
-p(s)
r(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú) u(s)ds-

∫
t

T
H(t,s)κ(s) G(s)uq(s)

[ρ(s)r(s)]q-1
ds=

H(t,T)κ(T)u(T)-∫
t

T
h(t,s)u(s)ds-∫

t

T
H(t,s)κ(s) G(s)uq(s)

[ρ(s)r(s)]q-1
ds≤

H(t,T)κ(T)u(T)+∫
t

T
h(t,s)u(s)ds-∫

t

T
H(t,s)κ(s) G(s)uq(s)

[ρ(s)r(s)]q-1
ds。 (30)

利用引理3,取λ0=q,且:

X=[H(t,s)κ(s)G(s)]
1
q

u(t)
[ρ(t)r(t)]

1
p
,Y= 1æ

è
ç

ö

ø
÷

q
p-1

h(t,s)p-1 ρ(s)r(s)
[H(t,s)κ(s)G(s)]p

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

1
q,

则由引理3得到不等式:

h(t,s)u(s)-H(t,s)κ(s)G(s) uq(s)
[ρ(s)r(s)]q-1

≤

(q-1)1q h(t,sæ

è
ç

ö

ø
÷)
p ρ(s)r(s)
[H(t,s)κ(s)G(s)]p-1

,t>T≥T0。 (31)

联合(30)和(31)式,有:

∫
t

T
H(t,s)κ(s)ρ(s)Q(s)-(q-1)1q

h(t,sæ

è
ç

ö

ø
÷)
p ρ(s)r(s)
[H(t,s)κ(s)G(s)]p-

é

ë
êê

ù

û
úú1 ds≤

H(t,T)κ(T)u(T)≤H(t,t0)κ(T)u(T)。
在上面不等式中取T=T0,有:

∫
t

t0
H(t,s)κ(s)ρ(s)Q(s)-(q-1)1q

h(t,sæ

è
ç

ö

ø
÷)
p ρ(s)r(s)
[H(t,s)κ(s)G(s)]p-

é

ë
êê

ù

û
úú1 ds=

∫
T0

t0
+∫

t

T{ }
0

H(t,s)κ(s)ρ(s)Q(s)-(q-1)1q
h(t,sæ

è
ç

ö

ø
÷)
p ρ(s)r(s)
[H(t,s)κ(s)G(s)]p-

é

ë
êê

ù

û
úú1 ds≤

H(t,s)∫
T0

t0
κ(s)ρ(s)Q(t)ds+u(T0)κ(T0{ })。

因此:

limsup
t→∞

1
H(t,t0)∫

t

t0
H(t,s)κ(s)ρ(s)Q(s)-(q-1)1q

h(t,sæ

è
ç

ö

ø
÷)
p ρ(s)r(s)
[H(t,s)κ(s)G(s)]p-

é

ë
êê

ù

û
úú1 ds≤

∫
T0

t0
κ(s)ρ(s)Q(s)ds+u(T0)κ(T0)< ∞

与条件(28)式矛盾。 证毕

注3 定理C是本文定理3的特例。
例1 考虑二阶微分方程

[|z′(t)|p1-2z′(t)]′+eθ(p2-1)t x(θt)p2-1x(θt)=0 (32)
式中:z(t)=x(t)+(1-e-t)x(t-1),p1>p2>2,θ∈(0,1),r(t)=1,m(t)=1-e-t,τ(t)=t-1,a=α,b=α+1,

g(t,ξ)=g(t)=θt,p(t)=0,E(t)=1,q(t,ξ)=eθ
(p2-1)t,Q(t)=eθ(p2-1)t·e-θ(p2-1)t=1。很容易验证方程(32)满足

条件(H1)~(H3)和(10)式,由推论1知方程(32)是振动的。
注4 最近文献[1-10]的振动结果均不适用于方程(32)。因此,本文结果推广和补充了此前文献中的一些

结果。
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OscillationofEvenOrderp-LaplaceNeutralFunctional
DifferentialEquationswithDampingTerms

ZENGYunhui1,WANGZhihong2,WANGAnning1

(1.CollegeofMathematicsandStatistics,HengyangNormalUniversity,HengyangHunan421002;2.Departmentof
MathematicsandComputionalSciences,NanyueCollegeofHengyangNormalUniversity,HengyangHunan421008,China)

Abstract:[Purposes]Theobjectiveistostudyoscillationofevenorderhalf-linearneutralfunctionaldifferentialequationwith
continuousdistributeddelayargumentsanddampingterms.[Methods]Oscillationofevenorderp-Laplaceneutralfunctional
differentialequationswithdampingtermsisinvestigatedbyusingofRiccatitransformation,H(t)function,Yanginequalityandthe
integralaveragingtechnique.[Findings]Somenewsufficientconditionsareestablishedforoscillationofallsolutionsoftheequation,

whichgeneralizeandimprovesomeknownresults.[Conclusions]Finally,anexampleisprovidedtoillustratenewresults.
Keywords:neutral;functionaldifferentialequation;oscillation
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