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一类指数型离散Logistic迭代方程的动力学分析
*

刘玲伶,李梅梅

(西南石油大学 理学院,成都610500)

摘要:【目的】研究一类种群生长模型xn+1=xnexp(r(1-axn-bx2n)),r,a,b>0的稳定性和周期性。【方法】利用定性理论

和分岔理论,讨论模型不动点的稳定性和退化现象以及周期点的存在性。【结果】给出模型不动点的稳定性条件以及发生

倍周期分岔的参数条件,讨论了2k 周期点的存在性,并给出了存在三周期点的充分条件。【结论】所得结果可以对符合模

型的事物进行生长周期预测,为保护生物的人为干预活动提供参考。
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1研究背景

Logistic模型在生物数学中是一种基本的预测模型,应用领域非常的广泛[1-7]。在生物工程领域,文献[1-2]
基于Logistic模型能够描述细胞生长期及细胞自身抑制作用,在改变参数的基础上,建立了发酵动力学模型;在
岩土工程领域,文献[3-4]利用Logistic模型能很好地反映全过程的沉降量与时间的关系,建立了地基全过程沉

降量模型,对地基沉降量进行预测,从而指导工程施工;在油气田开发领域,文献[5]建立了预测油气田产量的

Logistic模型,为规划油气田开发规模、指定生产运行计划具有指导意义,等等[6-7]。对于指数型Logistic方程,
文献[8]研究了方程xn+1=xner(1-xn),r>0的稳定性,给出了此方程的每一个正解收敛于1的充要条件;文献[9]
得到上述方程具有2k 周期解的充分条件,验证该迭代方程存在混沌解;文献[10]讨论方程xn+1=xnexp(rn(1-
xn)),rn>0全局吸引性的充分条件;文献[11]研究方程:

xn+1=xner(1-axn-bx
2
n),r,a,b>0, (1)

给出了不动点振动的充要条件及不动点渐近稳定的充分条件;文献[12]讨论了方程xn+1=xnexp(r(1-axn-xθ
n)),

r,a>0,θ≥1全局吸引的充分条件。
在上述工作的基础上,本文主要研究迭代方程(1)的稳定性以及周期解,给出了不动点稳定性的充要条件,

讨论了发生倍周期分岔的现象并给出了正规形。将文献[9]中对一次指数型迭代方程的周期点存在性结论推广

到(1)式,并给出了三周期点存在的充分条件。获得的主要结果如下。

定理1 映射f(x)=xer(1-ax-bx
2),r,a,b>0有两个不动点x1=0和x2= a2+4b-a

2b
。当0<r<1+

a
a2+4b

时,x1 是不稳定的,x2 是渐近稳定的;当r=1+ a
a2+4b

时,x1 是不稳定的,x2 是退化的;当r>1+

a
a2+4b

时,x1 和x2 均不稳定。

定理2 当r=1+ a
a2+4b

时,映射f(x)=xer(1-ax-bx
2)在不动点x2 处发生倍周期分岔。当r跨过1+
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a
a2+4b

时,映射f(x)产生两个稳定的二周期点。

定理3 迭代方程(1)具有2k(k=1,2,…)周期解的充分条件为存在参数r的序列0=r0<r1<…<rk<…,
使得rk<r<rk+1成立。

定理4 存在a,b,r,n1,n2,m(m>1)满足:

0<b<n1a2(2-n1n2-n1)(n1n22+n1-n2-1)(n21n22+n21-2)-2,
lnn1

g0(mx2)<r<
lnn2

g0(n1x2)
,n2+1
n22+1<n1<

2
n2+1<1<n2

,

其中:g0(x)=1-ax-bx2,使得至少存在x*∈(mx2,+∞),f3(x*)=0,即f(x)具有三周期解,迭代方程(1)产
生混沌。

为了后续证明的方便,先将(1)式进行改写。
令函数f(x)=xer(1-ax-bx

2),fn+1(x)=f(fn(x)),n=1,2,…,则(1)式可以改写为:
xn+1=fn+1(x0),n=1,2,…。 (2)

构造函数列gk(x)=gk-1(x)+gk-1(xergk-1(x)),k=0,1,…,其中g0(x)=1-ax-bx2,则易证得f2
k(x)=

xergk(x),k=0,1,…成立。由于满足初始解x0>0的一切解均为正,考虑到生物意义,因此只考虑x∈(0,+∞)上
的情况。

2定理的证明

2.1定理1的证明

由方程f(x)-x=x(er(1-ax-bx
2)-1)=0得出f(x)的不动点为x1=0和x2= a2+4b-a

2b
。下面通过计算

特征值来判定不动点的稳定性。
在不动点x1 处的特征值为 f′(0)= er >1,则不动点x1 是不稳定的。

在不动点x2 处的特征值为 f′(x2)= 1- (a2+4b-a)a2+4b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

b
r 。当0<r<1+ a

a2+4b
时,

f′(x2)<1,则不动点x2 是渐近稳定的;当r=1+ a
a2+4b

时,f′(x2)=1,则不动点x2 是退化的;当r>

1+ a
a2+4b

时,f′(x2)>1,则不动点x2 是不稳定的。 证毕

2.2定理2的证明

在证明定理2之前,先证明一个引理。
引理1 函数f(x)=xer(1-ax-bx

2),a,b,r>0满足下列性质:
1)当x∈(0,x2)时,f(x)>x;当x=x2 时,f(x)=x;当x∈(x2,+∞)时,f(x)<x。

2)在 0,
(ar)2+8br-ar

4
æ

è
ç

ö

ø
÷

br
上单调递增, (ar)2+8br-ar

4br
,

æ

è
ç

ö

ø
÷+∞ 上单调递减。

证明 f(x)可表示为f(x)=xerg0(x),其中g0(x)=1-ax-bx2,a,b>0。
由定理1可知x2 为映射f(x)的不动点,因此g0(x2)=0。
当x∈(0,x2)时,有g0(x)>0,于是f(x)>x;当x∈(x2,+∞)时,有g0(x)<0,0<erg0(x)<1,于是f(x)<x,

则(1)式成立。
对f(x)求导有f′(x)=erg0(x)h(x),式中:h(x)=1+xrg′0(x)=-2brx2-arx+1。由h(x)=0可解出x=

(ar)2+8br-ar
4br

。

由二次函数的性质可得,x∈ 0,
(ar)2+8br-ar

4
æ

è
ç

ö

ø
÷

br
,有h(x)>0,则f′(x)>0,从而f(x)单调递增;当x∈

(ar)2+8br-ar
4br

,
æ

è
ç

ö

ø
÷+∞ ,有h(x)<0,则f′(x)<0,从而f(x)单调递减。 证毕
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证明(定理2) 由定理1可知,当r=1+ a
a2+4b

在不动点x2 处的特征值为-1。下面需要验证横截条件

和非退化条件。通过计算:

∂2f
∂x∂r x=x2,r=1+

a

a2+4b
= a2+4b(a- a2+4b)

2b <0,

f″(x2)r=1+ a

a2+4b
<0,f‴(x2)r=1+ a

a2+4b
>0,

则有1
2
(f″(x2))2+13f‴

(x2)≠0。

由文献[13]中的定理4.3,映射f(x)在不动点x=x2 处的正规形为:x→- r- a
a2+4

æ

è
ç

ö

ø
÷

b
x+x3+O(x4)。

从正规形中可以看出:当0<r<1+ a
a2+4b

,不动点x2 是稳定的;当r>1+ a
a2+4b

,不动点x2 是不稳定的;当

r=1+ a
a2+4b

时,映射发生倍周期分岔,映射f(x)随着参数值r跨过1+ a
a2+4b

将产生二周期点。

下面证明r>1+ a
a2+4b

时f(x)二周期点存在。

由于r>1+ a
a2+4b

,则有
(ar)2+8br-ar

4br ∈(0,x2)。构造辅助函数췍f(x)=f(x)-x2。由引理1可知,

췍f (ar)2+8br-ar
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

br
>0,췍f(0)=-x2<0。根据零点存在定理知至少存在一点c∈ 0,

(ar)2+8br-ar
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

br
,使

f(c)=x2。由引理1函数的单调性,保证了c是唯一的。进一步,当x∈(0,c),f(x)>x且f(x)∈(0,x2),于是

f2(x)>f(x)>x,则在x∈(0,c)上f(x)不存在二周期点。
下面证明x∈[c,+∞)上f(x)二周期点存在。记f2(x)=xerg1(x),其中g1(x)=g0(x)+g0(xerg0(x)),只需

证明g1(x)在x∈[c,+∞)上存在异于x2 的零点。先判断g1(x)的单调性,通过对g1(x)求导有:

g′1(x)=j(x)(2bx+a)(2bxerg0(x)+a)erg0(x),

式中:j(x)=w(x)-v(x),w(x)=2brx
2+arx-1
2bx+a

,v(x)= 1
(2bxerg0(x)+a)erg0(x)

,于是g′1(x)的符号与j(x)

一致。
由引理1的证明可知:

1)当x∈ c,
(ar)2+8br-ar

4
é

ë
ê
ê

ö

ø
÷

br
,w(x)<0,则j(x)<0;

2)当x∈ (ar)2+8br-ar
4br

,
é

ë
ê
ê

ö

ø
÷+∞ ,w(x)≥0,则j(x)的符号需进一步判断。

下面计算:

j′ (ar)2+8br-ar
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

br > 8br2

( (ar)2+8br+ar)2
>0,j′(x2)= -4b2rx2

2-2abrx2+4b
(a+2bx2)2 <0。

易知至少存在点p∈ (ar)2+8br-ar
4br

,x
æ

è
ç

ö

ø
÷2 ,使得j′(p)=0。

因为 在 区 间 (ar)2+8br-ar
4br

,
é

ë
ê
ê

ö

ø
÷p ∪ (p,+ ∞)上j″(x)<0,所 以 j′(x)单 调 递 减,于 是 当 x∈

(ar)2+8br-ar
4br

,
é

ë
ê
ê

ö

ø
÷p ,j′(x)>0,j(x)单调递增;当x∈(p,+∞),j′(x)<0,j(x)单调递减。再计算出

j (ar)2+8br-ar
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

br
= -v (ar)2+8br-ar

4
æ

è
ç

ö

ø
÷

br
,j(x2)=

2brx22+arx2-2
2bx2+a

。

由r>1+ a
a2+4b

,x2>
(ar)2+16br-ar

4br
,根 据 二 次 函 数 性 质 知j(x2)>0,则 至 少 存 在 点q∈
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(ar)2+8br-ar
4br

,x
æ

è
ç

ö

ø
÷2 ,使j(q)=0。根据j(x)的单调性,当x∈ (ar)2+8br-ar

4br
,

é

ë
ê
ê

ö

ø
÷q ,j(x)<0;当x∈(q,

x2),j(x)>0。
再判断区间[x2,+∞)上j(x)的符号。j(x)的符号与g′1(x)一致,于是g′1(x2)>0。而lim

x→+∞
g′1(x)=-∞,

则至少存在点s∈(x2,+∞),使g′1(s)=0,于是j(s)=0。根据j(x)在[x2,+∞)上单调性,当x∈[x2,s),

j(x)>0;当x∈(s,+∞),j(x)<0。
因此,当x∈[c,q)∪(s,+∞),j(x)<0,g′1(x)<0,则g1(x)单调递减;当x=q或s,j(x)=0,g′1(x)=0;当

x∈(q,s),j(x)>0,g′1(x)>0,则g1(x)单调递增。

因为g1(x2)=0,g1(x)在x∈(q,x2)上单调递增,于是g1(q)<0。而g1(c)=1rln
x2
c>0

,由零点存在定理,

至少存在t1∈(c,q),使g1(t1)=0。由g1(x)在x∈(c,x2)上单调性,当x∈[c,t1),g1(x)>0;当x∈(t1,x2),

g1(x)<0。
又因为g1(x)在x∈(x2,s)上单调递增,于是g1(s)>0。而lim

x→+∞
g1(x)=-∞,根据零点存在定理,则至少存

在t2∈(s,+∞),使g1(t2)=0,进而由g1(x)在x∈(x2,+∞)上单调性,当x∈(x2,t2),g1(x)>0;当x∈(t2,

+∞),g1(x)<0。
故映射f(x)存在二周期点t1 和t2。

最后判断二周期点的稳定性。二周期点tk,k=1,2的特征值为 ∂f2(tk)
∂x = 1+tkrg′1(tk),令ψ(r)=1+

tkrg′1(tk),由g′1(tk)<0,则ψ(r)在区间(0,+∞)上单调递减。由

lim
r→ 1+ a

a2+4( )b
+
ψ(r)=1+x2rg′0(x2)(2+x2rg′0(x2))=1

连续性可知,存在δ>0使得在r∈ 1+
a

a2+4b
,æ

è
ç

ö

ø
÷δ 上 ∂f2(tk)

∂x <1。

综上所述,当r跨过1+ a
a2+4b

时,映射f(x)产生2个稳定的二周期点。 证毕

2.3定理3的证明

采用数学归纳法。

记r0=0,t0=x2,当k=1时,取r1=1+ a
a2+4b

,由定理2中证明知当r>r1,存在t1∈(c,t0)且满足下列4

个条件:g1(t1(r))=0,lim
r→r1

t1(r)=t0(r1),g′1(t1(r))<0和gk(x)>0,∀x∈(c,t1),于是迭代方程(1)具有2周期

解。将g1(t1(r))=0和2+rt1(r)g′1(t1(r))=0联立解得r2,下面证明r2>r1。
令φ(r)=2+rt1g′1(t1),则φ(r2)=0。由于φ(r)在区间(0,+∞)上单调递减,因此只需证明φ(r1)>0。由

lim
r→r1

φ(r)=2>0,于是r2>r1,k=1的情形得证。

下面假设k-1时结论成立,证明k时成立。k-1时结论成立,即存在参数r的序列0=r0<r1<…<rk-1,
使得rk-1<r<rk 时,迭代方程具有2k-1周期,于是rk>rk-1且存在tk-1∈(c,tk-2);当r>rk 时,gk(tk-1(r))=0,

g′k(tk-1)=g′k-1(tk-1)[2+rtk-1g′k-1(tk-1)]>0。又因为gk(c)=1rln
x2
c>0

,于是存在x∈(c,tk-1),使得gk(x)<0,

由零点存在定理知存在tk∈(c,tk-1),使gk(tk(r))=0,而gi(tk)≠0,i=1,2,…,k-1,于是迭代方程具有2k 周

期。将gk(tk(r))=0和2+rtk(r)g′k(tk(r))=0联立解得rk+1,同理令φ(r)=2+rtkg′k(tk),则φ(rk+1)=0,

lim
r→rk

φ(r)=2>0,可得rk+1>rk。

综上,定理3得证。 证毕

2.4定理4的证明

由文献[14]中的Li-Yorke定理知要证明迭代方程产生混沌,只需证明(1)式具有三周期解即可。
下面证明三周期解的存在性。f3(x)=xerp(x),其中:
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p(x)=3-ax(1+erg0(x)(1+erg0(xe
rg0(x))))-bx2(1+e2rg0(x)(1+e2rg0(xe

rg0(x))))。
若p(x)存在异于x2 的零点,方程就有三周期点。将点x=mx2(不防设m>1)代入p(x)有:

p(mx2)=3-amx2(1+erg0(mx2)(1+erg0(mx2e
rg0(mx2))))-b(mx2)2(1+e2rg0(mx2)(1+e2rg0(mx2e

rg0(mx2))))。

由引理1证明可知g0(x)在(0,+∞)上单调递减,g0(x2)=0,因此g0(mx2)<0。存在r满足 lnn1
g0(mx2)<

r< lnn2
g0(n1x2)

,使得0<erg0(mx2)<n1<1<erg0(n1x2)<n2。因此,有:

p(mx2)>3-amx2(1+n1(1+erg0(n1x2)))-b(mx2)2(1+n21(1+e2rg0(n1x2)))>
3-amx2(1+n1(1+n2))-b(mx2)2(1+n21(1+n22))。

由二次函数的性质可知,若:

0<mx2 <y* = 12b(n21n22+n21+1)+a22(n1n2+n1+1)2 -a(n1n2+n1+1)
2b(n21n22+n21+1)

,

则p(mx2)>0。

通过计算可知,当0<b<n1a
2(2-n1n2-n1)(n1n22+n1-n2-1)

(n21n22+n21-2)2
,n2+1
n22+1<n1<

2
n2+1

,n2>1时,x2<y*,即

存在m(m>1)使得p(mx2)>0。当a,b,r固定时,lim
x→+∞

p(x)=-∞。由零点存在定理可知,至少存在x*∈

(mx2,+∞),使得p(x*)=0,也就是说f(x)具有三周期解,因而迭代方程(1)产生混沌。 证毕

3结论

本文中讨论的模型可应用于传染病学中,r代表病人接触率。根据得出的倍周期分岔充分条件,为研究具体

的生长过程、推迟传染病高潮到来,并做出相关决策提供理论依据。利用混沌产生的充分条件,为后续用一些方

法将系统转变为确定系统提供参考。
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DynamicAnalysisofaClassofExponentialDiscreteLogisticIterativeEquation

LIULingling,LIMeimei
(SchoolofSciences,SouthwestPetroleumUniversity,Chengdu610500,China)

Abstract:[Purposes]Itstudiesthestabilityandperiodicsolutionofaclassofexponentialdiscretelogisticiterativeequationxn+1=xn

exp(r(1-axn-bx2n)),r,a,b>0.[Methods]Byusingqualitativetheoryandbifurcationtheory,thestability,degeneratecaseofthe
fixedpointsandtheexistenceofperiodicsolutionsarediscussed.[Findings]Thestabilityconditionofthefixedpointandthe
bifurcationconditionofperiod-doublingbifurcationaregiven.Furthermore,itdiscussestheexistenceof2kperiodicsolutionandgive
thesufficientconditionof3-periodicsolution.[Conclusions]Theobtainedresultscanpredictthegrowthofperiodicsolutionand

provideareferenceforhumaninterventionactivities.
Keywords:Logisticiterativeequation;stability;period-doublingbifurcation;Li-Yorkechaos
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