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可数Amenable群作用的可测势函数的拓扑压
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摘要:【目的】在Amenable群作用下,给出相应的质量分布原理。【方法】综合运用了拓扑学、遍历论与几何测度论的方法。

【结果】对任何可测势函数,引入了拓扑压、测度意义压的定义,并证明了相应了质量分布原理。【结论】对于可测势函数,

存在相应的质量分布原理。
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1研究背景与主要结果

拓扑压是当前动力系统研究的热点问题。2019年,王威等人[1]给出了任意空间拓扑压的相关定义和结论,
对拓扑压的工作研究具有一定的推动作用。Amenable群作用的动力系统是近期该领域的研究热点之一,它是

Z作用动力系统的推广。1975年,Kieffer[2]将Shaimon-McMillaii定理推广到了可数Amenable群所作用的动

力系统。Lindenstrauss[3]对 局 部 紧 致 Amenable群 作 用 的 保 测 系 统,证 明 了 逐 点 遍 历 定 理。Ornstein和

Weiss[4]将Z作用动力系统中经典熵理论扩充到了可数离散Amenable群作用的动力系统上。2010年,黄文等

人[5]给出了可数离散Amenable群作用下的局部熵的变分原理。梁兵兵等人[6]给出顺从群作用的动力系统中次

可加势的局部拓扑压的定义,并证明了相应的局部变分原理。周效尧等人[7]研究了Amenable群作用的拓扑条

件熵及变分原理。郑冬梅等人[8]给出了非紧集合的Bowen熵定义及大偏差理定理。张瑞丰[9]给出了Amenable
群作用通有点集的条件变分原理。质量分布原理也称为弗罗斯特曼引理,对于非紧拓扑熵或拓扑压的研究,质
量分布原理起着重要的作用。质量分布原理是估计豪斯多夫维数的一种常用的技巧。Thompson[10]将质量分布

原理推广到拓扑压的形式形式。最近,出现了更多的应用于拓扑熵或拓扑压的估计,例如:对具有伪轨跟踪性质

Z作用的动力系统,尹郑[11]利用拓扑压的质量分布原理,给出了水平集的条件变分;Mesón和Vericat[12]运用加

权版本的质量分布原理,给出加权熵的重分形分析。本文主要结果是证明了Amenable群作用的关于可测函势

函数的质量分布原理。
设(X,G)为可数Amenable作用的动力系统,其中X 为一个紧度量空间。下面将对任意可测势函数定义相

应的拓扑压。设G 为一个可数的离散群,F(G)表示所有的非空有限子集。tileT⊂G 是一个具有下述右转移不

变有限集,即存在一个tiling中心C⊂G 使得Tc:c∈C构成一个G 的不交并。注意T∈F(G)为G 为的一个tile
当且仅当任意A∈F(G)可以被T 的不交的右转移所覆盖。本文用G 表示可数的离散的Amenable群,即存在一

个无穷序列Fn⊆F(G)(即Føloner序列),使得对于任意g∈G 有lim
n→∞

gFnΔFn

Fn
=0,其中 · 表示集合中元素

的个数,Δ表示集合的对称差。由G 是一个无限群,Fn 趋近于无穷大。
对于∅≠F∈F(G),可以定义X 的度量dF(x,y)=max

g∈F
d(gx,gy)。集合E⊂Z⊂X 称之为Z 的(F,ε)-分离
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集,如果对于任意x≠y∈E 有dF(x,y)>ε。非空集合K⊂Z⊂X 称为Z 的(F,ε)-生成集,如果Z⊂∪
x∈K

BF(x,ε),

其中BF(x,ε)={y∈X:dF(x,y)<ε}。显然,任意X 的(F,ε)-分离集是有限的,并且对于任意非空集合Z,均存

在(F,ε)-生成集。对于一个Føloner序列{Fn}和任意Z⊂X,使用rn(ε,Z)(sn(ε,Z))表示Z 的最小(最大)的(Fn,ε)-
生成集(分离集)。

设φ为可测函数,{Fn}为G 中的一个Føloner序列。定义任意子集合Z⊂X 的拓扑压如下:

PZ({Fn},φ)∶=lim
ε→0
limsup

n→∞

1
Fn
ln∑

x∈E
SFnφ(x),

其中:SFnφ(x)=∑
h∈Fn

(hx)且上确界取遍Z所有的(Fn,ε)-分离集。

定理1(质量分布原理) 设Z⊂X 为一个Borel集,如果μ为一个Borel概率测度,且满足μ(Z)>0,对任意

可测函数φ:X→R,有:PZ({Fn},φ)≥inf
z∈Z

Pμ({Fn},φ,z),其中

Pμ({Fn},φ,z)∶=lim
ε→0
liminf

n→∞

1
Fn

(-lnμ(BFn
(z,ε))+SFnφ(z))。

进一步,如果μ(Z)=1,φ:X→R是一个有下界的Borel可测函数,则有:PZ({Fn},φ)≥∫Pμ({Fn},φ,z)dμ。

2拓扑压的定义

定义1 设(Ω,A,μ)为一个概率空间,φ:Ω→R为一个可测函数。称φ为一个关于μquasi-可积的,如果满足

∫φ+dμ< ∞ 或者∫φ-dμ< ∞。 其中φ+=max{φ,0},φ-=max{-φ,0}分别表示φ的正部与负部。如果φ是

quasi-可积的,则可以定义它的积分∫φdμ=∫φ+dμ-∫φ-dμ。

下面介绍3个关于拓扑压的定义,这里不要求势函数的连续性。

定义2 对于任意的势函数φ,以及φ≠Z⊂X,ε>0,n∈N,定义PZ(Fn,φ,ε)∶=sup
E ∑x∈E

SFnφ(x),其中上确

界取自Z所有的(Fn,ε)-分离集。同理定义,QZ(Fn,φ,ε)∶=inf
E ∑x∈Fn

SFnφ(x),其中下确界取遍Z的所有(Fn,ε)-

生成集,定义PZ({Fn},φ,ε)∶=limsup
n→∞

1
Fn
lnPZ(Fn,φ,ε),QZ({Fn},φ,ε)∶=limsup

n→∞

1
Fn
lnQZ(Fn,φ,ε)。最

后定义PZ({Fn},φ)∶=lim
ε→0

PZ({Fn},φ,ε),QZ({Fn},φ)∶=lim
ε→0

QZ({Fn},φ,ε)。称PZ({Fn},φ)为φ在Z 上关于

{Fn}的上拓扑压,QZ({Fn},φ)为φ在Z 上关于{Fn}的下拓扑压。
注 根据定义,QZ(Fn,φ,ε)通常是有限的。同时,PZ(Fn,φ,ε)≤sup

E
E exp(Fn ·sup

x∈X
φ(x))。进一步,

rn(ε,Z)≤sn(ε,Z)≤rn
ε
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷Z 。如果φ是有上界的,则有PZ(Fn,φ,ε)<∞。

定义3 令δ>0,α∈R,n∈N。对于∅≠Z⊂X,定义PZ(Fn,φ,δ,α)∶=inf
F ∑x∈F

exp(-α Fn +SFnφ(x)),其

中下确界取遍所有 Z 的(Fn,δ)生成集,并且设 CPφ(Fn,φ,δ,α)∶=0。另 外,设 CPZ({Fn},φ,δ,α)=
limsup

n→∞
CPZ(Fn,φ,δ,α)。

引理1 设∅≠Z⊂X,如果存在α∈R使得CPZ({Fn},φ,δ,α)<∞,则对任意的β>α有CPZ({Fn},φ,δ,β)=0。

证明 设C∈R且En⊂X 为Z 的(Fn,δ)生成集,使得对足够大的N0及任意的n>N0,∑
x∈En

exp(-α Fn +

SFnφ(x))<CPZ({Fn},φ,δ,α)+1<C。 则当n→∞时,有:

0≤CPZ(Fn,φ,δ,β)≤∑
x∈En

exp(-β Fn +SFnφ(x))≤
C

exp((β-α)Fn )→
0。

于是有:CPZ({Fn},φ,δ,β)=0。 证毕

定义4 设Z⊂X 和δ>0,定义CPZ({Fn},φ,δ)=inf{α∈R:CPZ({Fn},φ,δ,α)=0}。由于对任意的0<
δ′<δ,任意(Fn,δ′)-生成集是由一个(Fn,δ)-生成的,于是极限CPZ({Fn},φ)∶=lim

δ→0
CPZ({Fn},φ,δ)存在并且称

它为Z的关于{Fn}的容量拓扑压。设定CP∅({Fn},φ)=-∞。
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定理2 对于任意的Z⊂X,有CPZ({Fn},φ)≤QZ({Fn},φ)≤PZ({Fn},φ)。
证明 设CPZ({Fn},φ)>-∞。固定δ0和α,使得对于任意的0<δ<δ0和-∞<α<CPZ({Fn},φ,δ)有

CPZ({Fn},φ,δ)>-∞,则有CPZ({Fn},φ,δ,α)=∞。根据定义,存在一个序列{nl}⊂N,使得:

∞=CPZ({Fn},φ,δ,α)=lim
l→∞
inf

F ∑x∈F
exp(-α Fnl

)·exp(SFnl
φ(x)),

其中下确界取遍所有Z的(Fnl
,δ)-生成集F。

可以取l0∈N足够大,使得对任意l>l0,有inf
F ∑x∈F

exp(SFnl
φ(x))=QZ(Fnl

,δ,φ)≥exp(α Fnl
),并且α≤

1
Fnl

lnQZ(Fnl
,δ,φ)≤limsup

n→∞

1
Fn
lnQZ(Fn,δ,φ)+δ。

由于α<CPZ({Fn},φ,δ)是任意选取的,令α→CPZ({Fn},φ,δ),可得CPZ({Fn},φ,δ)≤QZ({Fn},φ,δ)+δ。
最后令δ→0,可得到CPZ({Fn},φ)≤QZ({Fn},φ)。因为极大的(Fn,δ)-分离集En⊂Z 是Z 的一个(Fn,δ)-生成

集,可得QZ({Fn},φ)≤PZ({Fn},φ)。 证毕

3定理1的证明

本节主要是给出定理1的证明。
定义5 给定X 上的一个Borel概率测度μ,对x∈X 和δ>0定义:

Pμ({Fn},φ,x,ε)∶=liminf
n→∞

1
Fn

(-lnμ(BFn
(x,ε))+SFnφ(x))。

显然极限Pμ({Fn},φ,x)∶=lim
ε→0

Pμ({Fn},φ,x,ε)是存在的,称之为φ在x 处关于μ 与{Fn}的测度压。

当φ:X→R是可测并且有下界的,函数x 1
Fn

(-lnμ(BFn
(x,ε))+SFnφ(x))也是可测并且有下界。因

此对于任意δ>0,函数x Pμ({Fn},φ,x,δ)是关于μquasi-可积的。M(X)表示X 的所有概率测度,B(X)表

示所有的有下界可测函数φ:X→R。对于任意μ∈M 和φ∈B(X),Pμ({Fn},φ)=lim
ε→0∫Pμ({Fn},φ,x,ε)dμ(x),称

之为φ的平均测度压。
下面可以给出定理1的证明。首先证明如下定理。
定理3 设μ∈M(X),Z 为Borel集且满足μ(Z)>0,则对任意可测函数φ:X→R 有 PZ({Fn},φ)≥

inf
z∈Z

Pμ({Fn},φ,z)。

证明 令L∶=inf
z∈Z

Pμ({Fn},φ,z)。如果L=-∞,则不需要证明。如果-∞<L<+∞,对于ε>0,δ>0和

N∈N,定义Zε
δ,N∶={z∈Z:μ(BFn

(z,δ))≤exp(- Fn (L-ε)+SFnφ(x)),∀n≥N}。
假设μ(Zε

δ,N)=0对于任意的δ>0,N∈N。由L的定义,对任意的z∈Z,存在δε
z>0和Nε

z∈N,使得对任意

0<δ<δε
z和n≥Nε

z,有:L-ε≤ 1
Fn

(-lnμ(BFn
(x,ε))+SFnφ(x))。

这说明Z=∪
n≥1
∪
N≥1

Z1
n,N
,且μ(Z)=0,矛盾。因此可以选取δε>0,Nε∈N,使得μ(Zε

δε,Nε)>0。进一步,对0<

δ<δε,n≥Nε,设F 为Zε
δε,Nε的一个(Fn,δ)-生成集,由F⊂Zε

δε,Nε知:

∑
z∈F
exp(- Fn (L-ε)+SFnφ(z))≥∑

z∈F
μ(BFn

(z,δ))≥μ(Zε
δε,Nε)>0。

由于覆盖F 是任意选取的,令n→∞,CPZεδε,Nε
({Fn},φ,δ,L-ε)≥μ(Zε

δε,Nε)>0。因此,对任意的0<δ<δε,

CPZεδε,Nε
({Fn},φ,δ)≥L-ε。

令δ→0,由定理2可得:PZ({Fn},φ)≥PZεδε,Nε
({Fn},φ)≥CPZεδε,Nε

({Fn},φ)≥L-ε。
最后令ε→0可得PZ({Fn},φ)≥L。
如果L=∞,类似可证,只须考虑集合ZC

δ,N∶={z∈Z:μ(BFn
(z,δ))≤exp(- Fn C+SFnφ(x)),∀n≥N},再

进一步令C→∞即可得证。 证毕

由定理3可以得到如下推论。
推论1 设μ∈M(X)和φ∈B(X),如果Z为一个Borel集且满足μ(Z)=1。则有PZ({Fn},φ)≥Pμ({Fn},φ)。
证明 假设-∞<Pμ({Fn},φ)<∞并且ε>0。显然,Zε∶={z∈Z:Pμ({Fn},φ,z)≥Pμ({Fn},φ)-ε}是一个
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Borel集且满足μ(Zε)>0。进一步由定理3可得

PZ({Fn},φ)≥PZε
({Fn},φ)≥inf

z∈Zε
Pμ({Fn},φ,z)≥Pμ({Fn},φ)-ε。

令ε→0可知PZ({Fn},φ)≥Pμ({Fn},φ)。另外Pμ({Fn},φ)=∞的情形同理可证。 证毕

于是由定理3和推论1,定理1即可得证。
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TopologicalPressureforMeasurablePotentialsofAmenableGroupActions
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Abstract:[Purposes]Togivethecorrespondingmassdistributionprincipleundertheactionofamenablegroup.[Methods]The
methodsoftopology,ergodictheoryandgeometricmeasuretheorywereusedcomprehensively.[Findings]Foranymeasurable

potentialfunction,thedefinitionsoftopologicalpressureandmeasuremeaningpressureareintroduced,andthecorrespondingmass
distributionprincipleisproved.[Conclusions]Forthemeasurablepotentialfunction,thereisacorrespondingmassdistribution

principle.
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