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基于LS-SVM的第二类Fredholm积分方程的数值解
*

曹秀梅,吴自库

(青岛农业大学 理学与信息科学学院,山东 青岛266109)

摘要:【目的】提出一种基于最小二乘支持向量机求解第二类Fredholm积分方程的数值算法,并利用该方法对第二类

Fredholm积分方程进行数值求解。【方法】具体过程主要由4部分组成:首先将积分区间等分得到训练点,其次构造未知

函数的近似解析式,然后利用复化Simpson求积分公式将问题转化为二次规划问题,最后求解回归参数。【结果】在给定

参数条件下,证明了解的唯一性;通过数值算例验证了算法的有效性。【结论】提出的方法用于解第二类Fredholm积分方

程是可行的。
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积分方程求解方法虽然名目繁多,但是通常可以分为两类[1-2]:一类是对解析解作近似逼近,如迭代法[3];另
一类是将问题转换为便于进行数值计算的其他类型问题,如用数值积分方法将问题转化为线性方程组[4]。第二

类Fredholm积分方程在工程领域占有重要地位[5],一些问题都可以转化为第二类Fredholm积分方程。虽然在

一定条件下可以证明第二类Fredholm积分方程解的存在性及唯一性,但通常很难给出对应的解析解。因此数

值方法对解第二类Fredholm积分方程非常重要,常用的数值方法有配置法[4]、投影法[6]、Galerkin方法[7]、小波

法[8]、神经网络方法[9-10]等。
最小二乘支持向量机[11](Leastsquaressupportvectormachines,LS-SVM)是基于统计学习理论的一种学

习方法,它在分类、预测及模式识别等问题中有着广泛的应用[12-14]。作为一种软计算方法,它已成功地被应用于

解微分方程及反问题[15-18],且给出的是闭式解析解。然而将LS-SVM 方法用于解积分方程研究成果很少,尤其

是关于第二类Fredholm 积分方程。本文尝试将该方法用于解第二类Fredholm 积分方程,下面将给出求解

机制。

1基于LS-SVM的第二类Fredholm积分方程的数值解法

本文研究如下形式的第二类Fredholm积分方程:

f(x)=g(x)+μ∫
c

a
H(x,t)f(t)dt, (1)

其中:g(x)和 H(x,t)为已知函数,f(x)为未知函数,μ为参数,[a,c]为积分区间。积分方程(1)的数值解法通常

要对定积分部分采用数值积分方法,求对应的近似值。由于复化Simpson求积公式具有较高的数值精度,因而

这里采用复化Simpson求积分法。将区间[a,c]偶等分:n=2m;步长:h
~
=c-an

,xi=a+ih
~,i=0,1,…,n,节点总

数为N=n+1。显然x0=a,xn=c,则∫
c

a
u(x)dx的复化Simpson求积公式为:

∫
c

a
u(x)dx≈hu(a)+u(c)+4∑

m

i=1
u(x2i-1)+2∑

m-1

i=1
u(x2i[ ]),
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其中h=13h
~。由于LS-SVM 具有良好的全局逼近能力[17],这里采用LS-SVM 回归方法对未知函数f(x)进行

逼近。依据LS-SVM回归原理,可令:

f(x)≈s(x)=∑
n

j=0
αjK(x-xj)+b, (2)

这里b为偏差项,K 为核函数。本文取高斯核函数:K(x-xj)=exp -12
x-xjæ
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2
,其中σ为核宽度参数。

αT=(α0,α1,α2,…,αn)和b为需要估计的参数,总计n+2个。
利用复化Simpson求积公式有:

f(x)≈g(x)+ρ H(x,a)f(a)+H(x,c)f(c)+4∑
m

l=1
H(x,x2l-1)f(x2l-1)+2∑

m-1

l=1
H(x,x2l)f(x2l[ ]),(3)

这里ρ=hμ。将f(x)的近似表达式(2)代入(3)式,并在节点xi 处引入偏差项ei 有:

∑
n

j=0
αjG(xi-xj)+F(xi)b-g(xi)+ei=0。 (4)

其中:G(xi-xj)=K(xi-xj)-ρ(K0(xi-xj)+K1(xi-xj)),K0(xi-xj)=H(xi,a)K(a-xj)+H(xi,c)·

K(c-xj),K1(xi-xj)=4∑
m

l=1
H(xi,x2l-1)K(x2l-1-xj)+2∑

m-1

l=1
H(xi,x2l)K(x2l-xj),F(xi)=1-ρ(H(xi,a)+

H(xi,c)+4∑
m

l=1
H(xi,x2l-1)+2∑

m-1

l=1
H(xi,x2l))。

定理1 问题(4)的参数回归问题可以转化为如下线性方程组的解:
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, (5)

其中:m11=IN(N 阶单位矩阵),m21=(G(xi-xj))N×N,m13=(0)N×1;m12=mT
21,m22=-1γIN,m23=(F(xi))N×1;

m31=(0)1×N,m32=(F(xi))1×N,m33=(0)1×1;Y=(0)N×1,U=(g(xi))N×1;γ为正则化因子;λT=(λ0,λ1,λ2,…,

λn)为拉格朗日乘子。

证明 依据LS-SVM原理[11,15],参数估计问题可以转换为如下二次规划问题求解:

min
α,b,e

1
2α

Tα+γ
2e

Te,

s.t.∑
n

j=0
αjG(xi-xj)+F(xi)b-g(xi)+ei=0。 (6)

这里eT=(e0,e1,e2,…,en),γ为正则化因子。二次规划问题(6)可通过拉格朗日乘子法求解,为此引入拉格朗日

乘子λT=(λ0,λ1,λ2,…,λn),它的拉格朗日函数为:

L=12α
Tα+γ

2e
Te+∑

n

i=0
λi ∑

n

j=0
αjG(xi-xj)+F(xi)b-g(xi)+e{ }i 。

由KKT(Karush-Kuhn-Tucker)最优性条件易得(5)式。系统(5)为2n+3阶线性方程组,它的解容易获得。
证毕

定理2 如果F≠0,则方程组(5)有唯一解。

证明 令Q=m21m12+1γIN,显然Q为对称矩阵。进一步有:

m11 m12 m13

m21 m22 m32

m31 m32 m33

=
-Q F
FT 0

=(-1)N
Q -F
FT 0

=(-1)N
Q -F
0 FTQ-1F

=(-1)N Q · FTQ-1F ≠0,

即方程组的系数矩阵可逆,因而线性方程组(5)有唯一解。 证毕
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注 方程组(5)的解还依赖于正则化因子γ和核宽度参数σ。通常正则化因子γ取为一个非常大的常数,本
文取γ=108,则σ就是唯一可调节参数,而这也是本方法的优点,即可调节参数有且仅有一个。

2数值算例

为了检测本文算法的有效性,这里给出4个数值算例。为了便于比较,4个例子均取自参考文献。首先将积

分区间100等分,即配置101个节点作为训练点;然后将积分区间150等分,即151个节点作为验证点。数值例

子分别为:

例1[10] f(x)=2x+∫
1

0
(x+t)f(t)dt,精确解为f(x)=-12x-8;

例2[9] f(x)=56x+12∫
1

0
xtf(t)dt,精确解为f(x)=x;

例3[9] f(x)=sinx+∫
1

0
(1-xcos(xt))f(t)dt,精确解为f(x)=1;

例4[19] f(x)=x2-2∫
1

0
(1+xt)f(t)dt,精确解为f(x)=x2-524x-

11
72
。

为检验算法的有效性,这里选用最大误差VEM 和均方根误差VER(VEM =max
a≤x≤c

f(x)-s(x),VER =

1
L∑

L

i=1

(f(ti)-s(ti))2,这里ti∈[a,c]为测试样本点,L为样本点的个数)为衡量指标。最终得到的数值结果

见表1,数值解的误差曲线见图1~4,从图中可以看出提出的算法精度均已达到或超过了文献中的结果。为了

检验算法的稳定性,在已知函数g(x)中加入5%的随机误差(即g~(x)=g(x)+0.1g (rand(x)-0.5),这里

· 为最大范数,rand(x)为取值在(0,1)区间上的随机函数),其他条件不变,数值结果见表2。从数值例子的

结果来看,本方法具有较高的数值精度和数值稳定性。此外,本质上LS-SVM方法是一种正则化方法,因而本方

法数值稳定性较好。

表1 数值结果

Tab.1 Numericalresults

σ VEM VER

例1 1.225 3.5618e-3 9.3404e-4

例2 0.505 3.4218e-4 8.5515e-5

例3 0.365 8.6169e-7 5.2225e-7

例4 0.525 3.2050e-4 6.8159e-5

表2 g(x)中加入5%的随机误差的数值结果

Tab.2 Numericalresultsofg(x)with5%randomerror

σ VEM VER

例1 1.225 4.0802e-2 2.8530e-2

例2 0.505 2.2120e-2 5.7331e-3

例3 0.365 2.3526e-2 5.2744e-3

例4 0.525 4.5066e-3 2.5286e-3

图1 例1数值解的误差曲线

Fig.1 Errorcurveofnumericalsolutioninexample1

图2 例2数值解的误差曲线

Fig.2 Errorcurveofnumericalsolutioninexample2
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图3 例3数值解的误差曲线

Fig.3 Errorcurveofnumericalsolutioninexample3

图4 例4数值解的误差曲线

Fig.4 Errorcurveofnumericalsolutioninexample4

3结论

本文利用LS-SVM方法对第二类Fredholm积分方程的数值解进行了初步研究,结果显示数值结果具有较

高的精度和较好的数值稳定性,这主要归功于LS-SVM 回归的全局逼近能力。此外,本方法只有一个可调节参

数,实现简单,且得到的是闭式解析解。然而本方法没有考虑积分核函数的奇性及非线性积分方程,下一步应该

关注这些工作。
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NumericalSolutionstoFredholmIntegralEquationsoftheSecondKindUsingLS-SVM

CAOXiumei,WUZiku
(CollegeofScienceandInformation,QingdaoAgriculturalUniversity,QingdaoShandong266109,China)

Abstract:[Purposes]AnapproachbasedonleastsquaressupportvectormachinesisproposedfornumericalsolutiontoFredholm

integralequationsofthesecondkind,andemployedittosolvethiskindequations.[Methods]Themethodisdividedintofoursteps:

thefirststepistoallocatethetrainingpointsthroughdividingevenlytheintegralinterval;thesecondstepistoconstructthe

approximateanalyticexpressionoftheunknownfunction;thethirdstepistotransformtheproblemintoaquadraticprogramming

problembyusingcomplexSimpsonintegralformula;andthelaststepistosolvetheregressionparameters.[Findings]The

uniquenessofthesolutionisprovedundertheconditionofgivenparameters.Thenumericalresultsshowthattheproposedmethod

isvalidtosolveFredholmintegralequationsofthesecondkind.[Conclusions]TheproposedmethodisfeasibletosolveFredholm

integralequationsofthesecondkind.

Keywords:Fredholmintegralequationsofthesecondkind;leastsquaressupportsvectormachines;numericalsolution;numerical

integration
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