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具有 Wentzell边界记忆阻尼的波动方程解的渐近行为
*

任 然,范小明

(西南交通大学 数学学院,成都611756)

摘要:【目的】研究带 Wentzell边界且在该边界上具有记忆阻尼的线性波动方程解的能量衰减性质。【方法】由原方程变形

构造出抽象的发展方程,使用线性算子的强连续半群理论。【结果】证明了该波动方程平衡解的强稳定性和非零解能量的

收敛性。【结论】该波动方程的平衡解具有强稳定性,且任意非零解的能量随时间单调递减并收敛到0。
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本文研究带 Wentzell边界记忆阻尼的线性波动方程解的渐近行为:

utt-Δu=0,(x,t)∈Ω×(0,∞), (1)

u=0,(x,t)∈Γ0×(0,∞), (2)

utt-aΔTu+∂vu-∫
∞

0
μ(s)Δηt(s)ds=0,(x,t)∈Γ1×(0,∞), (3)

u(x,0)=u0,ut(x,0)=u1,x∈Ω。 (4)
其中:Ω 在Rn 中有界且边界Γ=Γ0∪Γ1,Γ0 和Γ1 是Γ的非空不相交的闭集;υ是在x∈Γ处的单位外法线;aΔTu
是拉普拉斯算子在边界Γ1 上的正切;由文献[1]知变量ηt 满足表达式:ηt(x,s)=u(x,t)-u(x,t-s),计算可得

变式ηs=-ηt+ut;μ∈C1(R+)∩L1(R+)是一个记忆核,对s∈R+有:1)μ(s)≥0,μ′(s)≤0;2)∫
∞

0
μ(s)ds=k0 ≥0;

3)∃δ>0,μ′(s)+δμ(s)≤0。
这一类方程多用于描述具有衰减记忆性质的粘性媒介中波动理论的研究。例如:具有粘性液体的波动系统

的理论,具有记忆性能的电磁材料的电磁波理论。在方程的研究过程中,众所周知,方程(1)、(2)式在传统边界

Γ1:∂vu+ut=0上指数一致稳定。然而 Wentzell边界在不同条件下,会出现不同的现象,在之后的研究中,李婵

等人[2]证得:系统在有具有摩擦阻尼的 Wentzell边界条件Γ1:utt-aΔTu+∂vu+ut=0上,方程解具有强稳定性。
在此研究结论的基础上,张志飞等人[3]证得:方程在有摩擦阻尼项和记忆项的边界条件utt+∂vu-c2ΔTu+ut+

∫
t

0
g(t-s)ΔTu(s)ds=0下,方程解一致稳定且求出了解的能量衰减率。基于前人的研究成果和研究思路,本文将

方程(1)~(4)式构造成抽象的发展方程,利用算子的相关性质及半群理论,证明原方程解的强稳定性。

1预备知识

定义Hilbert空间:H={(u,v,u Γ1
,v Γ1

,ηt)∈V×L2(Ω)×H1(Γ1)×L2(Γ1)×L2(Γ1)},V={u∈H1(Ω),

u|Γ0=0},定义空间内积和范数:

u v= Ñu L2(Ω),<u,v>H=<Ñu,Ñv>L2(Ω),
(u,v,u Γ1

,v Γ1
,ηt)H= u 2

v+ v 2
L2(Ω)+a ÑTu Γ1

2
L2(Γ1)+ v Γ1

2
L2(Γ1)+ ηt 2

L2(Γ1)
。

现定义所需线性算子A:
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此时在矩阵中有:

X∈D(A)∶=

(u,v,u Γ1
,v Γ1

,ηt)∈H;v∈V,Δu∈L2(Ω),v Γ1∈H1(Γ1),∂vu-aΔTu Γ1-∫
∞

0
μ(s)Δηt(s)ds∈L2(Γ1{ }),

其中:A是从D(A)→H 的线性算子,令:

X(t)=

u(·,t)

v(·,t)

u(·,t)Γ1

v(·,t)Γ1

ηt(·,t
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根据以上步骤和文献[2],可将方程(1)~(4)式在空间 H 中构造成抽象发展方程:

dX(t)
dt =AX(t)

X(0)=X{
0

, (5)

定义方程(5)式在初值条件X0 下所求得的mild解的能量E(t)=E(t;X0)表达式如下:

E(t;X0)=12∫Ω
ut(t,x)2+ Ñu(t,x)2dx+12∫Γ1

ut(t,x)2+a ÑTu(t,x)2dγ, (6)

边界满足几何条件(H0):存在x0∈Rn,使得在边界Γ0 上满足:(x-x0)·υ≤0。
引理1[2] 设φ(x,y)是Hilbert空间 H 上的一个共轭双线性泛函,且满足:1)∃M>0,使得 φ(x,y)≤

M x y ;2)∃δ>0使得 φ(x,y)≥δ x 2,对∀f∈H 存在唯一yf∈H,使得对∀x∈H,φ(x,yf)=f(x)。
引理2[4] 设A是定义在巴拿赫空间的线性子空间D(A)上的线性算子,A 生成一个收缩半群,当且仅当:

1)D(A)在X 中是稠密的;2)A是封闭的;3)A是耗散的;4)对一些λ0>0,A-λ0I是满射,此时I是恒等式算子。
引理3[5] 设(T(t))t≥0是巴拿赫空间X 上具有生成元A 的有界强连续半群,如果有:1)σp(A)∩iR=∅;

2)σ(A)∩iR是可数的,则有(T(t))t≥0是强稳定的,即:对所有x∈X,都有lim
t→∞

T(t)x=0。

2强稳定性

本节利用算子的相关性质及半群理论,证明了本文方程的强稳定性结论。
定理1 抽象发展方程(5)式在集合 H 中满足适定性原则,在条件(H0)成立的情况下,每个解的能量E(t)

关于时间t单调趋于0。
证明 步骤1,现在证明A在集合H 上生成一个C0 收缩半群。
步骤1.1,证明对X=(u,v,u Γ1

,v Γ1
,ηt)∈D(A),都有Re<AX,X>≤0。

Re<AX,X>=Re< v
Δu

v Γ1

-∂vu+aΔTu Γ1+∫
∞

0
μ(s)Δηt(s)ds
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Re<Ñu,Ñv>+aRe<ÑTu Γ1
,ÑTv Γ1

>+Re<Δu,v>+Re<ηt,v Γ1
>+

Re<-∂vu+aΔTu Γ1+∫
∞

0
μ(s)Δηt(s)ds,v Γ1>=Re<∫∞

0
μ(s)Δηt(s)ds,v Γ1>。

存在0≤g≤t,对∫
∞

0
μ(s)Δηt(s)ds使用积分第一中值定理得到Δηt(g)∫

∞

0
μ(s)ds,由记忆核基本性质3)推导出:

Δηt(g)∫
∞

0
μ(s)ds=Δηt(g)k0。 由拉格朗日中值定理得,在区间(0,g)上存在b,使得:ηt

s(b)=η
t(g)-ηt(0)

g-0 =

ηt(g)
a
,计算得到ηt(g)=gηt

s(b)。

经以上变形和v=ut 可得:

Re<gk0Δηt
s(b),ut>=gk0Re<-Δηt(b)+ut,ut>=-gk0Re<Δηt(b),ut>+gk0Re<Δut,ut>=

-gk0Re<(Δut(x,t)-Δut(x,t-b)),ut>-gk0∫Γ1
Ñut

2dx=

gk0Re<Δut(x,t-b),ut>+gk0∫Γ1
Ñut

2dx-gk0∫Γ1
Ñut

2dx=

gk0Re<Δut(x,t-b),ut(x,t)>=-gk0Re∫Γ1
Ñut(x,t-b)·Ñut(x,t)dx。

由函数基本性质,存在k,满足t-b≤k≤t,使得:

∫Γ1
Ñut(x,t-b)·Ñut(x,t)dx=∫Γ1

Ñut(x,k))·Ñut(x,k)dx

成立。通过以上证得:Re<AX,X>=-gk0∫Γ1
Ñut(x,k)2dx≤0。

步骤1.2,证明I-A 是满射。即对于任意的(h1,h2,h3,h4,h5)∈H,都存在X=(u,v,u Γ1
,v Γ1

,ηt)∈
D(A),满足:

u-v
v-Δu

u Γ1-v Γ1

v Γ1 +∂vu-aΔTu Γ1-∫
∞

0
μ(s)Δηt(s)ds

ηt-v Γ
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,

由上式变形可得如下等价方程:

v=u-h1, (7)
(I-Δ)u=h1+h2, (8)

v Γ1=u Γ1-h3, (9)

u Γ1+∂vu-aΔTu Γ1-∫
∞

0
μ(s)Δηt(s)ds=h3+h4, (10)

ηt-v Γ1=h5。 (11)
现在构造一个有界双线性函数a(u,ω),存在α>0,使该函数满足:

a(u,ω)≥α(u 2
v+ ω 2

H1(Γ1)
),∀ω∈V,ω|Γ1∈H1(Γ1)。

由(7)~(11)式,对每个(h1,h2,h3,h4,h5)∈H,存在u∈V,u Γ1∈H1(Γ1),使得有界双线性函数a(u,ω)满足表

达式:a(u,ω)=∫Ω
(h1ω+h2ω)dx+∫Γ1

(h3+h4+h5)ωdγ,由引理1可得(7)~(11)式有解:(u,u-h1,u Γ1
,

u Γ1-h3,u Γ1+h5-h3),因此证得I-A是满射。
结合步骤1.1、步骤1.2及引理2证得A在集合H 上生成一个C0 收缩半群S(t)。由线性算子在半群上的

强连续性理论可知(5)式在集合 H 中满足适定性原理,且当X0∈H 时,X(t)∶=S(t)X0 是抽象方程(5)式的唯一

mild解;当X0∈D(A)时,X(t)∶=S(t)X0 为该方程的经典解。

当X0∈D(A),由方程(1)、(2)式和能量方程(6)式求得:E
·
(t;X0)=-∫Γ1

ut
2dγ≤0,因此得到结论:能量
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E(t)衰减。
步骤2,证明E(t)单调衰减到0。由文献[6]中结论知,如果(u,v,u Γ1

,v Γ1
,ηt)∈D(A),则有u∈H2(Ω),

u Γ1∈H2(Γ1)。现有一族紧嵌入 H2(Ω) H1(Ω),H1(Ω) L2(Ω),H2(Γ1) H1(Γ1),H1(Γ1) L2(Γ1),由迹

表示定理可以推导出D(A)作为H2(Ω)×H1(Ω)×H1(Γ1)×H1(Γ1)×H1(Γ1)集合的子集同样也紧嵌入在集合

H 里。因为A1 ∶=I-A:D(A)→H 是满射,A-1
1 :H→H 是一个紧算子。得到:σ(A-1

1 )\{0}=σP(A-1
1 )=

1
λ
:λ∈σP(A1{ }),由此得到有:σ(A)=σP(A)。现证σ(A)∩iR=∅,令:(iσ-A)X=0,X∈D(A),σ∈R,此时只需

证明X=0。
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=0,

上式变形得到:

-σ2u-Δu=0, (12)

-σ2u Γ1+∂vu-aΔTu-∫
∞

0
μ(s)Δηt(s)ds=0。 (13)

现用(12)式和u做内积,结合(13)式以及格林公式得到表达式:

-σ2 u 2
L2(Ω)-σ2 u 2

L2(Γ1)+a ÑTu 2
L2(Γ1)+ Ñu 2

L2(Ω)-∫Γ1∫
∞

0
μ(s)Δηt(s)ds·udx=0。 (14)

类似地,对∫Γ1∫
∞

0
μ(s)Δηt(s)ds·udx=0进行同样的推导计算,(14)式可表示成:

-σ2 u 2
L2(Ω)-σ2 u 2

L2(Γ1)+a ÑTu 2
L2(Γ1)+ Ñu 2

L2(Ω)+k0 Ñu 2
L2(Γ1)-k0 Ñu(x,t-k)2

L2(Γ1)=0。(15)
当σ=0时,由函数基本性质:u(x,t)=u(x,t-k)对任意的x都成立,从(15)式推导出结论u=0。

下证σ≠0时的情况,用iσu Γ1-v Γ1=0和u做内积,得到所需结论u Γ1=0,同时得到结论v=iσu Γ1=0,
此时(15)式变形为:

-σ2 u 2
L2(Ω)+ Ñu 2

L2(Ω)=0, (16)
因为u Γ1=0,u|Γ0=0,得u|Γ=0,且由(13)式可得∂vu=0在Γ1 边界上成立。

(16)式不能直接说明u=0在全局Ω 中也同样成立。则现在定义u=Reu+iImu,此时Reu,Imu分别对

应u 的实部和虚部,且实部和虚部分别满足表达式:n-1
2 Reu+(x-x0)·ÑReu,n-12 Imu+(x-x0)·ÑImu。

为了方便计算,定义m=Reu,则Ñm=∂vmv+ÑTm,现用(12)式和上式做内积得:

0=∫Ω

n-1
2 m+(x-x0)·Ñæ

è
ç

ö

ø
÷m (-σ2m-Δm)dx=

-n-1
2 σ2∫Ω

m2dx-∫Ω
σ2(x-x0)·Ñmmdx-n-1

2∫Ω
mΔmdx-∫Ω

(x-x0)·ÑmΔmdx=

-n-1
2 σ2∫Ω

m2dx-∫Γ
σ2(x-x0)·vm2

2dγ+n
2σ

2∫Ω
m2dx-n-1

2∫Γ
m∂vmdγ+

n-1
2∫Ω

Ñm 2dx-∫Γ
x-x( )0 ·Ñm∂vmdγ+∫Ω

Ñm 2dx-n
2∫Ω

Ñm 2dx+∫Γ
(x-x0)·v

Ñm 2

2 dγ=

σ2
2∫Ω

m2dx+12∫Ω
Ñm 2dx-12∫Γ0

(x-x0)·v ∂v( )y 2dγ,

计算虚部时可得同样的结果,在给出的边界条件(H0)下,得到u=0,所以v=iσu=0。
又因为有u Γ1=0,v Γ1=0,综上,X=0得证,同时得出结论:iR∩σ(A)=∅。
因为S(t)在Hilbert空间中是一个有界强连续半群,由引理3得到:

lim
t→∞

S(t)X=0,∀X∈H, (17)
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既然能量表达式为E(t)=E(t;X(0))=12 X(t)2,那么由(17)式推出:lim
t→∞

E(t)=0。

从而有结论:方程组任意非零解的能量E(t)随时间t单调收敛到0。 证毕
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AsymptoticBehaviorofSolutionsofWaveEquationswithWentzellBoundaryMemoryDamping

RENRan,FANXiaoming
(DepartmentofMathematics,SouthwestJiaotongUniversity,Chengdu611756,China)

Abstract:[Purposes]ThepurposeistoinvestigatetheenergydecayofthesolutionsoflinearwaveequationswithWentzellboundary
whichhasmemorydamping.[Methods]Theabstractevolutionequationisconstructedfromtheoriginalequation,andusesthetheory
ofstrongcontinuoussemigroupoflinearoperators.[Findings]Thestrongstabilityoftheequilibriumsolutionofthewaveequation
andtheconvergenceoftheenergyofthenon-zerosolutionareproved.[Conclusions]Theequilibriumsolutionofthewaveequationis
stronglystable,andtheenergyofanynonzerosolutionofthewaveequationmonotonicallyconvergestozeroasthetimegoesto
infinity.
Keywords:Wentzellboundary;waveequation;memorydamping;semigroupoflinearoperators;strongstability
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