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四元数矩阵方程AXAH=B的特殊最小二乘解
*

岳树芳,李 莹,赵建立,王 栋

(聊城大学 数学科学学院,山东 聊城252000)

摘要:【目的】研究四元数矩阵方程AXAH=B的最小二乘问题。【方法】提出四元数矩阵的一种新的实向量表示方法,结

合矩阵的半张量积将四元数矩阵方程转换为相应实矩阵方程。【结果】给出该方程的最小二乘 Hermitian(反 Hermitian)

三对角解,并得到有解的充要条件。【结论】通过数值算法与算例验证了该方法和结果的有效性。
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文中采用以下符号:R和Q 分别表示实数域和四元数除环;Rm×n和Qm×n分别表示全体m×n阶实矩阵集合

和四元数矩阵集合;Qm×n
3 ,Qn×n

H 和Qn×n
AH 分别表示m×n阶四元数三对角矩阵集合、n×n阶四元数Hermitian三对

角矩阵集合和四元数反Hermitian三对角矩阵集合;Rm,Rm 分别表示全体m 维实列向量集合、实行向量集合;

Qn,Qn 分别表示全体n 维四元数列向量集合和行向量集合;δk
n 表示单位矩阵In 的第k 列;0k 表示元素都为0的

k维列向量;0m×n表示m×n阶零矩阵;对任意矩阵A∈Qm×n,A†,AT 和AH 分别为A 的 M-P逆矩阵、转置矩阵和

共轭转置矩阵;Coli(A)和Rowi(A)分别表示矩阵A 的第i列和第i行;· 表示矩阵的Frobenius范数或向量

的Euclid范数;∝和췍分别表示矩阵的半张量积和张量积。
四元数和四元数矩阵[1]在场论[2-3]、量子物理学[4]、彩色图像处理[5]、信号处理[6-7]和控制理论等众多领域中

有着广泛的应用。随着这些学科的快速发展,四元数和四元数矩阵的理论性质和计算问题成为数学中重要的研

究内容。
本文研究了四元数矩阵方程:

AXAH=B (1)
的最小二乘问题,其中:A∈Qm×n,X∈Qn×n,B∈Qm×m。这种具有对称模式的矩阵方程出现在统计、振动理论等一

些应用领域,众多学者对它进行了研究[8-15]。其中,Dai等人[10]利用矩阵的奇异值分解研究了(1)式在实数域上

的数值对称解;Jürgen等人[11]导出了(1)式的非负定最小秩解。Wei等人[13]研究了(1)式的秩约束最小二乘

Hermitian非负定解;Zheng等人[14]使用SVD两次导出了(1)式的秩约束Hermitian非负定解。本文将研究(1)
式的极小范数最小二乘Hermitian三对角解和反Hermitian三对角解,具体问题如下。

问题1 设A∈Qm×n,B∈Qm×m,并记QL={X∈Qn×n
H ,AXAH-B =min},求QL 表达式并找到XH∈QL 使

XH =min
X∈QL

X 。

问题2 设A∈Qm×n,B∈Qm×m,并记AL={X∈Qn×n
AH ,AXAH-B =min},求AL 表达式并找到XA∈AL 使

XA =min
X∈AL

X 。

1预备知识

本节将介绍本文相关的四元数知识与矩阵半张量积知识。
定义1[16] 四元数q∈Q 可表示为q =q1+q2i+q3j+q4k,q1,q2,q3,q4∈R,其中3个虚部单位i,j,k满足
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i2=j2=k2=ijk=-1,ij=k,jk=i,ki=j。由此可见四元数乘法不满足交换律。
定义2[17] 设A∈Rm×n,B∈Rp×q,t=lcm(n,p)是n和p 的最小公倍数,那么矩阵A和B 的半张量积定义为

A∝B∶=(A췍It/n)(B췍It/p)。
当n=p时矩阵的半张量积就变成了普通矩阵乘法。因此,矩阵半张量积彻底打破了维数限制,是经典矩阵

乘法的一个推广。矩阵半张量积满足如下性质。
性质1[17] 设A,B,C是具有适当维数的实矩阵,a,b∈R,则:

1)A∝(aB±bC)=aA∝B±bA∝C,(aA±bB)∝C=aA∝C±bB∝C。

2)(A∝B)∝C=A∝(B∝C)。
作为经典矩阵乘法的推广,矩阵的半张量积不能实现一般的可交换性,但在矩阵与向量之间具有伪交换性,

向量与向量之间可通过换位矩阵实现换位。
性质2[18] 设X∈Rt,Y∈Rt,对于任意的实矩阵A,有:X∝A=(It췍A)∝X,A∝Y=Y∝(It췍A)。
性质3[18] 设X∈Rm,Y∈Rm,有W[m,n]∝X∝Y=Y∝X,式中:W[m,n]=[In췍δ1m,In췍δ2m,…,In췍δm

m]∈
Rmn×mn为换位矩阵。

定义3[18] 设Wi(i=0,1,2,…,n)为一向量空间,映射T:∏
n

i=1
Wi→W0 称为多线性映射,如果dim(Wi)=ki,

i=0,1,…,n,并且Wi 的基底为{δ1ki,δ
2
ki
,…,δkiki

},记:T(δj1k1
,δj2k2
,…,δjnkn

)=∑
k0

s=1
cj1,j2,…,jns δs

k0
,jt=1,…,kt,t=1,

…,n。 那么{cj1,j2,…,jns |jt=1,…,kt,t=1,…,n;s=1,…,k0}称为T 的结构常数,将结构常数排列成如下矩阵:

MT=

c11…11 … c11…kn1 … ck1k2…kn1

c11…12 … c11…kn2 … ck1k2…kn2

︙ ︙ ︙

c11…1k0
… c11…knk0

… ck1k2…knk

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

0

,

称之为T 的结构矩阵。
下述定理是经典矩阵理论中求解实线性方程组问题的已有结论。
定理1[19] 设A∈Rm×n,b∈Rm,线性矩阵方程Ax=b的最小二乘解可以表示为x=A†b+(I-A†A)y,∀y∈

Rn,极小范数最小二乘解是x=A†b。
定理2[19] 设A∈Rm×n,b∈Rm,矩阵方程Ax=b有解的充要条件是AA†b=b,当矩阵方程Ax=b有解时,通

解为x=A†b+(I-A†A)y,∀y∈Rn。

2四元数矩阵的实向量表示

本节提出四元数矩阵的一种新实向量表示形式,用上标的“→”对它进行标记,并研究相应性质。
定义4 1)设q=q1+q2i+q3j+q4k∈Q,它的实向量表示q→ 为:q→ =[q1,q2,q3,q4]T。

2)设x=[x1,x2,…,xn]T∈Qn,y=[y1,y2,…,yn]∈Qn,则实向量表示x→ ,y→ 定义为:x→ =

 x→1 
x→2
︙

x→

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

n

,y→ =

 y→1 
y→2
︙

y→

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

n

。

3)设A=(aij)∈Qm×n,四元数矩阵的行实向量表示A→ r和列实向量表示A→ c 定义如下:

A→ r=

 Row1(A→) 

Row2(A→)
︙

Rowm(A→

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú)

∈R4mn,A→ c=

 Col1(A→) 

Col2(A→)
︙

Coln(A→

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú)

∈R4mn。

两个四元数的乘积可以转化为它们实向量表示的半张量积。
定理3 设x,y∈Q,则:
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x→y=MQ∝x→ ∝y→ , (2)

式中:MQ=

1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0
0 0 1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 1 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0 0 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 0

。

下面给出四元数矩阵的实向量表示的性质并证明。

性质4 设x=[x1,x2,…,xn]∈Qn,z=[z1,z2,…,zn]∈Qn,y=[y1,y2,…,yn]T∈Qn,λ∈R,则:1)x+→z=

x→ +z→ ;2)λ→x=λx→ ;3)x→y=F∝x→ ∝y→ ,式中:F=MQ∝[I4췍(δ1n)T,I4췍(δ2n)T,…,I4췍(δn
n)T]∈R4×16n

2。

证明 根据定义4,可得1)和2)。下面仅证明3),利用1)和(2)式,有:

x→y=x1y1+x2y2+…+xny→n =x1y→1+x2y→2+…+xny→n =MQ ∝ ∑
n

i=1
x→i∝y→[ ]i =

MQ ∝ ∑
n

i=1

(δi
n)T ∝x→ ∝ (δi

n)T ∝y→[ ] =MQ ∝ ∑
n

i=1

(δi
n)T ∝ (I4n 췍 (δi

n)T[ ])∝x→ ∝y→ =

MQ ∝ I4 췍 (δ1n)T,I4 췍 (δ2n)T,…,I4 췍 (δn
n)[ ]T ∝x→ ∝y→ 。 证毕

性质5 设A,C∈Qm×n,B∈Qn×p,λ∈R,则:1) A = A→ c = A→ r ;2)(A+C→)r=A→ r+C→ r,(A+C→)c=

A→ c+C→ c;3)λ→Ar=λA→ r,λ→Ac=λA→ c;4)→ABr=M∝A→ r∝B→ c,→ABc=M′∝A→ r∝B→ c,其中:

M=

F∝(δ1m)T∝[I4mn췍(δ1p)T]
︙

F∝(δ1m)T∝[I4mn췍(δp
p)T]

︙

F∝(δm
m)T∝[I4mn췍(δ1p)T]

︙

F∝(δm
m)T∝[I4mn췍(δp

p)T

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú]

∈R4mp×16mn
2p,M′=

F∝(δ1m)T∝[I4mn췍(δ1p)T]
︙

F∝(δm
m)T∝[I4mn췍(δ1p)T]

︙

F∝(δ1m)T∝[I4mn췍(δ1p)T]
︙

F∝(δm
m)T∝[I4mn췍(δp

p)T

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú]

∈R4mp×16mn
2p。

证明 1)、2)、3)显然可得,仅证4)。

令A=
Row1(A)
︙

Rowm(A

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú)
,B= Col1(B) … Colp(B[ ]),则AB=

Row1(A)Col1(B) … Row1(A)Colp(B)
︙ ︙

Rowm(A)Col1(B) … Rowm(A)Colp(B

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú)
。

根据性质5,有:

→ABr=

F∝Row1(A→)∝Col1(B→)
︙

F∝Row1(A→)∝Colp(B
→)

︙

F∝Rowm(A→)∝Col1(B→)
︙

F∝Rowm(A→)∝Colp(B
→

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú)

=

F∝(δ1m)T∝A→ r∝(δ1p)T∝B
→ c

︙

F∝(δ1m)T∝A→ r∝(δp
p)T∝B

→ c
︙

F∝(δm
m)T∝A→ r∝(δ1p)T∝B

→ c
︙

F∝(δm
m)T∝A→ r∝(δp

p)T∝B
→ 

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

c

=

F∝(δ1m)T∝[I4mn췍(δ1p)T]
︙

F∝(δ1m)T∝[I4mn췍(δp
p)T]

︙

F∝(δm
m)T∝[I4mn췍(δ1p)T]

︙

F∝(δm
m)T∝[I4mn췍(δp

p)T

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú]

∝A→ r∝B→ c。

同理可证明 →ABc=M′∝A→ r∝B→ c。 证毕

3问题1,2的解

本节研究问题1和问题2的解。根据四元数矩阵的实向量表示和Frobenius范数的性质,可以将问题1、问

题2转化为相应的实矩阵问题。为了简化运算规模,提取X 中的独立元素,去除冗余信息来构造X→ s,并给出在

Hermitian(反Hermitian)三对角条件下X→ s 和X→ c 的关系。
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定理4 令X=

b1 c1
a1 b2 c2

a2 b3 c3
⋱ ⋱ ⋱

bn-2 cn-2

an-2 bn-1 cn-1

an-1 b

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

n

∈Qn×n
3 ,则:

1)如果X∈Qn×n
H ,记X→ s=[b→1T,a→1T,b→2T,a→2T,…,bn

→
-1
T,an

→
-1
T,b→nT]T,则X→ c=H1X→ s,式中:

H1=

δ1n췍I4 δ2n췍I4 0 0 … 0 0
0 δ1n췍E4 δ2n췍I4 δ3n췍I4 … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 0 … δn-1
n 췍E4 δn

n췍I

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

4

∈R4n
2×(8n-4),E4=

1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 -1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0 0 0 -1

。

2)如果X∈Qn×n
AH ,则X→ c=H2X→ s,式中:

H2=

δ1n췍I4 δ2n췍I4 0 0 … 0 0

0 δ1n췍E′4 δ2n췍I4 δ3n췍I4 … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 0 … δn-1
n 췍E′4 δn

n췍I

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

4

∈R4n
2×(8n-4),E′4=

-1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0 0 0 1

。

定理5 设A∈Qm×n,B∈Qm×m,令A
~
=M′∝M∝A→ r∝W[4mn,4n2]∝A

→H
c∝H1,则集合QL 可表示为:

QL={X|X→ s=A
~†B→ c+(I8n-4-A

~†A
~)y,∀y∈R8n-4}, (3)

问题1中的极小范数最小二乘Hermitian三对角解XH 满足X→Hs=A
~†B→ c。

证明 根据性质5和定理4,有:

AXA→Hc=M′∝ →AXr∝A
→H
c=M′∝M∝A→ r∝X→ c∝A

→H
c=

M′∝M∝A→ r∝W[4mn,4n2]∝A
→H
c∝X→ c=M′∝M∝A→ r∝W[4mn,4n2]∝A

→H
c∝H1∝X→ s,

由性质2可知,其中M′∈R4m
2×16m2n2,M∈R4mn×16mn

3。因此,有:

AXAH-B = (AXAH-B→)c = (AXAH→)c-B→ c =

M′∝M∝A→ r∝W[4mn,4n2]∝A
→H
c∝H1∝X→ s-B→ c = A

~
X→ s-B→ c

因此 AXAH-B =min当且仅当 A
~
X→ s-B→ c =min。对于实矩阵方程A

~
X→ s=B→ c,由定理1,该方程最小二

乘解为X→ s=A
~†B→ c+(I8n-4-A

~†A
~)y,∀y∈R8n-4,所以可得(3)式。根据性质5可得:min

X∈QL
X ⇔min

X∈QL
X→ c ⇔

min
X∈QL

X→ s ,根据(3)式可得XH∈QL 满足X→Hs=A
~†B→ c。 证毕

下面给出问题1有解的充要条件。
推论1 设A∈Qm×n,B∈Qm×m,则(1)式有解X∈Qn×n

H ,当且仅当:

(A
~
A
~†-I4m2)B→ c=0。 (4)

如果(4)式成立,则方程(1)的Hermitian三对角解集为:S={X|X→ s=A
~†B→ c+(I8n-4-A

~†A
~)y,∀y∈R8n-4}。

证明 方程(1)具有 Hermitian三对角解,当且仅当存在X∈Qn×n
H 满足 AXAH-B =0,根据定理5的证

明,有 AXAH-B = A
~
X→ s-B→ c = A

~
A
~†A

~
X→ s-B→ c = A

~
A
~†B→ c-B→ c = (A

~
A
~†-I4m2)B→ c 。

因此,AXAH-B =0⇔ (A
~†A

~
-I4m2)B→ c =0⇔(A

~†A
~
-I4m2)B→ c=0。

根据定理5的证明,同理可得X→ s=A
~†B→ c+(I8n-4-A

~†A
~)y,∀y∈R8n-4。 证毕

下面讨论问题2。由于方法与问题1相似,所以下面只描述结果,省略证明过程。

定理6 设A∈Qm×n,B∈Qm×m,令Â=M′∝M∝A→ r∝W[4mn,4n2]∝A
→H
c∝H2,则集合AL 可表示为AL={X|X→ s=
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Â†B→ c+(I8n-4-Â†Â)y,∀y∈R8n-4}。

问题2中的极小范数最小二乘反Hermitian三对角解XA满足X→As=Â†B→ c。
推论2 设A∈Qm×n,B∈Qm×m,则(1)式有解X∈Qn×n

AH 当且仅当:

(ÂÂ†-I4m2)B→ c=0, (5)

如果(5)式成立,则方程(1)的反Hermitian三对角解集为:S={X|X→ s=Â†B→ c+(I8n-4-Â†Â)y,∀y∈R8n-4}。

4数值算法与数值算例

本节利用第3节的结果,提出以下数值算法。
算法1(问题1) 步骤1,输入A∈Qm×n,B∈Qm×m,输出A→ r,B→ c,A

→H
c;

步骤2,输入M′,M,W[m,n],H1,输出矩阵A
~;

步骤3,根据X→Hs=A
~†B→ c,输出方程(1)的极小范数最小二乘Hermitian三对角解XH。

算法2(问题2) 步骤1,输入A∈Qm×n,B∈Qm×m输出A→ r,B→ c,A
→H
c;

步骤2,输入M′,M,W[m,n],H2,输出矩阵Â;

步骤3,根据X→As=Â†B→ c,输出方程(1)的极小范数最小二乘反Hermitian三对角解XA。
例1 考虑四元数矩阵方程AXAH=B,令m=n=2K(K=2∶9)。在 Matlab中利用‘rand’函数随机生成四

元数系数矩阵A=rand(n)+rand(n)i+rand(n)j+rand(n)k和实矩阵Xi(i=1,2,3,4),再利用 Hermitian矩阵

性质和‘diag’函数,生成XH=X1+X2i+X3j+X4k,XH∈Qn×n
H ,计算B=AXHAH。根据算法1,计算得问题1的数

值解X*
H,令ε1=log10(X*

H-XH ),通过计算得到不同维数的误差如图1所示。
例2 同上在 Matlab中生成XA=X1+X2i+X3j+X4k∈Qn×n

AH ,计算B=AXAAH。根据算法2,计算得问题2
的数值解X*

A ,令ε2=log10(X*
A -XA ),通过计算得到不同维数的误差见图2。

图1 问题1的误差

Fig.1 TheerrorsforsolvingProblem1

图2 问题2的误差

Fig.2 TheerrorsforsolvingProblem2

5结束语

本文在四元数矩阵实向量表示和半张量积的基础上,研究了方程(1)上的最小二乘问题。算法只涉及实运

算,减小了运算规模,提出的解表达式也只涉及实数矩阵。数值算例说明了该方法的有效性。
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TheSpecialLeastSquaresSolutionsofQuaternionMatrixEquationAXAH=B

YUEShufang,LIYing,ZHAOJianli,WANGDong
(CollegeofMathematicalSciences,LiaochengUniversity,LiaochengShandong252000,China)

Abstract:[Purposes]ItmainlystudiestheleastsquaresolutionsofquaternionmatrixequationAXAH=B.[Methods]Anewkindof
realrepresentationofquaternionmatrixisproposed.Thequaternionmatrixequationistransformedintothecorrespondingreal
matrixequationbycombiningthesemi-tensorproductofmatrices.[Findings]TheleastsquaresHermitian (anti-Hermitian)

tridiagonalsolutionsoftheequationaregiven,andthenecessaryandsufficientconditionsfortheexistenceofsolutionsareobtained.
[Conclusions]Theeffectivenessofthemethodandresultsisdemonstratedbynumericalalgorithmandexample.
Keywords:quaternionmatrixequation;semi-tensorproductofmatrices;Hermitiantridiagonlmatrix;anti-Hermitiantridiagonal
matrix
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