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摘要：对于窗口能力不等的多服务窗排队模型，一些研究结果是在各服务窗服务率不变的条件下给出的。为了满足

实际生活的需要，本文建立了窗口能力不等且服务率可变的 ! " ! " # 排队模型，模型假定顾客的到达时间间隔服从

参数为 ! 的指数分布，各服务窗对顾客的服务时间分别服从参数为 "$（%）的指数分布，且与顾客的到达时间间隔相

互独立，其中下标 $ 表示第 $ 个服务窗；不同的是本文还假定每个服务窗的服务率 "$（%）随系统队长 %（系统中的顾客

数）呈分段增长。针对这个模型，文中讨论了在 # I " 的情形下，运用系统的状态转移图列出 J 氏方程的方法，根据

定理，若某生灭过程存在平稳分布，则该平稳分布应该满足 J 氏方程和正则性，通过求解 J 氏方程组，结合正则性条

件，得到了系统队长的平稳分布。
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! ! 在实际生活中，各服务窗的服务能力不仅有差

别，有时同一服务窗的服务率也会根据实际情况而

发生变化。一般情况，系统中的顾客数越多，服务台

就会相应的提高其服务率，于是服务率可变的排队

系统便引起了人们的关注。文献［$G%］研究了不同

模型中服务率可变的情形，文献［HG*］对可变服务率

在排队网络、呼叫中心和交通管理中的应用又分别

进行了研究，文献［L］对具有窗口能力不等的 !" !" #
排队模型和具有可变服务率的 ! " ! " # 排队模型分

别进行了研究，而本文综合这两种情况，研究了窗口

能力不等且具有可变服务率的 ! " ! " # 排队模型。

本文仅考虑两个服务窗，即 # I " 的情形。

$ 模型假设

本文有如下的模型假设

$）系统有 # I " 个服务窗，容量不限，顾客的到

达时间间隔服从参数为 ! 的指数分布；

"）" 个服务窗对顾客的服务时间分别服从参

数为 "$（%）和 ""（%）的指数分布，且与顾客的到达时

间间隔相互独立，其中 % 为系统中的顾客数；当顾客

到达系统时，若两窗口均空闲，顾客可任选一窗口请

求服务，假设顾客选择 $ 号窗的概率为 #（# M # M
$），则顾客选择 " 号窗的概率为 $ N #，且到达系统

的顾客只排成一个队列。记 #$ 状态表示系统中只

有一个顾客且在 " 号窗口接受服务，$# 状态表示系

统中只有一个顾客且在 $ 号窗口接受服务。若两窗

口均 忙，则 系 统 的 服 务 率 为 "（%） & "$（%） ’
""（%）。

本文中对 "$（%）和 ""（%）为分段常值增长的情

形进行讨论，这里假设

"$（%）&
"$#，# ( %" )

*"$#，（ * + $）) ( %"{ *)

""（%）&
""#，# ( %" )

*""#，（ * + $）) ( %"{ *)
其中 "$# , #，""# , # 为常数。

" 数学模型

设 -（ .）为时刻 . 系统中的顾客数， {则 -（ .），.
# }# 是以 {/ & #，$，"，% }，⋯ 为状态空间的生灭过

程，其中生率 !% & !，% & #，$，"，⋯，灭率 "（%） &
/$"$# ’ /"""#，% & $

"$（%）’ ""（%），%#{ "
，这里 /$ &

$，$ 号窗忙

#，
{

否则
，/"

&
$，" 号窗忙

#，
{

否则
，记 " & "$# ’ ""#。那么系统的状态

转移如图 $。
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图 !" 状态转移图

# 平稳分布

定理 " 记 !"（#） {$ ! %（#） }$ " ，!" $ $%&
#$’

!"（#），

{则 %（ #），## }( 存在平稳分布
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证明" 由状态转移图可列出在平衡状态下的 *
氏代数方程。
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类似地，将（.）式两边乘以（ 0 !）得
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最后可得系统平稳分布如下
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由正则性条件%
’

" $ (
!" $ !，便可求出 !(。事实上，因
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综上，本文建立了窗口能力不等且服务率为分

段常值增长情形的 ( ) ( ) * 排队模型，并就 * ( # 的

情形求出了该模型的平稳分布。对于 * ) # 的情形

由于表达式复杂、冗长，故这里不再赘述。
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