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摘要：研究了如下高阶半线性抛物型方程的 1’-?2= 问题
!" I（ J !）#! K ! $ J $!，（%，"）"!& L !$

I

!（%，#）K !#（%），%"!{ &
的解的整体存

在性，其中 #是正整数，$ M $ I "# ’ &，&#"。首先将该问题转化为与之等价的积分方程，然后通过引入该问题的一个

自相似核构造了一个积分方程，该积分方程的解控制了原问题的等价积分方程的解，最后通过证明构造的积分方程

的解有界，从而得到等价积分方程的解有界，因此，当 ##" 且初值 !#（%）满足 !#（%） $" ’（$ I % "#’（$ J $）
）时，

该问题有整体强解。另外在条件 /57
N % N%O

5.0 % "#’（$ J $）!#（%）M # 下，利用弱解的定义和试验函数的紧支性证明了该问

题的弱解的负部相对于正部是不能忽略的。

关键词：高阶抛物型方程；整体存在；自相似解；试验函数

中图分类号：B$*P) "E 文献标识码：Q! ! ! 文章编号：$E*"G EED%（"#$#）#"G ##P"G #P

! ! 本文研究高阶半线性抛物型方程 1’-?2=问题
!" (（ ) !）#! * ! $)$!，（%，"）" !& + !$

(

!（%，#）* !#（%），%" !{ &
（$）

解的整体存在性，其中 #是大于等于 $ 的整数，&# "，$ , $ ( "# ’ &，! * &
&

- * $

!"

!%"-
表示 R’S/’?:算子。

高阶半线性和拟线性热方程在许多领域，诸如薄胶片理论，火苗蔓延，双稳定系统，相位平移和高阶扩

散，都有重要的应用［$］；文献［".P］详细研究了问题（$）在 # * $ 时的情况，其中文献［"］得到了如下结论：
若 &# "，$ , $ ( " ’ &，" , #且 !#（%） $ " ’（$ ( % " ’（$)$）），则问题（$）存在整体解，进一步，对’（%，"）"
!& +［#，O），存在 / , #使得 !（%，"） $ / ’（$ ( % " ’（$)$）( "$ ’（$)$））；在文献［E］中，T’UU,/’和T(-.’-研
究了 # * " 的情行并证明了，当 &# "，$ , $ ( H ’ & 和 " , # 时，如果初值 !#（%）满足 !#（%） $ " ’（$ (

% H ’（$)$）），则该问题存在整体解且对任意的（%，"）" !& +［#，O），存在 / , #，使得 !（%，"） $ / ’（$ (
% H ’（$)$） ( "$ ’（$)$））。

首先如下定义集合 0，如果 1（%，"）满足以下条件，则 1" 0：
$）存在 #$ " 2O

#（!
&）和 #" " 2O

#（! I），使得 1（%，"）* #$（%）#"（ "）；
"）在 1的支集 3$"（1）内部有 #$（#）* #"（#）* $ 和 1（%，"）, #；

%）(3$"（1）
1"

4 1 $)4 5 O 和(3$"（1）
（ ) !）#1 4 1 $)4 5 O，其中 4 * $

$ ) $。

本文在文献［"，E］的基础上推广到 #为一般的情况，得到如下结论。

定理 $ ! 当 &# "，$ , $ ( "# ’ &，" , # 时，如果初值 !#（%）满足 ! !#（%） $ "
$ ( % "#’（$)$）（"）

则（$）式有整体解，且对’（%，"）" !& +［#，O），存在 / , #，使得
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定理 " $ 假设 !% " *&（!+）和 $ $ $ ! , ’()
- "-%&

(*+ " "&’（()!）!%（"） . % （,）

则存在 " . % ，若 ! . "，有（!）式的带有初始数据 !% 的任意弱解 !满足：对’/" 0和’# 1 !，有

’()
2%&

(*+ 2"&( ’（()!）(3(#（/）（ !)（24，2"&$） ( ) # !%（24，2"&$） (）/（4，$）-4-$ . % （.）

其中 !% , !，!# %
%，! 1{ %
为 !的正部，!) , ! ，! 1 %

%，!#{ %
为 !的负部。如果（,）式改为 ’()

- "-%&
/01 " "&’（()!）!%（"）1

%，则在（.）式中交换 !% 和 !)，结论同样成立。

在第 ! 节给出本文用到的两个引理；第 " 节证明本文结论。

! 预备知识
在此给出两个引理，由文献［2］的思想易得，故证明从略。
引理 ! $ 假设 +# "，( . ! % "& ’ +，则对’（"，#）" !+ 5［%，&），存在一个常数 &! , &!（+，(，%）.

%，使得 &!(!+
341（ ) %（ 4 "&
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! ’（"&)!））

-4
#+ ’（"&）（! % " ) 4 "&’（()!））

$
&!

! % " "&’（()!） % #! ’（()!）
。

引理 " $ 假设 +# "，( . ! % "&’ +，则对’（"，#）" !+ 5［%，&），存在一个常数 &" , &"（+，(，%）. %，

使得&!(
#

% (!+
341（ ) %（ 4 "&

3 ）
! ’（"&)!））

-4-3
3+ ’（"&）（! %（# ) 3）! ’（()!） % " ) 4 "&’（()!））(

$
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! % " "&’（()!） % #! ’（()!）
。

" 本文结论的证明
证明 $（定理 !）首先考虑与方程（!）等价的积分形式

!（ #）, 6（ #）!!% % (
#

%
6（ # ) 3）! !（ 3） ()!!（ 3）-3 （2）

其中 6（ #）, 6（"，#）是与（!）式的线性主要部分相一致的发展算子的核，且

6（"，#）, #)+ ’（"&）7（’），’ , "# )! ’（"&），7（’）,（"!）)+ ’ "(
&

%
3 )3"&（ ’ 3）+ ’ "8（+)"）’ "（( ’ ）-3

在此 8& 是 &阶 53//3’函数。
当 & , ! 时，利用比较原理，得到 !整体存在，文献［"］已证；
当 & . ! 时，核 6改变符号，故不能用比较原理，为此文献［6］引入优化核

)6（"，#）, &! #
)+ ’（"&）341（ ) % " "&

# ）
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其中常数 %，9 . %，&! ,［(!+
341（ ) % 4 ）"&’（"&)!）-4］)!，使得 $ $ $ 6（"，#） $ 9)6（"，#） （7）

现考虑如下积分方程 /（ #）, )6（ #）!/% % 9(
#

%
)6（ # ) 3）!/(（ 3）-3 （8）

其中 /%（"）9 , 9 !%（"） ，9同（7）式中，由（7）式存在性知，只要 /（ #）存在，则 !便是（2）式的解且有
!（"，#） $ /（"，#） （!%）

事实上，如果 /整体有界，则 !也整体有界，于是定义

’/" *&（!+ 5［%，&）），*:/（"，#）9 , )6（ #）!/% % 9(
#

%
)6（ # ) 3）!/(（ 3）-3 （!!）

对 ; . %，有 < 9 , !
"9（"）! ’（()!）

（!"）

引入集合 =; 9 , /" >（!+ 5［%，;］）；% $ /（"，#）$ <
! % " "&’（()!） % #! ’（()!{ }） 。
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下证 !）!" +（!
# $［"，"］）且是一个非空的、闭的、有界凸的集合；#）*%（!"）+ !"；$）*%!" 关于 &% 范数

在 !" 中紧；&）*%连续。
对于结论 !），由 !" 定义知显然成立；
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于是 *%’（(，)）$ 5
! , ( #21（0.!） , )! 1（0.!）

，即 *%’" !"，由 ’的任意性知 *%!" + !"。

结论 $）、&）的证明见文献［,7-］。
综上由 ./012’(345 不动点定理知，*% 存在不动点 ’" " !"，对 ’" 8 "，构造函数 9"（(，)） *
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’"（(，"），
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界且等度连续，由 65/789:63;(9145定理，存在子列｛9"2｝一致收敛到 !
# $［"，%）的任意紧子集内一函数 ’［!"］。
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"2（ /）’/，由控制收敛定理，有 ’ * *%’，即 ’是（-）式的整体解，

故 3是问题（!）的整体解。 证毕
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即（/）式成立。 证毕
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