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基于线性标量化方法的多目标优化牛顿算法＊
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摘要：【目的】为了研究更高效地求解多目标优化问题，得到更有效的Ｐａｒｅｔｏ前沿面。【方法】通过对目标函数的二次近似

及近似形式的线性加权标量化构造了新的搜索方向，提出了一类新的牛顿算法。进一步考虑了Ｐａｒｅｔｏ面的均匀性的优

化，利用个体聚集密度来衡量Ｐａｒｅｔｏ面的均匀程度，从而在上述新的牛顿算法基础上提出了改善Ｐａｒｅｔｏ面均匀程度的算

法步骤。【结果】在目标函数二阶连续可导且局部强凸的假设条件下证明了新的牛顿算法可以超线性收敛到Ｐａｒｅｔｏ弱有

效解；在目标函数具有二阶连续偏导数且Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续条件下证明了该算法可以局部二次收敛到Ｐａｒｅｔｏ弱有效解。【结

论】基于线性标量化方法的多目标优化牛顿算法在迭代次数以及Ｐａｒｅｔｏ前沿面均匀性具有一定优越性。
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多目标优化模型与算法在实际生活中有着广泛的应用，尤其在工程优化、物流网络、路径优化、社交网络聚
类、决策理论、博弈论等方面。２００５年，Ｋｕｂｙ等人［１］提出了基于生态与经济发展权衡的复杂多目标模型，以便在

实现经济目标的同时最大限度地减少水电和蓄水能力的损失；２００６年，Ｅｒｂａｓ等人［２］建立了基于处理时间、功耗
和构架成本的多目标模型并用于处理软件框架，从而为异构嵌入式系统的高效设计空间探索开发出一个建模和
仿真环境。在过去数十年里，对多目标优化问题（Ｍｕｌｔｉ－ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ，ＭＯＰ）的理论与方法也
已有了很深入的研究，尤其在 ＭＯＰ解的定义、标量化理论、多目标优化的最优性条件、对偶理论、广义凸性等方
面。２０００年杨新民等人［３］提出了一类不可微多目标问题的 Ｗｏｌｆｅ型和 Ｍｏｎｄ－Ｗｅｉｒ型对偶问题；２０１９年赵克全

等人［４］基于松弛变量和广义Ｔｃｈｅｂｙｃｈｅｆｆ范数的推广形式提出一类新的标量化优化问题，并进一步通过调整几
种参数范围获得了一般 ＭＯＰ弱有效解、有效解和真有效解的一些完全标量化刻画。

ＭＯＰ的求解算法大致有两种类型。一是以基因算法为代表的通过直接计算求解的进化算法，如多目标进
化算法（Ｍｕｌｔｉ－ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ　ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＯＥＡ）等。例如，Ｌｉ等人

［５］提出了基于分解的ＭＯＥＡ将ＭＯＰ
分解为多个目标子问题，并以协作的方式求出它们的解，解决了 ＭＯＥＡ难以求解 ＭＯＰ的主要问题———偏差特
征。二是结合 ＭＯＰ的标量化方法与传统单目标优化的经典算法［６－７］。近些年来，第二类 ＭＯＰ的求解算法研究

已取得了一些重要进展。特别地，Ｆｌｉｅｇｅ等人［６］提出了采用极大极小标量化方法获得最速下降方向，该方法收敛

到满足多目标优化的一阶必要性条件的点。进一步地，Ｆｌｉｅｇｅ等人［７］又提出了采用对于二阶可导目标函数的二
阶近似的极大极小标量化方法，以此获得牛顿方向；而该算法可以局部超线性收敛到最优点，在目标函数是

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续时具有局部二阶收敛性。

文献［７］中提出的关于 ＭＯＰ一个新的求解算法，对每一次的迭代的牛顿方向都需要求解一个极大极小子问
题，将它转化为约束优化问题进行计算，计算量较大。受文献［７］中研究工作的启发，本文主要研究在对目标函
数进行线性加权后的牛顿方向即基于线性标量化的多目标牛顿算法。

＊ 收稿日期：２０２１－０４－０６　　修回日期：２０２１－０６－０４　　网络出版时间：２０２２－０２－０９　１５：４９

资助项目：国家自然科学基金重大项目（Ｎｏ．１１９９１０２４）；国家自然科学基金面上项目（Ｎｏ．１２１７１０６３；Ｎｏ．１１６７１０６２）；重庆市高校创新研究

群体项目（Ｎｏ．ＣＸＱＴ２００１４）；重庆市自然科学基金（Ｎｏ．ｃｓｔｃ２０２１ｊｃｙｊ－ｍｓｘｍＸ０２８０）；重庆市教育委员会科学技术研究项目

（Ｎｏ．ＫＪＱＮ２０２１００５２１）

第一作者简介：江术兰，女，研究方向为多目标优化问题的理论与算法，Ｅ－ｍａｉｌ：１８２１１３５６７１＠ｑｑ．ｃｏｍ；通信作者：赵克全，男，教授，博士生导

师，Ｅ－ｍａｉｌ：ｋｅｑｕａｎｚ＠１６３．ｃｏｍ

网络出版地址：ｈｔｔｐｓ：／／ｋｎｓ．ｃｎｋｉ．ｎｅｔ／ｋｃｍｓ／ｄｅｔａｉｌ／５０．１１６５．Ｎ．２０２２０２０９．１４４３．０２６．ｈｔｍｌ



１预备知识

设Ｒ是实数集，Ｒ＋是非负实数集，Ｒ＋＋是严格正实数集。设Ｕ⊂Ｒｎ 为一个开集且（ＭＯＰ）Ｆ：Ｕ→Ｒｍ是所给
的多目标函数。

假设本文中提到的多目标函数具有二阶连续偏导数，记为Ｆ∈Ｃ２（Ｕ，Ｒｍ）。记ＤＦ（ｘ）∈Ｒｍ×ｎ为目标函数Ｆ
在点ｘ的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵，∇Ｆｊ（ｘ）∈Ｒｎ 为Ｆｊ在点ｘ的梯度向量，∇２　Ｆｊ（ｘ）∈Ｒｎ×ｎ为Ｆｊ 在点ｘ的 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵。
对于本文的目标函数，假定对于每一个分量函数，都有∇２　Ｆｊ（ｘ）＞０，∀ｘ∈Ｕ，ｊ＝１，…，ｍ。

在这个假设条件下，Ｆ在Ｕ 的任意一个凸集上都是凸函数。在求解多目标规划的算法中，本文还需要用到
一些序关系和解的定义。

定义１　ｘ，ｙ∈Ｒｍ，若ｘ－ｙ∈Ｒｍ＋，就称ｘ≤ｙ。
定义２　ｘ，ｙ∈Ｒｍ，若ｘ－ｙ∈Ｒｍ＋＋，就称ｘ＜ｙ。
定义３　若点ｘ＊∈Ｕ，使得不存在ｙ∈Ｕ，Ｆ（ｙ）≤Ｆ（ｘ＊），且Ｆ（ｙ）≠Ｆ（ｘ＊），则称ｘ＊为（ＭＯＰ）的Ｐａｒｅｔｏ有

效点。
定义４　若点ｘ＊∈Ｕ，使得不存在ｙ∈Ｕ，Ｆ（ｙ）＜Ｆ（ｘ＊），则称ｘ＊为（ＭＯＰ）的Ｐａｒｅｔｏ弱有效点。
本文是为了找到Ｆ的有效点或者Ｐａｒｅｔｏ前沿面，因此本文后文会用到驻点的概念。
定义５　如果满足Ｒ（ＤＦ（ｘ））∩（－Ｒｍ＋＋）＝Ø，则称ｘ是Ｆ 的一个驻点。
在多目标规划不好求解时，考虑采用标量化方法将多目标函数转化为单目标函数，即将本文中的问题转化

为最值优化问题。下面考虑线性标量化方法，即对于目标函数Ｆ（ｘ）＝（Ｆ１（ｘ），Ｆ２（ｘ），…，Ｆｍ（ｘ））给定线性泛函

λ∈Ｒｍ＋，且为方便起见，限定‖λ‖＝ λ１ ＋ λ２ ＋…＋ λｍ ＝１，将目标函数转化为〈λ，Ｆ（ｘ）〉，即：

（ＭＯＰ）ｍｉｎ　Ｆ（ｘ）

　　 ｓ．ｔ．ｘ∈Ｕ⊂Ｒｎ

Ｆ（ｘ）：Ｕ→Ｒｍ
　⇒　

（ＳＯＰ）ｍｉｎ〈λ，Ｆ（ｘ）〉

ｓ．ｔ．ｘ∈Ｕ⊂Ｒｎ

Ｆ（ｘ）：Ｕ→Ｒｍ

‖λ‖＝１
定理１　设ｘ∈Ｕ，Ｆ（ｘ）为Ｕ 上的凸函数，则ｘ为（ＭＯＰ）的弱有效解当且仅当存在λ∈Ｒｍ＋，使得ｘ为（ＳＯＰ）的

最优解。

２基于线性加权与均匀性的多目标牛顿算法

２．１线性加权的多目标牛顿法
文献［７］提出采用对于二阶可导目标函数的二阶近似的极大极小标量化方法，进而获得算法的牛顿方向；假

设目标函数每一个分量函数都有二阶连续偏导函数且局部强凸，每一步的牛顿方向都是利用线性标量化目标函
数的二次近似函数得到的。由此考虑以下问题：

ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ
∑
ｍ

ｊ＝１
λｊ ∇ｆｊ（ｘｋ）Ｔｓ＋

１
２ｓ

Ｔ∇２　ｆｊ（ｘｋ）ｓ（ ）， （１）

其中：∑
ｍ

ｊ＝１
λｊ＝１，λｊ＞０。由于∇ｆｊ（ｘ）Ｔｓ＋

１
２ｓ

Ｔ∇２　ｆｊ（ｘ）ｓ，ｊ＝１，…，ｍ一定是凸的，上述问题有局部最优解。故由

最优性必要条件，令ｓ＝ｘ－ｘｋ，多目标牛顿法的方向为：

ｄｋ＝ａｒｇ　ｍｉｎ
ｓ∈Ｒｎ
∑
ｍ

ｊ＝１
λｊ ∇ｆｊ（ｘｋ）Ｔｓ＋

１
２ｓ

Ｔ∇２　ｆｊ（ｘｋ）ｓ（ ）。
本文在此基础上提出基于线性标量化方法的多目标牛顿算法。
算法１（多目标线性牛顿法）
初始化：给定终止误差ε，初始点ｘ０∈Ｒｎ，令ｋ＝０。
步骤１：解决子问题

ｓ（ｘｋ）＝ａｒｇ　ｍｉｎ
ｓ∈Ｒｎ
∑
ｍ

ｊ＝１
λｊ ∇ｆｊ（ｘｋ）Ｔｓ＋

１
２ｓ

Ｔ∇２　ｆｊ（ｘｋ）ｓ（ ），
θ（ｘｋ）＝ｍｉｎ

ｓ∈Ｒｎ
∑
ｍ

ｊ＝１
λｊ ∇ｆｊ（ｘｋ）Ｔｓ＋

１
２ｓ

Ｔ∇２　ｆｊ（ｘｋ）ｓ（ ）。
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步骤２：若‖θ（ｘｋ）‖≤ε，停算，输出ｘｋ，否则转步骤３。
步骤３：采用Ａｒｍｉｊｏ线搜索，获得步长ｔｋ。
步骤４：令ｘｋ＋１＝ｘｋ＋ｔｋｓ（ｘｋ），ｋ＝ｋ＋１，转步骤１。
注１　上述算法的子问题为求解一个无约束优化问题，减少了计算难度；且由于该子问题为一个凸的函数，

因此在计算多目标规划时，迭代次数有可能相对来说较少。同时，可以基于个体聚集密度来让该算法获得的

Ｐａｒｅｔｏ前沿面效率更高（均匀程度更好）。

２．２基于改善Ｐａｒｅｔｏ前沿面均匀度的算法

图１　邻近个体之间的距离

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｔａｎｃｅ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ａｄｊａｃｅｎｔ　ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｓ

为方便说明，如图１所示，设有两个目标函数ｆ１ 和ｆ２，个体

ｉ的聚集距离是图中实线矩形的长与宽之和，设Ｐ［ｉ］为个体ｉ的
聚集距离，ｆ１［ｉ］为个体ｉ对应于第一个目标的函数值，ｆ２［ｉ］为
个体ｉ对应于第二个目标的函数值，则个体ｉ的聚集距离为

Ｐ［ｉ］＝ ｆ１［ｉ＋１］－ｆ１［ｉ－１）］＋ ｆ２［ｉ＋１］－ｆ２［ｉ－１）］。
一般情况下，当有ｍ 个目标函数时，个体ｉ的聚集距离为

Ｐ［ｉ］＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｆｊ［ｉ＋１］－ｆｊ［ｉ－１）］。

对于Ｐａｒｅｔｏ前沿面均匀度的评价，用Ｄｅｂ在２００２年提出

的空间评价方法并加以改进后来评价近似解集中个体在目标空间的分布情况，有关评价函数定义为：

υ＝∑
ＰＦ

ｉ＝１

ｄｉ－ｄ
ＰＦ

。

其中：ＰＦ表示已知Ｐａｒｅｔｏ前沿面，ｄｉ是指解集中对应于第ｉ个解的最近解的距离，ｄ指这些距离的平均值。均匀
度对于Ｐａｒｅｔｏ前沿面来说也是非常重要的参数指标，能够很好地反映解分布状态。

算法２（基于聚集距离的搜索算法）

步骤１：调用算法１，计算出Ｋ 个弱有效解，获得Ｐａｒｅｔｏ前沿面（记录相对应的权值）。
步骤２：计算出每个点的聚集距离（两个极点除外）。

步骤３：从中选出聚集距离最大的Ｌ个点，找到它们对应的权值，且：

λ１［ｉ］＝λ１［ｉ］＋１Ｋ
，λ２［ｉ］＝λ２［ｉ］－１Ｋ

。

步骤４：新增的Ｌ个权值调用加权多目标牛顿算法获得新的Ｐａｒｅｔｏ前沿面。
步骤５：再计算新的Ｐａｒｅｔｏ前沿面的聚集距离，选出聚集距离最小（即相对密集的点）的Ｍ 个点，删除后得到

均匀程度较好的Ｋ＋Ｌ－Ｍ 个弱有效解。
上述算法在算法１的基础上增加了对于Ｐａｒｅｔｏ前沿面均匀度的调整，将重复或者比较相似的解删除，这样

可以得到相对均匀的前沿面，使求得的解分布更加均匀。

３收敛性分析

引理１　在本文的通用假设下，有以下两个结论：１）对于任意的ｘ∈Ｕ，θ（ｘ）≤０。２）以下３个结果等价：ａ）
点ｘ不是驻点；ｂ）θ（ｘ）＜０；ｃ）ｓ（ｘ）≠０。

证明　由θ（ｘ）的定义，θ（ｘ）≤∑
ｍ

ｊ＝１
λｊ ∇Ｆｊ（ｘｋ）Ｔ０＋

１
２０

Ｔ∇２　Ｆｊ（ｘｋ）０（ ）＝０，故结论１）成立。
下面证明结论２。假设ａ）成立，Ｒ（ＤＦ（ｘ））∩（－Ｒｍ＋＋）≠Ø，即存在ｓ～∈Ｒｎ，使得∇Ｆｊ（ｘ）Ｔ　ｓ～＜０，∀ｊ＝１，…，

ｍ，故对于任意的ｔ＞０，都有：

θ（ｘ）≤∑
ｍ

ｊ＝１
λｊ ∇Ｆｊ（ｘｋ）Ｔｔｓ～＋

１
２ｔｓ

～Ｔ∇２　Ｆｊ（ｘｋ）ｔｓ～（ ）＝ｔ∑
ｍ

ｊ＝１
λｊ ∇Ｆｊ（ｘｋ）Ｔ　ｓ～＋

１
２ｓ
～Ｔ∇２　Ｆｊ（ｘｋ）ｓ～（ ），

因此对于足够小的ｔ＞０，上述公式的右边一定是负数，从而ｂ）成立。
如果ｂ）成立，ｃ）显然成立。下面假设ｃ）成立，证明ａ）成立。由本文中对目标函数的假设，所有的∇２　Ｆｊ（ｘ）都

是正定矩阵，从而对于∀ｊ＝１，２，…，ｍ，都有：
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λｊ∇Ｆｊ（ｘ）Ｔｓ（ｘ）＜λｊ ∇Ｆｊ（ｘ）Ｔｓ（ｘ）＋
１
２ｓ
（ｘ）Ｔ∇２　Ｆｊ（ｘ）Ｔｓ（ｘ）（ ）＝θ（ｘ）≤０，

从而Ｒ（ＤＦ（ｘ））∩（－Ｒｍ＋＋）≠Ø，则点ｘ不是驻点，故而ａ）成立。 证毕
推论１　若ｘ不是Ｆ（ｘ）的驻点，则∀０＜σ＜１，∃ｒ＞０，ｔ∈（０，１］，ｓ．ｔ．Ｂ［ｘ，ｒ］⊂Ｕ，且对于任意的ｘ∈Ｂ［ｘ，ｒ］，

ｔ∈［０，ｔ］，ｊ＝１，…，ｍ都有ｘ＋ｔｓ（ｘ）∈Ｕ，Ｆｊ（ｘ＋ｔｓ（ｘ））≤Ｆｊ（ｘ）＋σｔθ（ｘ）。
推论１的证明与文献［７］的引理３．３证明类似。
注２　推论１说明了步长的存在性。
引理２　设ｘ∈Ｕ，ａ，ｂ＞０，使得０＜ａ≤ｂ。若ａＩ≤∇２　ｆｊ（ｘ）≤ｂＩ，ｊ＝１，…，ｍ，则有：

ａ
２ ｓ

（ｘ）２≤ θ（ｘ）≤ｂ２ ｓ
（ｘ）２。

引理２的证明只需将文献［７］引理４．２的证明过程中的拉格朗日乘子换为线性标量化中的权重向量即可。
引理３　设ｘ∈Ｕ，ａ＞０，若ａＩ≤∇２　ｆｊ（ｘ），ｊ＝１，…，ｍ，则：

θ（ｘ）≤ １２ａ ∑
ｍ

ｊ＝１
λｊ ∇ｆｊ（ｘ）

２，∀λｊ≥０，∑
ｍ

ｊ＝１
λｊ＝１。

引理３的证明与文献［７］的引理４．３证明类似。
引理４　设ｘ�∈Ｕ，令ｘ�＋ ＝ｘ�＋ｓ（ｘ�），如果ａ，ｒ，δ，ε＞０，使得：ａ）ａＩ≤∇２　ｆｊ（ｘ），ｊ＝１，…，ｍ，ｘ∈Ｂ［ｘ�，ｒ］，

ｂ）‖∇２　ｆｊ（ｘ）－∇２　ｆｊ（ｙ）‖≤ε，∀ｘ，ｙ∈Ｂ［ｘ�，ｒ］，‖ｘ－ｙ‖＜δ；ｃ）Ｂ［ｘ�，ｒ］⊂Ｕ；ｄ）ｓ（ｘ�）≤ｍｉｎ｛δ，ｒ｝，则有

ｓ（ｘ�＋）≤εａ ｓ
（ｘ�）。若在上述条件基础上，满足‖∇２　ｆｊ（ｘ）－∇２　ｆｊ（ｙ）‖≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖，∀ｘ，ｙ∈Ｂ［ｘ�，ｒ］，∀ｘ，ｙ∈

Ｂ［ｘ�，ｒ］，则有 ｓ（ｘ�＋）≤Ｌａ ｓ
（ｘ�）２。

引理４的证明只需将文献［７］的引理４．４的证明过程中的拉格朗日乘子看做线性标量化中的权重向量
即可。

引理５　设｛ｘｋ｝为算法产生的数列，则：

∀ｋ≥０，∃ｔ＞０，ｓ．ｔ．ｔθ（ｘｋ）≥ ｍａｘ
ｊ＝１，…，ｍ

∇ｆｊ（ｘ）ｓ（ｘｋ）＋
１
２ｓ
（ｘｋ）Ｔ∇２　ｆｊ（ｘｋ）ｓ（ｘｋ）｛ ｝。

证明　由ｓ（ｘｋ），θ（ｘｋ）的定义以及引理１可得：

∇ｆｊ（ｘ）ｓ（ｘｋ）＋
１
２ｓ
（ｘｋ）Ｔ∇２　ｆｊ（ｘｋ）ｓ（ｘｋ）≤０，ｊ＝１，…，ｍ，θ（ｘｋ）≤０，

从而结论显然成立。 证毕
定理２　设｛ｘｋ｝为算法产生的序列，假设存在Ｖ⊂Ｕ，ａ，ｂ，ｒ，δ，ε，ｔ＞０，且ａ）ａＩ≤∇２　Ｆｊ（ｘ）≤ｂＩ，∀ｘ∈Ｖ，ｊ＝

１，…，ｍ；ｂ）∀ｘ，ｙ∈Ｖ 满足‖ｘ－ｙ‖＜δ，都有‖∇２　Ｆｊ（ｘ）－∇２　Ｆｊ（ｙ）‖≤ε；ｃ）εａ≤１－σ＜ｔ
，ｄ）Ｂ［ｘ０，ｒ］⊂Ｖ；

ｅ）‖ｓ（ｘ０）‖≤ｍｉｎδ，ｒ　１－εａ（ ）｛ ｝。从而对于所有的ｋ，都有：１）‖ｘｋ－ｘ０‖≤‖ｓ（ｘ０）‖１－
ε
ａ（ ）ｋ

１－εａ

；２）ｓ（ｘｋ）≤

‖ｓ（ｘ０）‖ ε
ａ（ ）ｋ；３）ｔｋ＝１；４）‖ｓ（ｘｋ＋１）‖≤ ｓ（ｘｋ） ε

ａ（ ）。且序列｛ｘｋ｝会收敛到一个局部Ｐａｒｅｔｏ点ｘ∈Ｒｎ 满足
‖ｘ－ｘ０‖≤‖

ｓ（ｘ０）‖

１－εａ

≤ｒ，即序列｛ｘｋ｝为超线性收敛。

证明　首先证明若对于某些ｋ来说，１）和２）成立，则对于这些ｋ来说，３）和４）也成立。由三角不等式以及

１）和２），有：

‖（ｘｋ＋ｓ（ｘｋ））－ｘ０‖≤‖ｓ（ｘ０）‖
１－ ε

ａ（ ）ｋ＋１
１－εａ

。

又由ｅ），２）及ｃ）可知：

４ 重庆师范大学学报（自然科学版）　ｈｔｔｐ：／／ｃｑｎｕｊ．ｃｑｎｕ．ｅｄｕ．ｃｎ　　　　　　　　　　　第３９卷



ｘｋ，ｘｋ＋ｓ（ｘｋ）∈Ｂ［ｘ０，ｒ］，‖ｘｋ＋ｓ（ｘｋ）－ｘｋ‖≤δ。
利用ｂ）、文献［７］的引理４．１以及本文的引理５可得对∀ｊ＝１，…，ｍ，有：

ｆｊ（ｘｋ＋ｓ（ｘｋ））≤ｆｊ（ｘｋ）＋∇ｆｊ（ｘｋ）Ｔｓ（ｘｋ）＋
１
２ｓ
（ｘｋ）Ｔ∇２　ｆｊ（ｘｋ）ｓ（ｘｋ）＋ε２ ｓ

（ｘｋ）２≤

ｆｊ（ｘｋ）＋ｔθ（ｘｋ）＋ε２ ｓ
（ｘｋ）２＝ｆｊ（ｘｋ）＋（ｔ－（１－σ））θ（ｘｋ）＋（１－σ）θ（ｘｋ）＋ε２ ｓ

（ｘｋ）２。

由引理１，θ（ｘｋ）≤０，且由ａ）以及引理２可知：

（１－σ）θ（ｘｋ）＋ε２ ｓ
（ｘｋ）２≤（ε－ａ（１－σ））

ｓ（ｘｋ）２

２ ≤０。

从而３）成立。由ｃ）可得：

ｘｋ＋１＝ｘｋ＋ｓ（ｘｋ），ｘｋ，ｘｋ＋１∈Ｂ［ｘ０，ｒ］，‖ｘｋ＋１－ｘ‖≤δ，
故由ａ），ｂ）和ｄ）以及引理４可得４）成立。后续证明与文献［７］定理５．１后半部分的证明类似。 证毕

定理３　在定理１的假设下，若每个目标函数的二阶偏导∇２　Ｆｊ（ｘ）在Ｖ 上Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续且Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数为

Ｌ，令τｋ＝ Ｌ
ａ（ ）ｓ（ｘｋ），ζ∈ ０，１２（ ），则存在ｋ０，对于ｋ≥ｋ０ 且τｋ＜ζ时，有：

‖ｘ－ｘｋ＋１‖≤Ｌａ
１－τｋ
１－２τｋ（ ）２ ｘ－ｘｋ

２≤Ｌａ
１－ζ
１－２ζ（ ）２ ｘ－ｘｋ

２，

其中ｘ是算法产生的序列｛ｘｋ｝的Ｐａｒｅｔｏ最优极限，则序列｛ｘｋ｝二次收敛于ｘ。
定理３的证明与文献［７］的定理２类似。

４数值实验

本文借助Ｍａｔｌａｂ　Ｒ２０１６ａ进行数值实验，对每个目标函数的权重在［０，１］均匀取得，停止准则为 θ（ｘｋ）＜δ。

原始目标函数一般假定具有箱型约束Ｌ≤ｘ≤Ｕ，且在（１）式中这样使用：

ｍｉｎ
ｓ∈Ｒｎ
∑
ｐ

ｊ＝１
λｊ ∇ｆｊ（ｘｋ）Ｔｓ＋

１
２ｓ

Ｔ∇２　ｆｊ（ｘｋ）ｓ（ ），Ｌ－ｘｋ≤ｓ≤Ｕ－ｘｋ。 （２）

目标函数带有箱型约束会避免原问题与子问题出现无界的情况，且对于带有箱型约束Ｌ≤ｘ≤Ｕ 的目标函
数来说，在每个可行局部Ｐａｒｅｔｏ有效解ｘｋ，（２）式的目标函数都为０。此时对于原始目标函数不会存在下降
方向。

数值实验的算例如表１所示，其中：算例名称的字母部分为对应文献中作者姓的首字母组合（独立作者则采
用作者姓的全称）；字母后数字表示某算例在对应文献中的排序，如ＤＤ１为文献［１１］中第一个算例；ｎ表示自变
量的维数。数值实验具体结果如表２所示，其中：ＵＴ 和ＬＴ 分别表示目标函数自变量取值的上下界；平均迭代次
数与平均函数值分别表示在利用算法１且初始值在自变量上下界内随机取值１５０个并获得１５０个解的平均迭代
次数和平均函数值，均匀度分析１是在采用算法２前计算所得的Ｐａｒｅｔｏ面均匀度，均匀度分析２是指采用算法２
后所得的Ｐａｒｅｔｏ面均匀度，均匀度分析３是利用文献［７］中极大极小牛顿法算出的Ｐａｒｅｔｏ面均匀度。

表１　数值实验的算例

Ｔａｂ．１　Ｅｘａｍｐｌｅｓ　ｏｆ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

算例名称 算例来源 ｎ 目标函数

ＰＮＲ 文献［８］ ２　 ｆ１（ｘ）＝ｘ４１＋ｘ４２－ｘ２１＋ｘ２２＋０．２５ｘ１＋２０，ｆ２（ｘ）＝（ｘ１－１）２＋ｘ２２

Ｄｅｂ 文献［９］ ２ ｆ１（ｘ）＝ｘ１，ｆ２（ｘ）＝２－ｅ
－

ｘ２－０．２
０．００４（ ）２ －０．８ｅ－

ｘ２－０．６
０．４（ ）２

ｘ１

ＤＤ１ 文献［１０］ ５　 ｆ１（ｘ）＝ｘ２１＋ｘ２２＋ｘ２３＋ｘ２４＋ｘ２５，ｆ２（ｘ）＝３ｘ１＋２ｘ２－
ｘ３
３＋０．０１

（ｘ４－ｘ５）２

ＳＤ 文献［１１］ ４　 ｆ１（ｘ）＝２ｘ１ ■＋ ２　ｘ２ ■＋ ２　ｘ３＋ｘ４，ｆ２（ｘ）＝２ｘ１＋
■２　＋ ■２ｘ２ ＋

■２　＋ ■２ｘ３ ＋
２
ｘ４
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表２　４个数值实验的主要结果

Ｔａｂ．２　Ｍａｉｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｆｏｕｒ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

算例名称 ｎ　 ＵＴ　 ＬＴ 平均迭代次数 平均函数值 均匀度分析１ 均匀度分析２ 均匀度分析３

ＰＮＲ　 ２ －［２，２］ ［２，２］ ５．８６０　０ ［９．４１７　３，３．８８２　３］ ０．１５３　５　 ０．０８７　３　 ０．１３９　４

Ｄｅｂ　 ２ ［０．１，１］ ［１，１］ ３．６２０　０ ［１．５１２　０，１．７４９　２］ ０．０５３　７　 ０．０２６　８　 ０．０５９　６

ＤＤ１　 ５ －［１，…，１］ ［１，…，１］ ３．７１３　３ ［１．５２２　６，－３．７５６　２］ ０．０４０　７　 ０．０３０　５　 ０．０４２　１

ＳＤ　 ４ ［１，■２，■２，１］ ［３，…，３］ ２．９８０　０ ［９．８２３　３，６．３５７　６］ ０．０８４　２　 ０．０４２　３　 ０．０１８　８

从表２可以看出，对于本文选择的４个算例，算法１都可以在比较少的迭代次数达到Ｐａｒｅｔｏ弱有效解，且算
法２在算法１的基础上很大程度地改善了Ｐａｒｅｔｏ前沿面的均匀性，与文献［７］中这４个算例的Ｐａｒｅｔｏ前沿面均
匀性相比也表现出一定的优越性。

对算例ＰＮＲ以及Ｄｅｂ采用算法１和算法２计算得到的含有１５０个点的Ｐａｒｅｔｏ前沿面的图示见图２～５。

从图４可以明显看出Ｄｅｂ的解相对来说均匀很多，且删掉了很多重复的解，更好地得到了目标函数弱有效解的
分布。此外，对于Ｄｅｂ算例分别用参考文献［１］中极小极大多目标牛顿法以及本文提出的线性标量化牛顿法求
出含有１５０个Ｐａｒｅｔｏ解的解空间分别如图６和图７所示。

图２　采用算法２计算ＰＮＲ

Ｆｉｇ．２　ＰＮＲ　ｉｓ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　２

图３　采用算法１计算ＰＮＲ

Ｆｉｇ．３　ＰＮＲ　ｉｓ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　１

图４　采用算法２计算Ｄｅｂ

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｂ　ｉｓ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　２

图５　采用算法１计算Ｄｅｂ

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｂ　ｉｓ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　１

数值实验表明，对于这４个算例以及在上下界随机生成的初始点，由本文提出的算法所产生的序列都可以
收敛到Ｐａｒｅｔｏ前沿面。因此，可以大胆推断，对于某些曲率不大的目标函数，算法１以及算法２在迭代次数、计
算量以及Ｐａｒｅｔｏ前沿面均匀度上都有较好的表现。
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　　　 　　注：函数均值为２．３９４　２

图６　采用极大极小多目标牛顿法计算Ｄｅｂ的Ｐａｒｅｔｏ前沿面

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅ　Ｐａｒｅｔｏ　ｆｒｏｎｔ　ｏｆ　Ｄｅｂ　ｉｓ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ
ｍｉｎｉｍａｘ　ｍｕｌｔｉ－ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ　Ｎｅｗｔｏｎ　ｍｅｔｈｏｄ

　　　　 　注：函数均值为１．６４９　４

图７　采用线性标量化牛顿法计算Ｄｅｂ的Ｐａｒｅｔｏ前沿面

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅ　Ｐａｒｅｔｏ　ｆｒｏｎｔ　ｏｆ　Ｄｅｂ　ｉｓ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ
ｌｉｎｅａｒ　ｓｃａｌａｒ　ｍｕｌｔｉ－ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ　Ｎｅｗｔｏｎ　ｍｅｔｈｏｄ

５结束语

本文研究了基于目标函数是二阶连续可导且局部强凸的多目标算法，提出了对于目标函数的二次近似进行
线性加权并求它的最小值而获得的牛顿下降方向，证明了基于该牛顿方向的多目标牛顿算法超线性收敛到

Ｐａｒｅｔｏ弱有效点，若目标函数的二阶偏导函数Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续，可得该算法局部二次收敛。本文创新性地引进了
线性标量化方法和Ｐａｒｅｔｏ前沿面的均匀程度分析，提升了解的质量，实验表明了对于局部强凸的目标函数来说，
线性标量化的多目标牛顿优化算法在迭代次数以及解的均匀程度具有一定的优越性。如何进一步减弱上述算
法收敛性的假设条件以及如何应用该算法处理大规模优化问题将是下进一步研究的方向。
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