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摘要:【目的】提出了一类新的向量值映射,即α-D-半预不变凸映射,研究了此类映射的判定定理、性质以及该类映射在优

化问题中的应用。【方法】理论推导并举例进行验证,利用向量值映射的半连续性获得α-D-半预不变凸型映射的相关结

论。【结果】首先给出了α-D-半预不变凸映射的定义,并用实例说明了α-D-半预不变凸映射的存在性;然后获得了α-D-半

预不变凸映射的判定定理和两个性质;最后讨论了α-D-半严格半预不变凸映射在向量优化问题中的应用,并举例说明所

得结果的正确性。【结论】α-D-半预不变凸映射在一定程度上丰富了广义凸向量值映射及最优化理论的研究。
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凸性和广义凸性在数理经济、管理科学和最优化理论中起着非常重要的作用,有关凸性和广义凸性的研究

是数学规划最重要的方向之一。其中,在广义凸性的研究中,关于不变凸性的研究非常重要。1981年,

Hanson[1]首次提出不变凸函数概念,指出它是凸函数的真推广。其后,许多学者借助这类函数获得了一些数学

规划问题的最优性结果。

1986年,Ben等人[2]定义了一类新的广义凸函数,即预不变凸函数,它保留了凸函数的一些良好性质。1992
年,Yang等人[3]引入了半预不变凸函数的概念,这类函数可看作是预不变凸函数的真推广。之后关于凸性及广

义凸性的研究进一步深入,一些学者把广义凸函数推广到广义凸向量值映射,并进行了深入研究[4-6]。1998年,

Kazmi[4]提出了向量值情形下的D-预不变凸映射的概念。2006年,Peng等人[5]提出了D-半严格预不变凸映射

和D-严格预不变凸映射的概念,并给出了这两类映射与D-预不变凸映射之间的关系。在文献[4-5]的基础上,

Long等人[6]用D-半严格预不变凸映射刻画了D-预不变凸映射,讨论了D-半严格预不变凸映射在向量优化中的

应用。2014年,彭再云等人[7]提出了向量值情形下D-η-半预不变凸映射、D-η-半严格半预不变凸映射和D-η-严
格半预不变凸映射的概念,并在条件A下讨论了三者之间的关系。在此基础上,唐莉萍等人[8]给出了D-半预不

变凸性的一些新刻画,杨玉红[9]利用向量值映射的半连续性获得了D-半预不变凸映射的几个判别准则。
另一方面,一些学者对α-广义凸类函数进行了研究。2006年,Noor等人[10]提出了强α-不变凸函数和强α-

预不变凸函数的概念,并讨论了它们和强αη-单调性之间的关系。2007年,Fan等人[11]提出拟α-预不变凸函数的

概念,并讨论了它和拟α-不变凸函数之间的关系。2013年,Tang[12]提出了严格拟α-预不变凸函数、半严格拟α-
预不变凸函数的概念,并讨论了它们和拟α-预不变凸函数之间的关系。2015年,王海英等人[13]研究了α-预不变

凸函数的一些性质。2017年,李婷等人[14]将α-预不变凸函数进行推广,讨论了拟α-预不变凸函数的几个重要性

质。2019年,李婷等人[15]提出了α-半预不变凸函数的概念,讨论了α-半预不变凸函数的性质及应用。然而,到
目前为止,关于α-类的不变凸、预不变凸向量值映射仍未见研究。

受文献[7-9,15]的启发,本文提出了一类新的向量值广义凸映射α-D-半预不变凸映射。首先给出了向量值

α-D-半预不变凸映射的定义,并举例说明了该类型映射的存在性及它与α-D-半严格半预不变凸映射之间的关
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系;然后获得了α-D-半预不变凸映射的判别准则;讨论了α-D-半预不变凸映射的两个性质;最后得到了α-D-半严

格半预不变凸映射在向量优化问题中的应用,并给出例子对所得结论进行了验证。

1预备知识

本文均假设K⊆Rn 是非空集合,D⊆Rn 是点闭凸锥且intD≠∅,f:K→Rn 和η:K×K×[0,1]→Rn 都是向

量值映射,α:K×K→R\{0}是实值映射,定义D 的对偶锥为D*={g∈Rn:g(y)≥0,∀y∈D}。
定义1[3] 设K⊆Rn 是非空集合,若存在向量值映射η:K×K×[0,1]→Rn,使得∀x,y∈K,∀β∈[0,1],

∀λ∈[0,1],有y+βη(x,y,λ)∈K,则称K 是半不变凸集。
定义2[7] 设K⊆Rn 是关于η:K×K×[0,1]→Rn 的半不变凸集,向量值映射f:K→Rn,如果对于∀x,y∈

K,∀β∈[0,1],∀λ∈[0,1],有:

f(y+βη(x,y,λ))∈βf(x)+(1-β)f(y)-D,
且满足lim

β→0
βη(x,y,λ)=0,则称向量值映射f是K 上关于η的D-η-半预不变凸映射。

定义3[15] 设K⊆Rn 是非空集合,若存在向量值映射η:K×K×[0,1]→Rn,α:K×K→R\{0},使得对于

∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],有y+λα(x,y)η(x,y,λ)∈K,则称K 为关于η和α的α-半连通集。
定义4[15] 设K⊆Rn 是关于η和α的α-半连通集,函数f:K→R,如果对于∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],有:

f(y+λα(x,y)η(x,y,λ))≤λf(x)+(1-λ)f(y),
且满足lim

λ→0
λη(x,y,λ)=0,则称实值函数f:K→R是K 上关于η和α 的α-半预不变凸函数。

下面给出α-半不变凸集、α-D-(半严格)半预不变凸映射的概念。
定义5 设K⊆Rn 是非空集合,若存在向量值映射η:K×K×[0,1]→Rn,α:K×K→R\{0},使得对于∀x,

y∈K,∀β∈[0,1],∀λ∈[0,1],有y+βα(x,y)η(x,y,λ)∈K,则称K 为关于η和α的α-半不变凸集。
定义6 设K⊆Rn 是关于η和α的α-半不变凸集,向量值映射f:K→Rn,如果对于∀x,y∈K,∀β∈[0,1],

∀λ∈[0,1],有:

f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈βf(x)+(1-β)f(y)-D,
且满足lim

β→0
βη(x,y,λ)=0,则称向量值映射f:K→Rn 在K 上是关于η和α的α-D-半预不变凸映射。

定义7 设K⊆Rn 是关于η和α的α-半不变凸集,向量值映射f:K→Rn,如果对于∀x,y∈K,f(x)≠f(y),

∀λ∈(0,1),∀β∈(0,1),有:

f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈βf(x)+(1-β)f(y)-intD,
且满足lim

β→0
βη(x,y,λ)=0,则称向量值映射f:K→Rn 在K 上是关于η和α的α-D-半严格半预不变凸映射。

注1 α-D-半预不变凸映射是D-η-半预不变凸映射的真推广,当α(x,y)=1时,α-D-半预不变凸映射就退化

为D-η-半预不变凸映射[7]。
注2 下面用例1来说明α-D-半预不变凸映射是存在的,并说明α-D-半预不变凸映射不必是α-D-半严格半

预不变凸映射。
例1 令K=[0,+∞),D={(x,y)|x≥0,y≥0},f(x)=(f1(x),f2(x)),其中:

f1(x)=
-x,x≤1
-1,x≥{ 1

,f2(x)=
-3x,x≤1
-3,x≥{ 1

,

α(x,y)=

-1,0≤x<1,0≤y<1
exy,x≥1,y≥1
y+x,0<x<1,y>1
1-y,x>1,0<y<

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 1

,η(x,y,λ)=

y-x,0≤x<1,0≤y<1
x+y+λ
exy

,x≥1,y≥1

y-x
y+x

,0<x<1,y>1

1,x>1,0<y<

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï 1

。

分析 显然K 是关于η和α的α-半不变凸集。
对∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],∀β∈[0,1],有以下几种情况:
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1)当0≤x<1,0≤y<1时,有y+βα(x,y)η(x,y,λ)=y+β(x-y)∈[0,1],故:

f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))=(-y+β(y-x),-3y+3β(y-x)),

βf(x)+(1-β)f(y)=(-y+β(y-x),-3y+3β(y-x)),
显然可知f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈βf(x)+(1-β)f(y)-D,且lim

β→0
βη(x,y,λ)=0。

2)当x≥1,y≥1时,有y+βα(x,y)η(x,y,λ)=y+β(x+y+λ)≥1,故:

f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))=(-1,-3),βf(x)+(1-β)f(y)=(-1,-3),
显然可知f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈βf(x)+(1-β)f(y)-D,且lim

β→0
βη(x,y,λ)=0。

3)当0<x<1,y>1时,有y+βα(x,y)η(x,y,λ)=y+β(y-x)>1,故:

f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))=(-1,-3),βf(x)+(1-β)f(y)=(-1+β(1-x),-3+3β(1-x)),
显然可知f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈βf(x)+(1-β)f(y)-D,且lim

β→0
βη(x,y,λ)=0。

4)当x>1,0<y<1时,有y+βα(x,y)η(x,y,λ)=y+β(1-y)∈(0,1],故:

f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))=(-y+β(y-1),-3y+3β(y-1)),

βf(x)+(1-β)f(y)=(-y+β(y-1),-3y+3β(y-1)),
显然可知f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈βf(x)+(1-β)f(y)-D,且lim

β→0
βη(x,y,λ)=0。

综上,f是K 上关于η 和α 的α-D-半预不变凸映射。然而,当x=12
,y=13

,β=
1
4
,λ=15

时,有f(x)≠

f(y),计算得:f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))= -38
,-æ

è
ç

ö

ø
÷

9
8
,βf(x)+(1-β)f(y)= -38

,-æ

è
ç

ö

ø
÷

9
8
,即:

f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∉βf(x)+(1-β)f(y)-intD。
显然,f不是K 上关于η和α的α-D-半严格半预不变凸映射。故,α-D-半预不变凸映射不必是α-D-半严格半预

不变凸映射。
下面用例2说明定义7中α-D-半严格半预不变凸映射也是存在的。
例2 令K=(-∞,+∞),D={(x,y)|x≥0,y≥0},f(x)=(f1(x),f2(x)),其中:

f1(x)=
-13 x ,x ≤1

-13
,x ≥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 1

,f2(x)=
-3x ,x ≤1
-3,x ≥{ 1

,

α(x,y)=

x+y,x>0,y>0
y-x,x<0,y<0
ex,x>1,y<-1
ey,x<-1,y>1
ey,-1≤x≤0,y>0
ex,-1≤y≤0,x>0
e-y,0<x≤1,y<0
e-x,0<y≤1,x<

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï 0

,η(x,y,λ)=

x-y+λ
x+y

,x>0,y>0

x-y-λ
y-x

,x<0,y<0

x-y+λ
ex

,x>1,y<-1

x-y-λ
ey

,x<-1,y>1

y-x+λ
ey

,-1≤x≤0,y>0

y-x-λ
ex

,-1≤y≤0,x>0

y-x-λ
e-y

,0<x≤1,y<0

y-x+λ
e-x

,0<y≤1,x<

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï 0

。

容易验证K 是关于η和α的一个α-半不变凸集,由定义7不难验证向量值映射f是K 上的α-D-半严格半

预不变凸映射。
定义8 设函数h:K→R,若对每个ε>0,存在δ>0,使得x∈K 且‖x-x‖<δ时,有h(x)≤h(x)+ε,则称
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h在x∈K 处是上半连续的;若对每个ε>0,存在δ>0,使得x∈K 且‖x-x‖<δ时,有h(x)≥h(x)-ε,则称

h在x∈K 处是下半连续的。
定义9[6] 设向量值映射f:K→Rn,若对任意的q∈D*,q췍f(·)在K 上是上半连续的,则称f是在K 上是

*-上半连续的;若对任意的q∈D*,q췍f(·)在K 上是下半连续的,则称f在K 上是*-下半连续的。
定义10[16] 设Y 是度量空间,G 和M 是Y 中的两个子集,令M表示M 的闭包,如果G⊆M,那么称集 M 在

集G 中的稠密。若集M 在集G 中的稠密,则对于任意一个g∈G,在M 中都能找到一个点列{gn},使得{gn}收敛

于g。

2α-D-半预不变凸映射的判定定理

为了得到α-D-半预不变凸映射的判定定理,在文献[17]的启发下,首先给出条件C和引理1。
条件C 称向量值映射η:K×K×[0,1]→Rn,α:K×K→R\{0}满足条件C,如果对∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],

∀β∈(0,1)有:

C1)η(y,y+βα(x,y)η(x,y,λ),λ)=-βη(x,y,λ);

C2)η(x,y+βα(x,y)η(x,y,λ),λ)=(1-β)η(x,y,λ);

C3)α(x,y)=α(y,y+βα(x,y)η(x,y,λ))。
引理1 设K⊆Rn 是关于η和α的α-半不变凸集,若对∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],∀β∈(0,1),η和α满足条件

C,则对∀x,y∈K,∀β1,β2∈(0,1),∀λ∈[0,1],且β1>β2,有:

1)η(y+β1α(x,y)η(x,y,λ),y+β2α(x,y)η(x,y,λ),λ)=(β1-β2)η(x,y,λ);

2)α(x,y)=α(y+β1α(x,y)η(x,y,λ),y+β2α(x,y)η(x,y,λ))。
引理1的证明利用与文献[17]中引理2类似的方法可得。
下面给出集合A 在区间[0,1]中的一个稠密性结果。
引理2 设K⊆Rn 是关于η和α的α-半不变凸集,且η和α 满足条件C。若f:K→Rn 满足对∀x,y∈K,

∀λ∈[0,1],有f(y+α(x,y)η(x,y,λ))∈f(x)-D,且对∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],∃β∈(0,1),使得:

f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈βf(x)+(1-β)f(y)-D,
则集合

A={γ∈[0,1]|f(y+γα(x,y)η(x,y,λ))∈γf(x)+(1-γ)f(y)-D}
在区间[0,1]中稠密。

证明 由f(y)∈f(y)-D 及条件f(y+α(x,y)η(x,y,λ))∈f(x)-D 可知0,1∈A。反设A 在区间[0,1]
中不稠密,则存在γ0∈(0,1)和γ0 的邻域N(γ0)使得N(γ0)∩A=∅。定义

γ1=inf{γ∈A|γ≥γ0},γ2=sup{γ∈A|γ≤γ0},
则有0≤γ2<γ1≤1。因为{β,(1-β)}⊆(0,1),所以可以选择v1,v2∈A,满足v1≥γ1,v2≤γ2,即v2≤γ2<γ1≤v1,
使得max{β,(1-β)}(v1-v2)<γ1-γ2。

令γ=βv1+(1-β)v2,由条件C,有:

y+v2α(x,y)η(x,y,λ)+βα(x,y)η(y+v1α(x,y)η(x,y,λ),y+v2α(x,y)η(x,y,λ),λ)=
y+v2α(x,y)η(x,y,λ)+βα(x,y)η(y+v1α(x,y)η(x,y,λ),y+v1α(x,y)η(x,y,λ)-

(v1-v2)α(x,y)η(x,y,λ),λ)=y+v2α(x,y)η(x,y,λ)+βα(x,y)η(y+v1α(x,y)η(x,y,λ),y+

v1α(x,y)η(x,y,λ)+
v1-v2

v1 α(x,y)η(y,y+v1α(x,y)η(x,y,λ),λ),λ)=y+v2α(x,y)η(x,y,λ)-

β
v1-v2

v1 α(x,y)η(y,y+v1α(x,y)η(x,y,λ),λ)=

y+(v2+(v1-v2)β)α(x,y)η(x,y,λ)=y+γα(x,y)η(x,y,λ)。
据v1,v2∈A,则有:

f(y+v1α(x,y)η(x,y,λ))∈v1f(x)+(1-v1)f(y)-D, (1)

f(y+v2α(x,y)η(x,y,λ))∈v2f(x)+(1-v2)f(y)-D。 (2)
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由引理1可知:

α(y+v1α(x,y)η(x,y,λ),y+v2α(x,y)η(x,y,λ))=α(x,y)。 (3)
故由(1)~(3)式可知:

f(y+γα(x,y)η(x,y,λ)=f(y+v2α(x,y)η(x,y,λ)+

βα(y+v1α(x,y)η(x,y,λ),y+v2α(x,y)η(x,y,λ))η(y+v1α(x,y)η(x,y,λ),y+v2α(x,y)η(x,y,λ),λ))=
f(y+v2α(x,y)η(x,y,λ)+βα(x,y)η(y+v1α(x,y)η(x,y,λ),y+v2α(x,y)η(x,y,λ),λ))∈

βf(y+v1α(x,y)η(x,y,λ))+(1-β)f(y+v2α(x,y)η(x,y,λ))-D⊆

β[v1f(x)+(1-v1)f(y)-D]+(1-β)[v2f(x)+(1-v2)f(y)-D]-D=
γf(x)+(1-γ)f(y)-D-D⊆γf(x)+(1-γ)f(y)-D。

即γ∈A。
如果γ≥γ0,则γ-v2=βv1+(1-β)v2-v2=β(v1-v2)<γ1-γ2,所以γ<γ1。而γ≥γ0 且γ∈A,这与γ1 定义

矛盾。
如果γ≤γ0,则γ-v1=βv1+(1-β)v2-v1=(1-β)(v2-v1)>γ2-γ1,所以γ>γ2。而γ≤γ0 且γ∈A,这与γ2

定义矛盾。故集合A 在[0,1]中稠密。 证毕

在讨论向量值映射时,经常会用到以下由双极化定理得到的结论。
引理3[7] ∀q∈D*,d∈R,q(d)≥0⇔d∈D。
定理1 设K⊆Rn 是关于η和α的α-半不变凸集,且η和α满足条件C。若f:K→Rn 是*-上半连续的且满

足对∀x,y∈K,λ∈[0,1],有f(y+α(x,y)η(x,y,λ))∈f(x)-D,则f在K 上是关于η和α的α-D-半预不变凸

映射的充要条件为∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],∃β∈(0,1),使得:

f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈βf(x)+(1-β)f(y)-D。
证明 由条件可知,必要性显然成立。下面只需证明充分性。
设f在K 上不是α-D-半预不变凸映射,则存在x,y∈K,λ∈[0,1],γ∈(0,1)使得:

f(y+γα(x,y)η(x,y,λ))∉γf(x)+(1-γ)f(y)-D。 (4)
令z=y+γα(x,y)η(x,y,λ),由引理2可知A 在区间[0,1]中稠密,则由A 的稠密性可知存在序列{γn}满足

γn∈A 且γn<γ使得γn→γ(n→∞)。

定义yn=y+
γ-γn

1-γn
α(x,y)η(x,y,λ),则yn→y(n→∞)。注意到K 是关于η 和α 的α-半不变凸集,所以当n

充分大时,有yn∈K,则由条件C2,C3有:

yn+γnα(x,yn)η(x,yn,λ)=

y+
γ-γn

1-γn
α(x,y)η(x,y,λ)+γnα(x,y)ηx,y+

γ-γn

1-γn
α(x,y)η(x,y,λ),

æ

è
ç

ö

ø
÷λ =

y+γα(x,y)η(x,y,λ)=z。 (5)
由于γn∈A,由(5)式可知:

f(z)=f(y+γα(x,y)η(x,y,λ))=f(yn+γnα(x,yn)η(x,yn,λ))∈γnf(x)+(1-γn)f(yn)-D。
即γnf(x)+(1-γn)f(yn)-f(yn+γnα(x,yn)η(x,yn,λ)∈D。由引理3得:

q췍[γnf(x)+(1-γn)f(yn)-f(yn+γnα(x,yn)η(x,yn,λ)]≥0,∀q∈D*。
进而有:

q췍[γnf(x)+(1-γn)f(yn)]≥q췍f(yn+γnα(x,yn)η(x,yn,λ)),∀q∈D*。 (6)
由f在K 上是*-上半连续的,可知对于每一个q∈D*,q(f)(·)在K 上是上半连续的。因此,对∀ε>0,

∃N>0,使得:

q췍f(yn)≤q췍f(y)+ε,∀n>N。 (7)
于是由(5)~(7)式可知:

q췍f(z)=q췍f(yn+γnα(x,yn)η(x,yn,λ)≤γnq췍f(x)+(1-γn)q췍f(yn)≤
γnq췍f(x)+(1-γn)[q췍f(y)+ε]→γq췍f(x)+(1-γ)[q췍f(y)+ε](n→∞)。
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由于ε>0可充分小,于是对所有的q∈D*,有q췍f(z)≤γq췍f(x)+(1-γ)q췍f(y)。
由q的线性性可得q췍(γf(x)+(1-γ)f(y)-f(z))≥0。
又由引理3可得γf(x)+(1-γ)f(y)-f(z)∈D,即f(z)∈γf(x)+(1-γ)f(y)-D,即:

f(y+γα(x,y)η(x,y,λ))∈γf(x)+(1-γ)f(y)-D。
这与(4)式矛盾,故结论成立。 证毕

定理2 设K⊆Rn 是关于η和α的α-半不变凸集,且η和α满足条件C。若f:K→Rn 是*-下半连续的且满

足对∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],有f(y+α(x,y)η(x,y,λ))∈f(x)-D。则f在K 上是关于η和α的α-D-半预不变

凸映射的充要条件为∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],∃β′∈(0,1),使得:

f(y+β′α(x,y)η(x,y,λ))∈β′f(x)+(1-β′)f(y)-D。 (8)
证明 必要性显然,只需要证明充分性。假设f在K 上不是α-D-半预不变凸映射,则∃λ∈[0,1],∃x,y∈

K,∃γ∈(0,1),使得:

f(y+γα(x,y)η(x,y,λ))∉γf(x)+(1-γ)f(y)-D。 (9)
设xt=y+tα(x,y)η(x,y,λ),t∈(γ,1]。定义:

B={xt∈K t∈(γ,1],f(xt)=f(y+tα(x,y)η(x,y,λ))∈tf(x)+(1-t)f(y)-D},

u=inf{t∈(γ,1]xt∈B}。
由条件f(y+α(x,y)η(x,y,λ))∈f(x)-D 知x1∈B,故B≠∅。另外,由(9)式知:

xγ=y+γα(x,y)η(x,y,λ)∉B。
从而,当γ≤t<u时,xt∉B。由u的定义,∃{tn:tn∈R}:tn≥u,xtn∈B,使得tn→u(n→∞)。由于xtn∈B,则:

f(xtn
)∈tnf(x)+(1-tn)f(y)-D,∀n∈N, (10)

即tnf(x)+(1-tn)f(y)-f(xtn
)∈D,∀n∈N。由引理3得:

q췍[tnf(x)+(1-tn)f(y)-f(xtn
)]≥0,∀q∈D*,∀n∈N。 (11)

因q是线性泛函,则由上式得:

tnq췍f(x)+(1-tn)q췍f(y)≥q췍f(xtn
),∀q∈D*,∀n∈N。 (12)

由于f:K→Rn 是*-下半连续的,则∀q∈D*,q췍f(·)是下半连续的,结合(12)式得:

q췍f(xu)=q췍f(y+uα(x,y)η(x,y,λ))≤lim
n→∞

q췍f(y+tnα(x,y)η(x,y,λ))=lim
n→∞

q췍f(xtn
)≤

lim
n→∞
[tnq췍f(x)+(1-tn)q췍f(y)]=uq췍f(x)+(1-u)q췍f(y),∀q∈D*。 (13)

从而q췍[uf(x)+(1-u)f(y)-f(xu)]≥0,∀q∈D*。再由引理3得:

uf(x)+(1-u)f(y)-f(xu)∈D。 (14)

于是得xu=y+uα(x,y)η(x,y,λ)∈B。

类似地,设yt=y+tα(x,y)η(x,y,λ),t∈[0,γ)。定义:

C={yt∈K t∈[0,γ),f(yt)=f(y+tα(x,y)η(x,y,λ))∈tf(x)+(1-t)f(y)-D},

v=sup{t∈[0,γ)yt∈C}。
由f(y)∈f(y)-D,易知y0=y∈C,故C≠∅。

另外,由(9)式知,yγ=y+γα(x,y)η(x,y,λ)∉C。从而,当v<t≤γ时,yt∉C。由v的定义,∃{sn,sn∈R}:

sn≤v,ysn∈C,使得sn→v(n→∞)。类似的,利用f 的*-下半连续性,重复(10)~(14)式的步骤,也可以得到

yv=y+vα(x,y)η(x,y,λ)∈C。
另一方面,由u,v的定义知,0≤v<γ<u≤1。对任意的β∈(0,1),由引理1结论2)可知:

α(yv,xu)=α(y+vα(x,y)η(x,y,λ),y+uα(x,y)η(x,y,λ))=α(x,y)。
则由引理1中1)得:

xu+βα(yv,xu)η(yv,xu,λ)=

y+uα(x,y)η(x,y,λ)+βα(x,y)η(y+vα(x,y)η(x,y,λ),y+uα(x,y)η(x,y,λ),λ)=
y+uα(x,y)η(x,y,λ)+β(v-u)α(x,y)η(x,y,λ)=y+[βv+(1-β)u]α(x,y)η(x,y,λ)。
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令w=βv+(1-β)u,β∈(0,1),记xw=y+wα(x,y)η(x,y,λ)=xu+βα(yv,xu)η(yv,xu,λ)。由于β∈(0,1),
则w∈(v,u),从而xw∉B∪C,∀β∈(0,1)。因为xu∈B,yv∈C,则:

uf(x)+(1-u)f(y)∈f(xu)+D,vf(x)+(1-v)f(y)∈f(yv)+D。 (15)
注意到D 是凸锥,结合(15)式得:

wf(x)+(1-w)f(y)=[βv+(1-β)u]f(x)+{1-[βv+(1-β)u]}f(y)=

β[vf(x)+(1-v)f(y)]+(1-β)[uf(x)+(1-u)f(y)]∈

β[f(yv)+D]+(1-β)[f(xu)+D]⊆βf(yv)+(1-β)f(xu)+D,∀β∈(0,1)。
从而有:

βf(yv)+(1-β)f(xu)∈wf(x)+(1-w)f(y)-D,∀β∈(0,1)。 (16)
下证:

f(xw)=f(xu+βα(yv,xu)η(yv,xu,λ))∉βf(yv)+(1-β)f(xu)-D,∀β∈(0,1)。 (17)

假设(17)式不成立,则∃β∈(0,1),使得w=βv+(1-β)u,且:

f(xw)=f(xu+βα(yv,xu)η(yv,xu,λ))∈βf(yv)+(1-β)f(xu)-D。 (18)
由(16),(18)式以及D 是凸锥得:

f(xw)∈wf(x)+(1-w)f(y)-D。 (19)
显然可知xw∉B∪C,∀β∈(0,1),由B,C定义可知f(xw)∉wf(x)+(1-w)f(y)-D,与(19)式矛盾,故(17)式
成立。

综上可得:∃xu,yv∈K,∃λ∈[0,1],∀β∈(0,1)有:

f(xu+βα(yv,xu)η(yv,xu,λ))∉βf(yv)+(1-β)f(xu)-D,
与(8)式矛盾。故f在K 上是α-D-半预不变凸映射。 证毕

3α-D-半预不变凸映射的性质

本节将讨论α-D-半预不变凸映射的两个性质。
定理3 设K⊆Rn 是关于η和α的α-半不变凸集,f 是K 上关于η 和α 的α-D-半预不变凸映射,则∀μ∈

Rn,水平集L(f(x),μ)={x∈K|f(x)∈μ-D}是关于η和α的α-半不变凸集。
证明 任取x1,x2∈L(f(x),μ)={x∈K|f(x)∈μ-D},则有x1,x2∈K,且:

f(x1)∈μ-D,f(x2)∈μ-D。 (20)
因f是α-D-半预不变凸映射,故∀β∈[0,1],∀λ∈[0,1],有:

f(x2+βα(x1,x2)η(x1,x2,λ)∈βf(x1)+(1-β)f(x2)-D。 (21)
由(20),(21)式,∀β∈[0,1],∀λ∈[0,1],有f(x2+βα(x1,x2)η(x1,x2,λ)∈β(μ-D)+(1-β)(μ-D)-D,即:

f(x2+βα(x1,x2)η(x1,x2,λ)∈μ-D。 (22)
因K 是关于η和α的α-半不变凸集,故∀β∈[0,1],∀λ∈[0,1],有x2+βα(x1,x2)η(x1,x2,λ)∈K。从而由

(22)式,即得x2+βα(x1,x2)η(x1,x2,λ)∈L(f(x),μ),∀β∈[0,1],∀λ∈[0,1]。
因此∀μ∈Rn,水平集L(f(x),μ)={x∈K|f(x)∈μ-D}是关于η和α的α-半不变凸集。 证毕

定理4 设K⊆Rn 是关于η和α的α-半不变凸集,假设:

1)f,g:K→Rn 是K 上关于同一η和α的α-D-半预不变凸映射,则f+g也是K 上关于同一η和α的α-D-
半预不变凸映射;

2)f:K→Rn 是K 上关于η和α的α-D-半预不变凸映射,m 是一个常值映射,则f+m 也是K 上关于同一η
和α的α-D-半预不变凸映射;

3)f:K→Rn 是K 上关于η和α的α-D-半预不变凸映射,k>0,则kf也是K 上关于同一η和α的α-D-半预

不变凸映射。
证明 1)因为f,g:K→Rn 是K 上关于同一η 和α 的α-D-半预不变凸映射,则对∀x,y∈K,∀β∈[0,1],

∀λ∈[0,1],有:
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f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈βf(x)+(1-β)f(y)-D,

g(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈βg(x)+(1-β)g(y)-D。
以上两式相加可得:

(f+g)(y+βα(x,y)η(x,y,λ))=f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))+g(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈

βf(x)+(1-β)f(y)-D+βg(x)+(1-β)g(y)-D∈

β(f(x)+g(x))+(1-β)(f(y)+g(y))-D=β(f+g)(x)+(1-β)(f+g)(y)-D。
故f+g也是K 上关于同一η和α的α-D-半预不变凸映射。

2)因为f:K→Rn 是K 上关于η和α的α-D-半预不变凸映射,则对∀x,y∈K,∀β∈[0,1],∀λ∈[0,1],有

f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈βf(x)+(1-β)f(y)-D。
由m 是一个常值映射,从而有:
(f+m)(y+βα(x,y)η(x,y,λ))=f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))+m∈βf(x)+(1-β)f(y)+m-D=

β(f(x)+m)+(1-β)(f(y)+m)-D=β(f+m)(x)+(1-β)(f+m)(y)-D。
故f+m 也是K 上关于同一η和α的α-D-半预不变凸映射。

3)因为f:K→Rn 是K 上关于η和α的α-D-半预不变凸映射,则对∀x,y∈K,∀β∈[0,1],∀λ∈[0,1],有

f(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈βf(x)+(1-β)f(y)-D。
由k>0,从而有:

(kf)(y+βα(x,y)η(x,y,λ))∈k(βf(x)+(1-β)f(y)-D)=β(kf)(x)+(1-β)(kf)(y)-D。
故kf也是K 上关于同一η和α的α-D-半预不变凸映射。 证毕

4α-D-半严格半预不变凸映射与最优性

考虑如下的隐约束向量优化问题(VP):

minf(x),

s.t.x∈K。
首先给出向量优化问题(VP)解的基本定义。
定义11 令f(K)=∪

x∈K
f(x),则:

1)称点x∈K 是(VP)的全局有效解,如果(f(x)-D\{0Y})∩f(K)=∅;称点x∈K 是(VP)的局部有效解,
如果存在x的邻域U,满足K∩U≠∅,且(f(x)-D\{0Y})∩f(K∩U)=∅。

2)称x∈K 为(VP)的全局弱有效解,如果(f(x)-intD)∩f(K)=∅;称点x∈K 为(VP)的局部弱有效解,
如果存在x的邻域U,满足K∩U≠∅,且(f(x)-intD)∩f(K∩U)=∅。

下面给出α-D-半严格半预不变凸映射在向量优化问题(VP)中的一个应用结果。
定理5 设K⊆Rn 是关于η和α的α-半不变凸集,向量值映射f:K→Rn 是K 上关于η和α的α-D-半严格

半预不变凸映射,且对∀x,y∈K,α(x,y)是有界的,则向量优化问题(VP)的局部有效解一定是(VP)的全局有

效解。
证明 若x∈K 是(VP)的局部有效解,则存在x的邻域U 使得:

(f(x)-D\{0Y})∩f(K∩U)=∅。 (23)
假设x不是(VP)的全局有效解,即(f(x)-D\{0Y})∩f(K)≠∅。于是∃x∈K,使得f(x)∈f(x)-

D\{0Y},由于K 是关于η和α的α-半不变凸集,则对任意β∈(0,1),λ∈[0,1],有x+βα(x,x)η(x,x,λ)∈K 且由

f:x→Rn 是K 上关于η和α的α-D-半严格半预不变凸映射,有:

f(x+βα(x,x)η(x,x,λ))∈βf(x)+(1-β)f(x)-intD⊆

β(f(x)-D\{0Y})+(1-β)f(x)-intD⊆f(x)-D\{0Y}。
即对任意的β∈(0,1),λ∈[0,1],有:

f(x+βα(x,x)η(x,x,λ))∈f(x)-D\{0Y}。 (24)
又因lim

β→0
(x+βη(x,x,λ))=x,因此存在δ(0<δ<1)对所有的β∈(0,δ)满足x+βα(x,x)η(x,x,λ)∈U∩K,则(24)
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式与(23)式矛盾,因此x是优化问题(VP)的全局有效解。 证毕

注3 利用与定理5类似的方法,还可以获得关于优化问题(VP)全局弱有效解的类似充分性条件。
例3 继续考虑例2。在例2中,定理5中假设全部满足,通过简单计算可得优化问题(VP)局部有效解集

S=(-∞,-1]∪[1,+∞)。
由局部有效解的定义可验证x=±1是向量优化问题(VP)的局部有效解,同时显然可知x=±1也是向量优

化问题(VP)的全局有效解。故此说明定理5的可行性。

5总结

本文研究了一类新的广义凸型映射———α-D-半预不变凸映射,说明了此类映射的存在性,并利用向量值映射

的半连续性,得到了α-D-半预不变凸映射的判别准则,获得了α-D-半预不变凸映射的一些性质,给出了α-D-半严

格半预不变凸映射在向量优化问题的应用。本文所得结果将文献[7,15]中相应的结果进行了推广。关于α-D-
半预不变凸映射的研究是非常意义的,能否获得α-D-半预不变凸规划问题的最优性或对偶结果,这将是后续值

得研究的课题。
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α-D-Semi-PreinvexMappingsandOptimization

PENGZhiying,PENGZaiyun,CHENXuejing,DENGChunyan
(CollegeofMathematicsandStatistics,ChongqingJiaotongUniversity,Chongqing400074,China)

Abstract:[Purposes]Itpresentsanewclassofvectorvaluedgeneralizedconvexmappings,α-D-semi-preinvexmappings,andits

decisiontheorem,propertiesandapplicationinoptimizationproblemsarestudied.[Methods]Therelevantconclusionsoftheα-D-

semi-preinvexmappingsareobtainedbyusingthesemi-continuityofthevector-valuedmappings.[Findings]First,thedefinitionof

α-D-semi-pre-invexmappingsisgivenanditsexistenceisillustratedbyexamples;thenthedecisiontheoremandtwopropertiesofα-

D-semi-pre-invexmappingsareobtained;finally,theapplicationofα-D-semi-strictsemi-preinvexmappingsinvectoroptimization

problemsisdiscussedandthecorrectnessoftheresultsisverifiedbyexamples.[Conclusions]α-D-semi-pre-invexmappingsenriches

thestudyofgeneralizedconvexvector-valuedmappingsandoptimizationtheory.
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