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基于多目标优化方法的一类k-Means自适应算法
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摘要:【目的】针对k-Means聚类算法及 MinMaxk-Means聚类算法需要人为提前给定聚类数量而导致数据划分准确率偏

低以及 MinMaxk-Means算法聚类效果受类簇边缘点影响较大等不足提出解决方案。【方法】将k-Means和 MinMaxk-
Means算法的目标函数相结合,建立多目标优化模型,提出基于多目标优化方法的k-Means算法。分析簇数异常情况下

最小中心方差与最大簇内方差之间的关系。【结果】发现当分类簇数大于最优簇数时,最小中心方差小于最大簇内方差,
据此提出了基于多目标优化方法的k-Means自适应算法。【结论】数值实验表明:提出的自适应算法在人工数据集和 UCI
标准数据集均具有较好的自适应性且聚类效果较优。
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聚类是数据分析中的一个基本问题,它出现在模式识别、机器学习、生物信息学和图像处理等各个领域[1-2]。
它的目的是根据一定的聚类目标,将一组实例划分为同构的簇,即簇内相似度高,簇间相似度低。然而穷尽地搜

索实例到集群的最优分配在计算上是不可行的,因此研究者们通常去寻求集群目标良好的局部最优解。
k-Means是研究最充分的聚类算法之一[3],它最早是由Steinhaus于1955年提出。该算法在无标记样本的

条件下将数据对象进行分组,挖掘数据的潜在结构,是数据分析中常用的一种聚类算法。k-Means聚类算法被提

出已经超过60年,它具有容易实施、高效的特点及成功的应用案例和后续不断改进的优点是流行至今的主要原

因[4-5]。k-Means聚类算法虽被广泛接受,但它同时也受到了严重的限制。第一个限制是初始中心的选择对聚类

结果的好坏有直接影响;第二个限制是需要提前设定好簇数,不能根据数据进行自适应调整分类簇数[6]。
MinMaxk-Means[7]算法通过最小化最大聚类误差被广泛应用于解决初始化不良的影响。但 MinMaxk-Means
算法的聚类精度受类簇边缘点的影响较大,同时未对k-Means聚类算法的第二个限制进行优化。

本文在 MinMaxk-Means算法的基础上,建立了多目标优化模型,通过引入多目标优化问题的线性加权标

量化方法,提出多目标k-Means算法,有效避免了类簇边缘点对聚类效果的影响,且保留了 MinMaxk-Means算

法对初始化的优化。通过分析多目标k-Means算法在簇数异常的情况下最小中心方差与最大簇内方差之间的

关系,发现当分类簇数大于最优簇数时,最小中心方差小于最大簇内方差,据此提出了多目标k-Means的自适应

算法。数值实验表明:多目标k-Means的自适应算法对k-Means聚类算法的两个限制均有较好的改进效果。

1预备知识

1.1经典k-Means聚类算法

为了将数据集X={x}Ni=1,xi∈Rd 划分为M 个不相交的簇{Ck}Mk=1,k-Means算法的核心思想是最小化簇内

方差之和,即:

minεsum=min∑
M

k=1
Vk=min∑

M

k=1
∑
N

i=1
δik xi-mk{ }2 。
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其中:δik是群集指示符变量,若xi=Ck 则δik=1,否则δik=0;mk=
∑
N

i=1
δikxi

∑
N

i=1
δik

表示第k个簇中心;Vk 表示第k个簇

的方差和。集群通过在将实例分配给它们最近的中心和重新计算中心之间交替进行,直到达到局部最小值。

图1 初始化导致的较差的聚类效果

Fig.1 Poorclusteringeffectcausedbyinitialization

尽管k-Means算法简单快速,但它也有一些缺点,最
突出的是解对初始中心选择的依赖性和不具有自适应。
错误的初始化可能会导致较差的局部最小值,如图1所

示。因此会执行多次随机重新启动来绕过初始化问题。
通常,重启返回的解决方案在所实现的目标值方面有很

大的不同,从好的到非常差的,特别是对于具有大的搜索

空间(例如许多群集和维度)的问题。因此,需要多次运

行该算法来增加定位良好的局部最小值的可能性。
1.2MinMaxk-Means聚类算法

为提高聚类算法的自适应能力和效果,应先解决经

典k-Means对初始中心的选择的依赖性。本文采用

Tzortzis在2014年提出的 MinMaxk-Means算法[7],该
算法通过改变k-Means的目标函数来解决k-Means初始化问题。MinMaxk-Means算法的核心思想是,将目标

函数由εsum替换为最大簇内方差和,然后对目标函数求最小,即:

minεmax=minmax
1≤k≤M

Vk=minmax
1≤k≤M ∑

N

i=1
δik xi-mk{ }2 。

其中:δik是群集指示符变量,mk=
∑
N

i=1
δikxi

∑
N

i=1
δik

表示第k个簇中心,Vk 表示第k个簇的方差和。

算法基本原理:在k-Means目标函数中,对所有簇的求和允许通过有几个具有较大方差的簇来实现相似的

εsum值,这些簇由其他方差较小的簇抵消,或者通过所有簇的中等方差来实现。这意味着没有考虑到集群差异之

间的相对差异。但在最小化εmax时,上述方法并不适用,因为上面的第一种情况会导致更高的目标值。因此,当
最小化εmax时,避免了较大的方差簇,并将解空间限制在具有更多相似方差的簇上。

2多目标k-Means聚类算法

在 MinMaxk-Means中,虽然通过改变目标函数优化了传统k-Means对初始中心选择的依赖性,但只考虑

最小化εmax时,簇内的边缘样本可能会对聚类效果产生较差的影响,而最小化εmax时则能有效避免边缘样本对聚

类效果的影响。
为保留传统k-Means和 MinMaxk-Means两个算法各自的优点,故建立如下多目标模型:

min{εmax,εsum}。 (1)
上述多目标模型,既能减少边缘样本对聚类效果的影响,又能解决初始中心的选择对聚类效果的影响。
对多目标模型(1),本文采用线性加权法将多目标模型转化为如下单目标模型:

minεmul
εmul=αεsum+(1-α)εmax (2)

其中α∈[0,1]。
在 MinMaxk-Means算法的基础上对模型(2)求解,得到多目标k-Means算法,具体算法如下。
算法1 多目标k-Means

输入 初始化,令t=0,Pinit=0,初始化权重为:W(0)
k =1M

,∀k=1,…,M,P=Pinit,目标权重ω1,ω2。

输出 聚类结果{δ(t)
ik }i=1,…,N,k=1,…,M,聚类中心{m(t)

k }Mk=1最优簇数及对应的聚类结果。
步骤1:计算聚类结果:
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δ(t)
ik =

1,k=argmin
1<k′≤M

(W(t-1)
k′ )p Xi-m(t-1)

k′
2,

0,否则{ 。
步骤2:若有某个聚类集合为空集或单点集,则转步骤2.1,否则转步骤2.2。
步骤2.1:令P=P-Pstep,若P<Pinit,则使用上一次迭代储存的迭代存储的分类结果和权重:

δ(t)
ik =[Δ(p)]ik,∀k=1,…,M,i=1,…,N;W(t-1)

k =[W(p)]k,∀k=1,…,M。

更新聚类中心m(t)
k =
∑
N

i=1
δ(t)

ikXi

∑
N

i=1
δ(t)

ik

,令t=t+1,转步骤3。

步骤2.2:若P<Pmax,且所有聚点集合非空,则将目前的取值存储于矩阵Δ(P)=[δ(t)
ik ],和向量W(P)=

[W(t-1)
k ]中,更新P,P=P+Pstep,更新权重:

W(t)
k =βW

(t-1)
k +(1-β)

(v(t)
k )

1
1-P 

∑
M

k′=1

(v(t)
k′ )

1
1-

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

P

,

其中:v(t)
k =∑

N

i=1
δ(t)

ik Xi-m(t)
k
2,令t=t+1,转步骤3。

步骤3:计算目标函数:

ε(t)mul=αεmax+(1-α)εsum,
若 ε(t)mul-ε(t-1)mul <φ或t≥tmax,则终止算法。

上述算法是在 MinMaxk-Means算法的基础上引入了多目标优化模型,并通过线性加权标量化方法将多目

标优化模型转化为单目标问题进行求解。上述多目标k-Means算法既能减少边缘点对聚类效果的影响,又能降

低初始中心的选择对聚类效果的影响。

3基于的多目标k-Means自适应算法

3.1分析簇数异常情况

假设数据集最优的聚类簇数为M,中心之间的最小方差为Dmin=min
α≠β

mα-mβ
2(α,β=1,…,M),第k个簇

的最大簇内方差为Pk= max
i=1,…,N

δik xi-mk
2,(k=1,…,M)。则数据集X 的最大簇内方差Pmax= max

i=1,…,M
Pk。

聚类簇数异常通常分为两种情况,一是聚类簇数大于数据集最优聚类簇数,即 M>M;二是聚类簇数小于数

据集最优的聚类簇数,即M<M。

a b
图2 分类簇数异常时的聚类效果图

Fig.2 Clusteringeffectdiagramfordataset

第一种的簇数异常情况时,以二维的数据集为例,聚类效果如图2a所示。可以看出,当 M>M时,聚类结果

容易将应划分一簇的数据划分为一簇或多簇,显然,强行分为一簇或多簇,则有中心之间的最小方差小于数据集

的最大簇内方差,即:Dmin≤Pmax。需要注意的是当时,也有Dmin≤Pmax成立。
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第二种的簇数异常情况时,采用与情况一相同的数据集,当M<M时,聚类效果如图2b所示。可以看出,当

M<M时,聚类结果容易将应新归为一簇的数据分配到已有的一簇或多簇中,此时则有中心之间的最小方差大于

数据集的最大簇内方差,即Dmin>Pmax。
上述分析均是以多目标k-Means聚类算法为基础进行,若不能有效解决k-Means聚类算法对初始点的依赖

性和边缘点对聚类效果的影响,M<M时并不能得到Dmin≤Pmax的结果。
3.2基于多目标k-Means算法改进的自适应算法

根据3.1的分析可知,若以多目标k-Means聚类算法为基础,以初始值为 M0 的最少簇数(一般取 M0=2),
计算中心间的最小方差Dmin和最大簇内方差Pmax;若Dmin≤Pmax,则可以试探性的多分一簇;若Dmin>Pmax,此时

的簇数刚好比最优簇数大1,即M=M-1。
具体的多目标自适应k-Means算法(MAk-Means)如下:
算法2 MAk-Means
输入 数据集X={xi}Ni=1,初始簇数M0,算法1相关参数pmax,pstep,β,φ,tmax。

输出 最优簇数M及对应的聚类结果。
步骤0:令M=M0。
步骤1:随机生成初始中心{mk}Mk=1,运行算法1得到聚类结果。
步骤2:计算方差最小的两个点m′,m″,则Dmin= m′-m″ 2。
步骤3:计算第k个簇的最大簇内方差为Pk= max

i=1,…,N
δik xi-mk

2(k=1,…,M),则Pmax= max
i=1,…,M

Pk。

步骤4:若Dmin≤Pmax,则令M=M+1,执行步骤1;否则执行步骤5。

步骤5:令M=M-1,以M为最优簇数运行算法1得到聚类结果。
上述算法主要是通过对数据集的聚类簇数不断试探,分析簇数不同时聚类效果的差异,即中心之间的最小

方差与数据集的最大簇内方差之间的关系,不断向最优的簇数进行逼近,最后达到最优簇数。本算法针对簇间

差距明显的数据集有计算时间短、准确率高等优点。
3.3对簇间差异不明显的改进

为提高算法的准确性,本文针对簇间差异不明显的数据也提出了一种改进的检测机制。该改进机制是判断

上述算法的计算结果是否存在将簇间差异不明显的两簇分为一簇的情况。

为方便叙述,本文先引入一个参数,正规化簇间距离[8]ω= dij+dji

2mi-mj
2,其中dij表示第i簇内的样本到第j

簇中心的最短距离。
显然,0<ω≤1(当第i,j簇均为单点集时,ω=1);若第i簇与第j簇差异小时,则ω计算公式的分子较小,又

由于分母为常量,故ω值较小;若第i簇与第j簇差异大时,则ω计算公式的分子较大,又由于分母为常量,故ω
值较大。

MAk-Means算法已经将数据集大致划分,将划分好的每个簇一一进行检测。检测方式为:先按照需求设置

精度要求τ,将被检测簇尝试的划分为两簇,计算正规化簇间距离ω,若ω>τ时,则判定被检测簇未达到要求的分

类精度。故将这一簇再进行细分,即最优簇数加一;若ω<τ时,则判定被检测簇已达到要求的分类精度,最优簇

数不变。具体检测机制算法如下:
算法3 MA-Test
输入 阈值τ(≤1),MAk-Means算法运行后的簇,以及分类结果。
输出 检测后的最优簇数及对应的聚类结果。

步骤0:令k=M,iter=1,np=0。
步骤1:若iter≤k,转步骤2,否则执行步骤5。
步骤2:令iter=iter+1,将第iter簇划通过 MAk-Means划分为i,j两簇,分别计算dij和dji。
步骤3:计算i,j两簇的正规化簇间距离:

ω= dij+dji

2mi-mj
2。

步骤4:若ω>τ,则np=np+1,转步骤5。
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步骤5:M=M+np,以M为最优簇数运行算法1得到聚类结果。
上述算法中只需输入精度要求τ,若τ越小,则要求数据集分得更加精细,数据集被分的簇数更多,簇内最大

方差更小;若τ越大,则要求数据集分得更加粗糙,数据集被分的簇数更少,簇内最大方差更大。当τ=1时,即对

MAk-Means算法的结果不做调整。即精度要求τ根据分类的需求来确定的,故算法 MA-Test是用来检测 MA
k-Means输出的结果是否达到要求,若未达到要求则继续调整到满足要求。

检测算法主要是对 MAk-Means算法分类后的数据进行检测,若 MAk-Means输出的簇达到精度要求,则
输出聚类结果,算法停止;若存在某簇未达到精度要求,则将这一簇继续进行聚类划分,直到达到精度要求为止。

4数值实验

4.1多目标k-Means聚类结果分析

本文采用4个常用于测试聚类算法的UCI数据集来测试多目标k-Means算法的聚类效果。Iris数据集也

称鸢尾花卉数据集,包含150个数据样本,分为3类,每个数据包含萼片长度、萼片宽度等4个属性;Wine数据集

为意大利某地区的3种葡萄酒成分数据,包含178个数据样本,分为3类,每个数据包含13个成分特征;seeds数

据集为小麦种子数据集,包含210个数据样本,分为3类,每个数据包含周长、压实度、籽粒长度等7个属性。
所有被测试的算法都从相同的随机选择的初始中心重新运算20次。在整个数值实验过程中,簇的数量被

设置为等于每个数据集中的类的数量。为了评估返回解的质量,报告了聚类方差和εsum及最大簇内方差和εmax,
它们在20次运行中的平均值。由于所选数据集都有明确的决策属性,本文选取聚类精度(Clusteraccuracy,

CA)[9]作为评估指标,公式为:xCA=∑
c

i=1

Ui

U
。 其中:Ui 表示第i个类簇中被正确分类的对数目,U 表示所

有聚类对象的数目。当xCA的值越高,说明表示聚类标签和类标签之间的匹配度更好。
将Iris、Wine、seeds数据集进行归一化,再通过多目标k-Means算法(简记为Mul)与MinMaxk-Means算法

(简记为 MinMax)和传统k-Means进行分类测试,测试结果如下:

表1 各数据集上的聚类效果对比表

Tab.1 Comparisontableofclusteringeffectoneachdataset

数据集 算法 εsum εmax xCA/% 运行时间/s

Iris

Mul 11.0688 4.3522 88% 0.5093

MinMax 14.8858 3.6869 86.67% 0.0677

k-Means 10.9878 7.8018 88% 0.0316

Wine

Mul 59.3803 13.9364 92.70% 0.4007

MinMax 67.9076 18.8111 91.57% 0.1565

k-Means 58.8926 25.7874 87.64% 0.1401

seeds

Mul 23.3282 6.5208 90.48% 0.3618

MinMax 29.9334 7.515 88.57% 0.1415

k-Means 22.9114 10.6839 86.67% 0.037 

由表1不难看出,多目标k-Means算法的xCA明显优于其他3种算法;在运算时间上看,k-Means算法由于

过程简单,所需时间最短,但所有算法运行时间均不超过1秒,对实际需求影响不大;在εsum和εmax这两个指标上,
多目标k-Means算法介于 MinMaxk-Means算法和传统k-Means之间。
4.2最佳类簇数目选取测试分析

首先对簇间差异大的数据进行实验,人工生成包含500个对象的正态分布数据集1,参数设置如下:

α1=α2=α3=13
,μ1=(0 0)T,μ2=(7 0)T,μ3=(14 0)T,Σ1=Σ2=Σ3=

1 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 1
。

图3a为原始数据,可见生成的500个数据对象形成边界分明的3个类簇,且簇间差异明显。
运行 MAk-Means算法后结果如图3b所示。
当M=3时,簇内最大方差为Pmin=3.1548,中心之间的最小方差为Dmin=7.0358,此时有Pmin<Dmin成
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立;当M=4时,簇内最大方差为Pmin=2.5381,中心之间的最小方差为Dmin=1.8234,此时有Pmin>Dmin成立;

即M=4时,此时已经将适合分到一簇的数据集分为了两类,故最优分类簇数为M=3。由于数据集1的簇间差

异较大,并不需运行检测算法 MA-test。

a b

图3 MAk-Means算法在人工数集1上的聚类效果图

Fig.3 ClusteringeffectDiagramofMAk-Meansalgorithmonartificialdataset1

下面对簇间差异大的数据进行实验,人工生成包含360个对象的正态分布数据集2,由6个类簇组成,且类

簇之间有交叉区域.参数设置如下所示:

αk=16
,μ1=(13)T,μ2=(32)T,μ3=(37)T,μ4=(55)T,μ5=(78)T,μ6=(96)T,

Tk=
0.4 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 0.4
,k=1,2,…,6。

图4a为原始数据,生成600个数据对象形成边界模糊的6个类簇.且以μ1 与μ2 为中心的两个正态分布的

交叉面积较大;以μ3 与μ4 为中心的两个正态分布与以μ5 与μ6 为中心的两个正态分布情况相同,存在交叉面

积,但交叉面积较小。

a b

c d

图4 MAk-Means算法在人工数集2上的聚类效果图

Fig.4 ClusteringeffectdiagramofMAk-Meansalgorithmonartificialdataset2

23 重庆师范大学学报(自然科学版) http://cqnuj.cqnu.edu.cn           第39卷



直接运用 MAk-Means算法进行对人工数据集2进行分类,输出的最优分类簇数为3,分类结果如图4b所

示;若对人工数据集2先运用 MAk-Means算法再用算法3测试结果,当0.07≤τ≤0.23时,算法输出的最优分

类簇数为5,分类结果如图4c所示;当0<τ≤0.07时,算法输出的最优分类簇数为6,分类结果如图4d所示。从

图4可以看出,对于人工数据集2,虽然不同取值的τ对应的输出结果不同,但3种结果均具有实际意义。
将 MAk-Means和检测算法结合与常见的几种自适应算法RCA、OB、CSDP[10-12]在人工数据集和UCI的标

准数据集上的计算结果,如下所示:

表2 各个算法的计算结果对照表

Tab.2 Comparisontableofcalculationresultsofeachalgorithm

数据集 真实聚类数目 MAk-Means RCA OB CSDP

人工数据集1 3 3 3,4 3,4 3

人工数据集2 6 3,5,6 4,5,6,7,8,9,10 4,6 2,3,5,6

Iris 3 3 2,3 2,3 2

Wine 3 2 2,3,4 2,3 2,3,4

seeds 3 3 2,3,4 2 2,3,4

由表2不难看出,多目标自适应k-Means算法(MAk-Means)计算效果表现最佳。虽然 MAk-Means计算

出数据集 Wine的最优簇数与真实聚类数目不相同,可能是由于数据集 Wine的维数较高,故 MAk-Means在高

维数据中的自适应效果还有待提高。经过数据测试表明,MAk-Means对低维数据和簇间差异明显的数据集有

很好的计算结果。

5结论

在对k-Means聚类算法及相关衍生算法的研究中,类簇数目的确定和初始类簇中心的选取直接影响聚类精

度和算法的收敛速度,本文将传统k-Means和 MinMaxk-Means算法的目标函数相结合建立多目标k-Means算

法,并在此基础上研究最大簇内方差间、中心间的最小方差与最优簇数间的关系,提出了多目标k-Means的类簇

自适应算法。数值实验表明,在低维数据集中,该算法有效提高聚类精度且有较好得自适应效果。如何提高该

算法在高维数据中的自适应效果将是下一步拟开展的研究工作。
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AClassofk-MeansAdaptiveAlgorithmsBasedonMulti-ObjectiveOptimizationMethod

CHENMeishan,XIADandan,ZHAOKequan
(SchoolofMathematicalScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Inviewoftheshortcomingsofk-MeansclusteringalgorithmandMinMaxk-Meansclusteringalgorithm,which
needtobeartificiallygiventhenumberofclustersinadvance,theaccuracyofdatadivisionislow,andtheclusteringeffectof
MinMaxk-Meansalgorithmisgreatlyaffectedbytheedgepointsofclusters.[Methods]Themulti-objectiveoptimizationmodelis
establishedbycombiningtheobjectivefunctionofk-MeansandMinMaxk-Meansalgorithm,andthek-Meansalgorithmbasedon
multi-objectiveoptimizationmethodisproposed.Analyzetherelationshipbetweentheminimumcentralvarianceandthemaximum
intra-clustervarianceinthecaseofabnormalclusternumber.[Findings]Itisfoundthatwhenthenumberofclassifiedclustersis

greaterthantheoptimalnumberofclusters,theminimumcentralvarianceislessthanthemaximumintra-clustervariance.Basedon
this,ak-Meansadaptivealgorithmbasedonmulti-objectiveoptimizationmethodisproposed.[Conclusions]Numericalexperiments
showthattheadaptivealgorithmproposedherehasgoodadaptabilityandclusteringeffectinbothartificialdatasetandUCIstandard
dataset.
Keywords:k-Meansclusteringalgorithm;MinMaxk-Meansclusteringalgorithm;multi-objectiveoptimization;k-Meansadaptive
algorithm
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