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最小化总完工时间和总延误的两代理公平定价问题
*
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摘要:【目的】研究单台机器环境下,一个代理最小化总完工时间而另一个代理最小化总延误的公平定价问题。【方法】每
个代理的工件有相同的加工时间,其中:第1个代理的目标是最小化总完工时间,第2个代理的目标是最小化总延误,并

且第2个代理的工件拥有不同的交货期;将这一问题分为不同的情形分别进行考虑。【结果】在Pareto排序集合下的KS

公平排序可以在线性时间内找到,并且公平定价的值为1
2
,举例说明了这个界是紧的。【结论】上述结果对已有文献结果

进行了推广,丰富了单台机器环境下两代理排序的公平定价问题的内容。
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两代理排序中的公平定价(Priceoffairness)问题是近些年才出现的一类排序博弈问题,其中涉及的公平问

题出现在许多实践应用中,在经济学、运筹学、数学等不同学科中都有所研究。Agnetis等人[1]和Baker等人[2]

分别研究了两代理单机排序模型,其中每个代理都有各自需要优化的目标函数。Leung等人[3]研究了在m 台平

行机环境下的两代理排序,推广了两代理排序理论框架。在经典的组合优化问题中,目标往往是让系统的效用

达到最优。然而,在多代理竞争有限资源的优化问题中,一个公平的资源配置方案就显得尤为重要。公平定价

的概念由Bertsimas等人[4]首次提出,他们尝试量化公平分配与最优分配相比系统效用的损失,并在比例公平和

最大最小公平的公平标准下,给出资源分配问题公平定价的严格下界。在此之后,关于各个领域的公平问题得

到了学者们的广泛研究。Caragiannis等人[5]在公平分配问题中引入公平定价的概念,从3种不同的公平标准概

念出发,给出了一系列关于公平定价的结果。

Agnetis等人[6]首次考虑了两代理单机排序中的公平定价问题。在他们的工作中,第1个代理的目标是最

小化总完工时间,第2个代理的目标是最小化最大延迟,并假设第2个代理的工件有一个公共的交货期。他们

证明了KS公平解可以在线性时间内找到,其中m 是第1个代理的工件个数,并且公平定价的值为2
3
。他们还

刻画了比例公平解存在的条件,并证明了比例公平解存在与否可以在线性时间内得到验证,如果该解存在,则公

平定价的值为1
2
。对于两个代理均是最小化总完工时间的问题,说明了当其中一个代理只有1个工件时KS公

平的公平定价的上界不小于2
3
。同时,他们还证明了确定比例公平排序存在与否以及它如果存在如何求解均是

NP-难的。Zhang等人[7]研究了最小化总完工时间的两代理单机排序中的公平定价问题,考虑了其中的一个代

理只有两个工件的情形。他们证明了所有的KS公平排序是可以在线性时间内找到的,并且证明了公平定价的

值为1
2
。张新功等人[8]研究了第1个代理是最小化加权误工工件数,第2个代理最小化最大费用函数的KS公

平标准下的公平定价问题,给出了一般情况下公平定价的结构性质和紧界分析。
本文研究单台机器环境下一个代理最小化总完工时间、另一个代理最小化总延误的公平定价问题,其中每
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个代理的工件有相同的加工时间。本文首先给出了问题的正式描述,其中包括若干重要的概念与符号;然后证

明了在Pareto排序集合下的KS公平排序可以在线性时间内找到,给出公平定价的值为1
2
,且通过举例说明这

个界是紧的。

1预备知识

首先给出两代理单机排序问题的正式描述。有两个代理A和B,他们分别拥有一组工件,所有工件将在一

台机器上加工。在不引起混淆情况下,工件和它对应的加工时间用同一个符号表示。代理A有m 个工件pA
1,

pA
2,…,pA

m,这些工件的加工时间相等,即pA
i=p,i=1,2,…,m;代理B有n个工件,它们的加工时间pB

j=p′,j=
1,2,…,n,代理B的所有工件有两个交货期dB

1 和dB
2(dB

1<dB
2),同时要求这n个工件分两批交货。容易证明在最

优排序中每批工件都是连续加工的,因此可以把每批工件看作是1个工件分别记为pB
1 和pB

2。由此,在下文将认

为代理B只有两个工件pB
1 和pB

2,它们的加工时间满足pB
1=pB

2=p′≥p,并且有pB
1≤dB

1 和pB
1+pB

2≤dB
2。代理A

的目标是最小化总完工时间∑CA
j,代理B的目标是最小化总延误∑TB

j。 根据排序问题的三参数表示法,该

问题表示成1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j 。

令σ表示一个所有工件的可行排序。对于排序σ,令fA(σ)=∑CA
j(σ)和fB(σ)=∑TB

j(σ)分别表示代理A
和代理B的费用。同时,如果排序σ和σ~使得两个代理的费用一致,便不作区分。下面给出几个重要的概念。

1)代理效用。对于每一个排序σ∈Σp,令fi
max=max{fi(σ):σ∈Σp},定义代理效用为:

ui(σ)=fi
max-fi(σ),i∈{A,B},

其中Σp 表示所有Pareto最优排序的集合。

2)系统效用。对于排序σ和给定的常数γ>0,定义系统效用U(σ)为:
U(σ)=uA(σ)+γuB(σ)。

3)系统最优效用。令σ*表示使得系统的效用达到最大的排序,那么系统最优效用为:

U(σ*)=maxσ∈Σp
{U(σ)}。

4)代理的标准化效用。令fi
min=min{fi(σ):σ∈Σp},给定排序σ∈Σp,代理i的标准化效用为:

ui(σ)= ui(σ)
fi
max-fi

min
,i∈{A,B}。

5)KS公平排序。一个排序σKS被称为是相对于排序集合Σp 的KS公平排序,如果满足以下条件:

σKS=argmaxσ∈Σpmini∈{A,B}{u
i(σ)}。

6)公平定价。令F 表示一个公平标准,σF 表示在公平标准F 下的公平排序。σ*表示一个系统最优效用排

序,则公平定价(记为PoF)定义如下:

PoF=sup min
σF∈ΣF,Σp

U(σ*)-U(σF)
U(σ*{ }) 。

其中:ΣF,Σp
表示在Pareto最优排序的集合Σp 下所有F 公平排序的集合。

最后给出本文用到的几个关键符号,分别为:1)l1:l1=max0≤i≤m i:∑
i

j=1
pA

j +pB
1+pB

2 ≤dB{ }2 ;2)l2:l2=

max0≤i≤m i:∑
i

j=1
pA

j +pB
1 ≤dB{ }1 ;3)x:pB

1 和pB
2 两个工件之间的代理A的工件个数;4)y:pB

2 之后的代理A的

工件个数;5)P:代理A全部工件的加工时间之和,即P=∑
m

i=1
pA

i;6)Px:pB
1 和pB

2 两个工件之间的代理A的工件

加工时间之和,即Px = ∑
m-y

i=m-x-y+1
pA

i;7)Py:pB
2 之后的代理A工件加工时间之和,即Py = ∑

m

i=m-y+1
pA

i 。

2问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j

本节考虑在单台机器环境下一个代理最小化总完工时间、另一个代理最小化总延误的公平定价问题。根据

l1和l2的大小情况,分为两种情形研究排序模型1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j 在KS公平标准下的公平定价问
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题,最后给出PoF=12
。

2.1l1>l2的情形

本小节考虑问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j 中l1>l2的情形,代理A工件的加工时间均为p,代理B工件

的加工时间pB
1=pB

2=p′,并且p′≥p。借鉴文献[7]中提供的算法可以找到所有Pareto最优的KS公平排序,并

求得PoF=12
。

首先,给出1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j 在l1>l2情形下关于Pareto最优排序结构的刻画。

引理1 对于问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j ,当l1>l2时,在任何一个Pareto最优排序中,都有代理B

的工件保持最早预定交货(EDD)序;且pB
1 之前至少有l2个代理A的工件,pB

2 之前至少有l1个代理A的工件。
为了更好地刻画Pareto解的结构(图1),引入两个变量x,y。则σ(x,y)表示与(x,y)相对应的排序,其中

x和y 均为整数。由引理1可知,后面只需要考虑0≤x≤m-l2,0≤y≤m-l1 和0≤x+y≤m-l2 相对应的可

行排序。

图1 σ(x,y)的结构

Fig.1 Thestructureofσ(x,y)

根据图1中σ(x,y)的结构,接下来给出两个代理的费用函数和效用函数(表1)。

表1 代理的费用和效用函数

Tab.1 Costandutilityfunctionsofagents

费用和效用 代理A 代理B

fi
min ∑

m

j=1
∑
j

i=1
pA

i 0

fi
max fA

min+(l1-l2)p′+2(m-l1)p′ 2P+3p′-dB1-dB2

fi(x,y) fA
min+xp′+2yp′ fB(x,y)

ui(x,y) K1-(x+2y)p′ uB(x,y)

ui(x,y)
K1-(x+2y)p′

K1
uB(x,y)

记K1=uAmax=(l1-l2)p′+2(m-l1)p′,K2=uBmax=2P+3p′-dB1-dB2。为了保证K2>0,不妨假设l1≤m-1。
由于0≤x≤m-l2,0≤y≤m-l1,代理B的费用函数分类给出如下:

fB(x,y)=

0,x=l1-l2,y=m-l1

∑
m-y

i=1
pA

i +2p′-dB
2,x=m-l2-y,y<m-l1

∑
m-x-y

i=1
pA

i +p′-dB
1,x<l1-l2,y=m-l1

∑
m-x-y

i=1
pA

i +∑
m-y

i=1
pA

i +3p′-dB
1-dB

2,x<m-l2-y,y<m-l

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï 1

。

从而可以求效用函数

uB(x,y)=

K2,x=l1-l2,y=m-l1
P+Py+p′-dB

1,x=m-l2-y,y<m-l1
P+Py+Px+2p′-dB

2,x<l1-l2,y=m-l1
Px+2Py,x<m-l2-y,y<m-l

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

1

。
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则标准化效用表示如下:

uB(x,y)=

1,x=l1-l2,y=m-l1
P+Py+p′-dB

1

K2
,x=m-l2-y,y<m-l1

P+Py+Px+2p′-dB
2

K2
,x<l1-l2,y=m-l1

Px+2Py

K2
,x<m-l2-y,y<m-l

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï 1

。

下面分类讨论以上4种情形下KS公平排序集合和公平定价的情况。由于前3种情况属于代理B的工件至

多只有1个是误工的情形,不妨将这些特殊情况记为情形1;对于第4种情况即两个工件均误工的情况,记为情

形2。

2.1.1情形1 该情形又分为3种子情况进行讨论。

1)当x=l1-l2,y=m-l1 时。两个代理的标准化效用为uA(l1-l2,m-l1)=0,uB(l1-l2,m-l1)=1。这

种情况下与(l1-l2,m-l1)相对应的排序是最为平凡的一种公平排序,从而有PoF=0。

2)当x=m-l2-y,y<m-l1 时。首先,两个代理的标准化效用分别表示为uA(m-l2-y,y)=
(m-l1-y)p′

K1
,uB(m-l2-y,y)=

(m+y)p+p′-dB
1

K2
。其次,注意到当y从0→m-l1-1,uA 的值从

(m-l1)p′
K1

递减到p′
K1
;uB 的值从mp+p′-dB

1

K2
递增到

(2m-l1-1)p+p′-dB
1

K2
。令uA(m-l2-y,y)=uB(m-l2-y,y),则得

到两者的交点为y0=
K2(m-l1)p′-K1(mp+p′-dB

1)
K1p+K2p′

。结合以下事实:

K1

K2
=
(m-l1)p′+(m-l2)p′

K2
≥
(m-l1)p′+(m-l2)p′
(m-l1)p+(m-l2)p =

p′
p
, (1)

可以得到p′≤
K1

K2
p,则有y0≤0成立。即uA(m-l2-y,y)与uB(m-l2-y,y)在当前取值范围内没有交点或者有

一个交点为0,则与(m-l2,0)相对应的排序是一个KS公平排序。同时,与(m-l2,0)相对应的排序也是一个系

统最优排序,从而得到PoF=0。

3)当x<l1-l2,y=m-l1 时。此时,代理的标准化效用uA(x,m-l1)=
(l1-l2-x)p′

K1
,uB(x,m-l1)=

(2m-l1+x)p+2p′-dB
2

K2
。由系统效用的定义,此时系统效用可表示为U(x,m-l1)=(l1-l2-x)p′+γ[(2m-

l1+x)p+2p′-dB
2],当x=0时,得到最优系统效用U(σ*)=U(0,m-l1)=(l1-l2)p′+γ[(2m-l1)p+2p′-dB2]。

即与(0,m-l1)相对应的排序是一个系统最优排序。令uA(x,m-l1)=uB(x,m-l1),再结合(1)式,则可以得到

两者的交点满足:

x0=K2(l1-l2)p′-K1[(2m-l1)p+2p′-dB
2]

K1p+K2p′
,x0≤

(l1-l2)p′-K1

K2
[(2m-l1)p+2p′-dB

2]

2p′ <l1-l22
。

从而有0≤x0<l1-l22
。如果x0=0,则与(0,m-l1)相对应的排序不仅是一个系统最优排序,也是一个KS公平

排序,从而有PoF=0。如果x0>0,则得到0≤xKS≤éx0ù≤l1-l22
。

下面要证明对于任何一个KS公平排序,有U(σ*)-U(σKS,p)
U(σ*) ≤12

成立。该式可等价转换成证明:

(l1-l2-xKS)p′+γ[(2m-l1+xKS)p+2p′-dB
2]

(l1-l2)p′+γ[(2m-l1)p+2p′-dB
2]

≥12
。 (2)

整理(2)式可得,只需证明不等式

(l1-l2-2xKS)p′+γ[(2m-l1+2xKS)p+2p′-dB
2]≥0

是成立的即可。结合xKS≤
l1-l2
2

可知:l1-l2-2xKS≥0。又因为l1≤m-1,所以有
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(2m-l1+2xKS)p+2p′-dB
2>2(m-l1+xKS)p-p≥p>0

成立。从而(2)式是成立的,则有PoF≤12
。

综合上述对情形1的讨论,可以得到下面的结果。

定理1 当l1>l2时,对于情形1下的问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j ,可以得到PoF≤12

。

2.1.2情形2 讨论以下情况:x<m-l2-y,y<m-l1。
该情况的取值范围可等价转换为0≤x<m-l2,0≤y<m-l1 和0≤x+y<m-l2。注意到这种情形下得到

的排序都是Pareto最优排序。根据uA(x,y)=
K1-(x+2y)p′

K1
,uB(x,y)=

(x+2y)p
K2

,令uA(x,y)=uB(x,y),可

以得到两者的交线,并将它在xy平面上的投影记作Lp。下面给出一些关于代理标准化效用和Lp的一些性质。

引理2 uA(x,y)是一个严格递减的函数,当y≤-x
2+

K1

4p′
时,uA(x,y)≥12

;uB(x,y)是一个严格递增的函

数,当y≥-x
2+

K1

4p′
时,uB(x,y)≥12

。

证明 由uA(x,y)的表达式知,它随着变量x 和y 增加而严格递减。当uA 在直线y=-x
2+

K1

4p′
上取值时,

有uA x,-x
2+

K1

4p
æ

è
ç

ö

ø
÷

′ =
K1-xp′-2 -x

2+
K1

4p
æ

è
ç

ö

ø
÷

′p′

K1
=12

。所以当y≤-x
2+

K1

4p′
时,有uA(x,y)≥12

成立。

uB(x,y)是随着变量x 和y 增加而递增的函数,其中对于y=-x
2+

K1

4p′
上的点,有:

uB x,-x
2+

K1

4p
æ

è
ç

ö

ø
÷

′ =
xp+2 -x

2+
K1

4p
æ

è
ç

ö

ø
÷

′p
K2

≥

K1

2p×
K2

K1p
K2

=12
。

所以当y≥-x
2+

K1

4p′
时,uB(x,y)≥12

。 证毕

引理3 如果(x,y)位于直线Lp的下方,则min{uA(x,y),uB(x,y)}=uB(x,y);如果(x,y)位于直线Lp的

上方,则minuA(x,y),uB(x,y{ })=uA(x,y)。如果(x,y)是Lp上的非整数点,(ëxû,éyù)和(éxù,ëyû)均在Lp的

下方,则(ëxû,ëyû)不可能是KS公平排序;如果(ëxû,éyù)和(éxù,ëyû)均在Lp的上方,则(éxù,éyù)不可能是KS
公平排序。

引理4 假设Lp经过(x,y+α)和(x+1,z)两点,其中x 和y 均是整数,0≤α<1,那么y-1≤z<y+α。
证明 如果z<y-1,那么(x+1,y-1)位于直线Lp的上方。由引理3可知,uA(x+1,y-1)≤uB(x+1,

y-1)。下面考虑uA(x,y+α)=
K1-xp′-2(y+α)p′

K1
≤K1-xp′-2yp′+p′

K1
=uA(x+1,y-1)。而

uB(x+1,y-1)=
[(x+1)p+2(y-1)p]

K2
<uB(x,y)。

综上可得uA(x+1,y-1)≥uA(x,y+α)=uB(x,y+α)≥uB(x,y)≥uB(x+1,y-1),这与假设得到的结论相

矛盾,故z≥y-1成立。
同样假设z≥y+α,则(x+1,y+α)位于直线Lp的下方。由引理3可知:

uA(x+1,y+α)≥uB(x+1,y+α)。
而uA(x+1,y+α)≤uA(x,y+α)=uB(x,y+α)≤uB(x+1,y+α),两者相矛盾,故z<y+α成立。 证毕

下面寻找Pareto最优的KS公平排序,用(x,y)KS,p和ΣKS,p表示相应的Pareto最优的KS公平排序和排序集

合。借助文献[7]中的算法,该算法记为KS-算法。它的主要思想是从Lp与y 轴的交点开始追踪Lp,检查Lp经

过的每个正方形的4个角所处的点相对应的排序是否是KS公平排序。对于uA(0,y)与uB(0,y)的交点,通过二

搜索可以在O(logm)时间内找到。下面给出KS-算法的具体执行步骤。

输入:关于l1>l2情形下问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j 的一个实例。
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输出:所有Pareto最优的KS公平排序集合X。
步骤1,在区间(0,m]上进行二搜索找到一个整数y′,使得Lp 与y 轴的交点落在区间[y′,y′+1)之内。
步骤2,初始化处理,令(x0,y0)=(0,y′),l=0,vmax=0和X=∅。当xl<m 和yl>0时,进行以下循环。
步骤3,如果uB(xl,yl)≥uA(xl,yl),则(xl,yl)位于所在正方形的左上角,并将正方形4个角所处的点中使

得mini∈{A,B}{ui(x,y)}达到最大的值记为vl。若vl=vmax,将该正方形的4个角所处的点中满足mini∈{A,B}{ui(x,

y)}=vl 的整数点放入X;若vl>vmax,则删除X 中的其他点,并且令vmax=vl。将(xl+1,yl+1)=(xl+1,yl-1)作
为下一步的迭代点。否则,进行步骤4;

步骤4,(xl,yl)位于所在正方形的左下角,并将正方形4个角所处的点中使得mini∈{A,B}{ui(x,y)}达到最大

的值记为vl。若vl=vmax,则将该正方形的4个角所处的点中满足mini∈{A,B}{ui(x,y)}=vl 的整数点放入X;若

vl>vmax,则删除X 中的其他点,并且令vmax=vl。将(xl+1,yl+1)=(xl+1,yl)作为下一步的迭代点;
步骤5,l=l+1。
步骤6,跳出循环后,输出集合X。

定理2 当l1>l2时,对于情形2下的问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j ,所有的Pareto最优的KS公平排

序可以在O(m)时间内找到。
引理5 当l1>l2时,对于情形2下的任何一个 Pareto最优的 KS公平排序(x,y)KS,p∈ΣKS,p,都有

uB(x,y)KS,p≥12
。

图2 Lp的图像

Fig.2 ThegraphofLp

证明 假设(x,y)是Lp上的点,Lp经过每个正方形

的4个角(ëxû,ëyû)、(ëxû,éyù)、(éxù,ëyû)和(éxù,éyù)相
对应的排序都是可能的(x,y)KS,p(图2)。根据uB(x,y)

的单调性可知,若uB(ëxû,ëyû)≥12
,则uB 在其余3点的

值不小于1
2
。由引理2可知,当 ëyû≥-

ëxû

2 +
K1

4p′
时,则

有uB(ëxû,ëyû)≥12
成立。当 ëyû<-

ëxû

2 +
K1

4p′
,如果

éyù≤-
éxù

2 +
K1

4p′
,则有uA(éxù,éyù)≥12

。而(éxù,éyù)

是Lp上方的点,则有 minuA(éxù,éyù),uB(éxù,éyù{ })≥

uA(éxù,éyù)≥12
。如果 éyù>-

éxù

2 +
K1

4p′
,注意到图2

中,y=-x
2+

K1

4p′
包含所有的整数点 K1

2p′-2y
,æ

è
ç

ö

ø
÷y ,y=

0,1,…,m-l1。结合假设,(ëxû,éyù)和(éxù,ëyû)有一个点在y=-x
2+

K1

4p′
上,不妨记为(éxù,ëyû),则

min{uA(éxù,ëyû),uB(éxù,ëyû)}≥12
。

综上,在任何一种情形下,都有正方形的一个角(x′,y′)满足min{uA(x′,y′),uB(x′,y′)}≥12
,从而有:

uB(x,y)KS,p≥min{uA (x,y)KS,p,uB(x,y)KS,p}≥min{uA(x′,y′),uB(x′,y′)}≥12
。 证毕

引理6 当l1>l2时,对于情形2下的问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j ,令σ*是一个系统最优排序,σKS,p是

一个Pareto最优的KS公平排序,则有U(σ*)-U(σKS,p)
U(σ*) ≤12

。

证明 待证明的结论可等价的转换为,对于任何一个排序σ,有uA(σKS,p)+γuB(σKS,p)
uA(σ)+γuB(σ) ≥12

,成立。下面证明
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min{uA(x,y)KS,p,uB(x,y)KS,p}≥12
(3)

是成立的。由引理5的后半部分证明可知,当 ëyû<-
ëxû

2 +
K1

4p′
,有(3)式成立。当 ëyû≥-

ëxû

2 +
K1

4p′
时,有

uB(ëxû,ëyû)≥12
。从而minuA(ëxû,ëyû),uB(ëxû,ëyû{ })≥12

。则有下式成立:

minuA (x,y)KS,p,uB(x,y)KS,{ }p ≥minuA(ëxû,ëyû),uB(ëxû,ëyû{ })≥12
。

又注意到,对于任何一个排序σ,有uA(σ)≤uA
max=K1 和uB(σ)≤uBmax=K2。再结合(3)式,可得到uA(σKS,p)

uAmax ≥

1
2

和uB(σKS,p)
uBmax ≥12

。结合一个事实:对于任何4个正整数a,b,c,d,如果b
a≥q

,d
c≥q⇒

b+d
a+c≥q

,则可以得到:

uA(σKS,p)+γuB(σKS,p)
uA(σ)+γuB(σ) ≥u

A(σKS,p)+γuB(σKS,p)
uA
max+γuBmax ≥12

。 证毕

定理3 当l1>l2时,对于情形2下的问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j ,可以得到PoF=12

。

证明 由引理6可知,PoF≤12
,下面证明这个界是紧的。考虑这样一个实例:代理A有m 个工件,工件的

加工时间均为p;代理B有2个工件pB
1 和pB

2,加工时间均为p′,且p<p′。工件pB
1 和pB

2 在交货期dB
1 和dB

2 前

恰有l2个和l1个代理A的工件加工,且满足l1+l2 是一个偶数。系统效用为U(x,y)=uA(x,y)+γuB(x,y)=
K1+(x+2y)(γp-p′),当(x,y)=(0,0)时,与之相对应的排序是一个最优排序,即U(σ*)=K1。

下面考虑KS公平排序,对于直线y=-x
2+

K1K2

2K2p′+2K1p
上的整数点,都满足uA(x,y)=uB(x,y)。特别

地,可以选择(x,y)= 2m-l1-l22
,æ

è
ç

ö

ø
÷0 ,比较容易验证与之相对应的排序是一个 KS公平排序,则代理的效用

uA 2m-l1-l2
2

,æ

è
ç

ö

ø
÷0 =K1

2
,uB 2m-l1-l22

,æ

è
ç

ö

ø
÷0 =K2

2
。根据PoF的定义,U(σ

*)-U(σKS,p)
U(σ*) =K1-γK2

2K1
→12

,当固定

p的值,令p′→∞。 证毕

定理4 问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j 在l1>l2 的情形下,有PoF=12

。

2.2l1≤l2的情形

现在,考虑问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j 在l1≤l2情形下的公平定价问题,代理A工件的加工时间均为

p,代理B工件的加工时间为p′,并且p′≥p。通过两种不同的情形讨论来说明KS公平排序集合和公平定价的

情况,并求得PoF≤12
。

首先,给出Pareto排序解的结构刻画,如图1所示,类似地给出l1≤l2 情形下代理A和代理B的费用函数

和效用函数(表2)。
记K3=uA

max=2(m-l1)p′,K2=uBmax=2P+3p′-dB
1-dB

2。为了保证K2>0,不妨假设l2≤m-1。表2中关

于代理B的效用函数,需要分为以下两种情形。
2.2.1情形1(当l1=l2时) 类似地,首先给出相应的费用函数:

fB(x,y)=

0,x=0,y=m-l1

∑
m-y

i=1
pA

i +2p′-dB
2,0<x≤m-l1,y=m-l1-x

∑
m-x-y

i=1
pA

i +∑
m-y

i=1
pA

i +3p′-dB
1-dB

2,0≤x<m-l1,y<m-l1-

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï x

,

进而求出对应的效用函数如下:

uB(x,y)=
K2,x=0,y=m-l1
P+Py+p′-dB

1,0<x≤m-l1,y=m-l1-x
Px+2Py,0≤x<m-l1,y<m-l1-

ì

î

í

ï
ï

ïï x

,
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则标准化效用函数可表示为:

uB(x,y)=

1,x=0,y=m-l1
P+Py+p′-dB

1

K2
,0<x≤m-l1,y=m-l1-x

Px+2Py

K2
,0≤x<m-l1,y<m-l1-

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï x

。

表2 代理的费用和效用函数

Tab.2 Costandutilityfunctionsofagents

费用和效用 代理A 代理B

fi
min ∑

m

j=1
∑
j

i=1
pA

i 0

fi
max fA

min+2(m-l1)p′ 2P+3p′-dB1-dB2

fi(x,y) fA
min+(x+2y)p′ fB(x,y)

ui(x,y) K3-(x+2y)p′ uB(x,y)

ui(x,y)
K3-(x+2y)p′

K3
uB(x,y)

下面就以下3种子情况分析KS公平排序和公平定价的值。

1)当x=0,y=m-l1 时。两个代理的标准化效用为uA(0,m-l1)=0,uB(0,m-l1)=1。这种情况下与

(0,m-l1)相对应的排序是最为平凡的一种公平排序,从而有PoF=0。

2)当0<x≤m-l1,y=m-l1-x 时。此时两个代理的标准化效用分 别 为uA(x,m-l1-x)=
K3-xp′-2(m-l1-x)p′

K3
=xp′K3

,uB(x,m-l1-x)=
(2m-l1-x)p+p′-dB

1

K2
。系统效用可以表示成:

U(x,m-l1-x)=xp′+γ[(2m-l1-x)p+p′-dB
1],

则当x=m-l1 时,系统的效用达到最大。令uA(x,m-l1-x)=uB(x,m-l1-x),可以得到二者的交点:

x0=K3[(2m-l1)p+p′-dB
1]

K3p+K2p′ ≥
(2m-l1)p+p′-dB

1

2p >m-l1-12
。

如果x0≥m-l1,则xKS=m-l1,从而得到PoF=0;如果m-l1-12<x0<m-l1,则xKS=ëx0û或xKS=éx0ù。

由KS公平的定义,这取决于min{uA(ëx0û,m-l1-ëx0û),uB(ëx0û,m-l1-ëx0û)}与min{uA(éx0ù,m-l1-éx0ù),

uB(éx0ù,m-l1-éx0ù)}的大小关系。经过验证可以得到xKS=éx0ù=m-l1,从而得到PoF=0。

3)当0≤x<m-l1,y<m-l1-x时。这一取值范围可等价转换成0≤x<m-l1,0≤y<m-l1 和0≤x+y<

m-l1。此时有uA(x,y)=
K3-(x+2y)p′

K3
,uB(x,y)=

(x+2y)p
K2

。注意到在这种情形下得到的排序都是Pareto

最优排序。此种情形可以同样地仿照本文2.1部分中的情形2,推得PoF≤12
。

定理5 对于l1=l2情形下的问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j ,可以得到PoF≤12

。

2.2.2情形2(当l1<l2时) 同样地,首先给出代理B的费用函数如下:

fB(x,y)=

0,x=0,y=m-l1

∑
m-y

i=1
pA

i +2p′-dB
2,m-l2 ≤x+y<m-l1

∑
m-x-y

i=1
pA

i +∑
m-y

i=1
pA

i +3p′-dB
1-dB

2,0≤x+y<m-l

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 2

,

从而得到代理B相应的效用函数如下:
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uB(x,y)=
K2,x=0,y=m-l1
P+Py+p′-dB

1,m-l2≤x+y<m-l1
Px+2Py,0≤x+y<m-l

ì

î

í

ï
ï

ïï
2

,

可以求出标准化效用函数如下:

uB(x,y)=

1,x=0,y=m-l1
P+Py+p′-dB

1

K2
,m-l2≤x+y<m-l1

Px+2Py

K2
,0≤x+y<m-l

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 2

。

下面分3种子情况分别讨论KS公平排序集合和公平定价的情况。

1)当x=0,y=m-l1 时。两个代理的标准化效用为uA(0,m-l1)=0,uB(0,m-l1)=1。这种情况下与

(0,m-l1)相对应的排序是最为平凡的一种公平排序,从而有PoF=0。

2)当m-l2≤x+y<m-l1 时。注意到在这种情形下,代理B的两个工件应该连续加工,即x=0,m-l2≤

y<m-l1。则有代理的标准化效用为uA(0,y)=
K3-2yp′

K3
,uB(0,y)=

(m+y)p+p′-dB
1

K2
。系统效用可以表示

成U(0,y)=K3-2yp′+γ (m+y)p+p′-dB[ ]1 ,很容易验证得到U(σ*)=U(0,m-l2)。令uA(0,y)=uB(0,y),

得到两者的交点y0=
K2K3-K3(mp+p′-dB

1)
K3p+2K2p′

。已知y的取值范围为m-l2≤y<m-l1,可以证明y0<
m-l1
2

是成立的,从而有yKS≤
m-l1
2
。

下面说明PoF≤12
成立。如果y0≤m-l2,则与(0,m-l2)相对应的排序是一个KS公平排序,从而得PoF=

0;如果y0>m-l2,则m-l2≤yKS≤
m-l1
2
。下面证明对于任何一个KS公平排序,有U(σ*)-U(σKS,p)

U(σ*) <12
成

立。上式可等价转换成证明:

K3-2yKSp′+γ[(m+yKS)p+p′-dB
1]

K3-2(m-l2)p′+γ[(2m-l2)p+p′-dB
1]
>12

。 (4)

整理(4)式可得,只需证明K3+2(m-l2)p′-4yKSp′+γ[(l2+2yKS)p+p′-dB
1]>0成立。

结合m-l2≤yKS≤
m-l1
2

可知,K3+2(m-l2)p′-4yKSp′>0。而l2≤m-1,所以有

(l2+2yKS)p+p′-dB
1>(2yKS-1)p≥p>0

成立。则(4)式是成立的,从而PoF≤12
。

3)当0≤x+y<m-l2 时。这一取值范围可等价转换成0≤x<m-l2,0≤y<m-l2 和0≤x+y<m-l2。

此时有uA(x,y)=
K3-(x+2y)p′

K3
,uB(x,y)=

(x+2y)p
K2

。注意到在这种情形下得到的排序都是Pareto最优排

序。此种情形的证明类似于本文2.1部分中的情形2,推得PoF≤12
。所以有下面的结果成立。

定理6 对于l1<l2 情形下的问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j ,可以得到PoF≤12

。

定理7 问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j 在l1≤l2 的情形下,可以得到PoF≤12

。

定理8 对于问题1dB
1 <dB

2 ∑CA
j,∑TB( )j ,有PoF=12

。

3结束语

本文研究了两代理单机环境下的公平定价问题,其中一个代理最小化其总完工时间,另一个代理最小化总

延误,并且该代理有两个交货期的情形。指出所有的KS公平排序是可以在线性时间内找到的,并得到公平定价
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的值为1
2
,且通过举例说明了这个界是紧的。对于未来的研究,拟关注其他排序模型的公平定价问题。
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PriceofFairnessinTwo-AgentSingle-Machineto
MinimizetheTotalCompletionTimeandtheTotalTardiness

CHONGBeibei,FANBaoqiang
(SchoolofMathematicsandStatistics,LudongUniversity,YantaiShandong264000,China)

Abstract:[Purposes]Itconsidersthepriceoffairnessintwo-agentschedulinggame,inwhichoneagentminimizestotalcompletion
timeandanotheragentminimizestotaltardinessinasinglemachineenvironment.[Methods]Jobsofeachagenthavethesame

processingtime,wherethefirstagentseekstominimizethetotalcompletiontime,thesecondagentistominimizethetotal
tardiness,andthesecondagent’sjobhastwodifferentdeliverytimes;theproblemisanalyzedindifferentcases.[Findings]Allof
theKS-fairnessschedulescanbefoundinlogarithmictime,andthepriceoffairnessequalstoahalf,aninstanceillustratedthe
boundistight.[Conclusions]Itgeneralizestheresultswhichhaveexistedandenrichesthecontentaboutpriceoffairnessoftwo
agentsinsingle-machineenvironment.
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