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短圈覆盖与处处无零4-流
*
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摘要:【目的】针对一些特殊的图类验证Tutte的4-流猜想。【方法】用子图的处处无零4-流构造原图的处处无零4-流。

【结果】1)若图G=∪
n

i=1
Gi,其中Gi 存在处处无零4-流,1≤i≤n,且∪

l-1

i=1
Gi 与Gl 最多有两条公共边,2≤l≤n,则G 存在处处

无零4-流;2)若图G=H∪F,其中 H 是G 的一个存在处处无零4-流的子图,F 是G 的一个阶数不超过4的无桥连通子

图,则G存在处处无零4-流;3)若图G的每条边都包含在一个长度不超过4的圈中,则G存在处处无零4-流。【结论】上
述的第2个结果是Catlin的一个引理的推广;Imrich和Škrekovski关于笛卡尔积图的处处无零4-流的结果是上述第3个

结果的一个直接推论。
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本文所涉及到的图是可能有重边但没有自环的有限无向图,所用的记号和术语都是标准的,与很多通用的

教材[1]一致。
整数流的概念是Tutte在研究四色问题时提出的。在对这一概念进行初步研究之后,Tutte提出了3个著

名猜想[2]:任何4-边连通图存在无零3-流(3-流猜想);任何不能收缩成Peterson图的2-边连通图存在无零4-流
(4-流猜想);任何2-边连通图存在无零5-流(5-流猜想)。近些年来,众多学者对整数流问题进行了深入研究,并
且取得了一些重要进展[3-7]。Jaeger[5]证明了任意一个4-边连通图存在处处无零4-流,并提出如下猜想:存在一

个正整数k,使得任意一个k-边连通图存在处处无零3-流。这一猜想被Thomassen解决,他证明了任意一个8-
边连通图存在处处无零3-流[6]。随后Lov췍sz等人[7]把Thomassen的结果改进到了6-边连通的情形。

本文针对一些特殊的图类验证处处无零4-流的存在性,主要得到3个结果。第1个结果给出了当一个图可

以写成多个图的并时,存在处处无零4-流的一个充分条件。这个结果的一个特殊情形是当一个图可以写成它的

两个至多有两条公共边的子图的并时,它存在处处无零4-流。第2个结果是Catlin[2]的一个引理的推广,证明了

当一个图可写成一个存在处处无零4-流的子图和一个阶至多为4的无桥连通子图的并时,它存在处处无零4-
流。第3个结果是每条边都包含在一个长度不超过4的圈中的图存在处处无零4-流。需要指出的是,用第3个

结果可以很容易证明Imrich等人[3]提出的关于笛卡尔积图的处处无零4-流存在性的定理。

1预备知识

首先介绍一下整数流的概念。设G 是一个图,若D 是赋予G 的每条边的两个可能方向中的一个后得到的

有向图,则称D 为G 的一个定向。用D+(v)表示G 的以点v∈V 为起点的边的集合,用D-(v)表示G 中以点

v∈V 为终点的边的集合。设G=(V,E)是一个以V 为顶点集,E 为边集的图,A 是一个阿贝尔(加法)群,D 是G
的一个定向,φ是E 到A 的映射。记φ+ (v)∶= ∑

e∈D+(v)
φ(e),φ- (v)∶= ∑

e∈D-(v)
φ(e)。

若对任意的v∈V 都有φ+(v)=φ-(v)成立,则称(D,φ)是G 的一个A-流。称集合supp(φ)={e|φ(e)≠0}
为φ的支撑。若supp(φ)=E,则称(D,φ)是G 的一个处处无零A-流。特别地,称图G 的一个Z 流为一个整数
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流,其中Z为所有整数组成的加法群。设k是一个正整数,若图G 的一个整数流(D,φ)满足 φ(e)<k,∀e∈E,
则称(D,φ)是G 的一个k-流。Tutte[2]证明了一个图有处处无零k-流当且仅当它有处处无零Zk-流,其中Zk 为

所有模k的剩余类组成的加法群。为了方便,本文称Zk-流为k-流。根据文献[2],若G 对的某个定向存在处处

无零k-流,则G 对任意定向都存在处处无零k-流,因此讨论k-流的存在性时可以选择任意方向。
其次,给出图的笛卡尔积的概念。设G 和H 是两个图,G 和H 的笛卡尔积G□H 的定义如下:它的顶点集

为V(G)×V(H);它的边集为V(G)×E(H)∪E(G)×V(H);对任意边(u,e′)∈V(G)×E(H),(u,u′)和(u,v′)
是(u,e′)的两个端点,其中u′,v′是e′的两个端点;对任意边(e,u′)∈E(G)×V(H),(u,u′)和(v,u′)是(e,u′)的
两个端点,其中u,v是e的两个端点。注意到这里给出的笛卡尔积的定义无论对简单图还是对有重边的图都是

适合的。
最后,给出一些引理,这些引理将在证明主要定理时用到。其中前3个引理的证明可在文献[2]中找到。
引理1[2] 设G 是一个图,C0 是G 中长小于等于4的圈,若G 存在整数4-流(D,φ),使得E(G)-E(C0)⊆

supp(φ),则G 存在处处无零4-流。
引理2[2] 设G 是一个图,A 是阶为k 的阿贝尔群,φ是A 的一个自同构,D 是G 的一个定向。若(D,φ)是

G 的处处无零k-流,则(D,σφ)是G 的处处无零k-流。
引理3[2] 设G 是一个图,若A 和B 是两个阶相等的阿贝尔群,则G 存在处处无零A-流当且仅当G 存在处

处无零B-流。
引理3表明一个图是否存在处处无零A-流和阿贝尔群A 的结构没有关系,只与A 的阶有关。
称边数为n的2度连通正则图为n-圈。特别地,2-圈指的是由两个顶点和两条平行边构成的图。有如下

引理。
引理4 任何一个无桥连通图都可分解成一些无桥简单图或2-圈的并。
证明 对图G 的边数进行数学归纳。设图G 是无桥连通图。若G 为一个简单图或2-圈,则命题显然成立。

特别地,命题对 E(G)=2成立。下设G 有重边且 E(G)>2。假设命题对边数小于 E(G)的图成立。
若图G 中存在割点,那么图G 可分解成以割点为唯一公共顶点的两个无桥图G1 和G2 的并,且 E(Gi)<

E(G),i=1,2。由归纳假设知,子图G1 和G2 都可分解成一些无桥简单图或2-圈的并。因为G=G1∪G2,所
以G 可解分成一些无桥简单图或为2-圈的并。

下面讨论G 不存在割点的情形。
因为G有重边,所以图G中存在一个2-圈C2。设C2 的两条边为e1 和e2,两个顶点为u和v。令G′=G-e1,则

G=G′∪C2。易证G′不存在割点。事实上,若G′存在割点w,则在G′中删除w 后得到的图不连通。若 w∈
{u,v},则G 删除w 后和G′删除w 后得到的图是一样的。若w∉{u,v},则G 删除w 后得到的图恰好比G′删除

w 后的得到的图多一条平行边。因此w 也是G 的割点,这与讨论的前提矛盾。矛盾说明G′不存在割点,所以

G′是无桥连通图。
由于 E(G′)< E(G),根据归纳假设知,图G′可分成一些无桥简单图或2-圈的并。因为G=G′∪C2,所

以G 可分成一些无桥简单图或2-圈的并。 证毕

2主要结果

本节着重给出本文主要结果的详细证明。
定理1 设图G 是n 个子图G1,G2,…,Gn 的并,且对于任意i∈{1,2,…,n},Gi 存在处处无零4-流。若对于

任意l∈{2,3,…,n},∪l-1
i=1Gi 与Gl 最多有两条公共边,则G 存在处处无零4-流。

证明 根据引理3,只需证明G 存在处处无零A-流,其中A∶=Z2×Z2 是4阶初等阿贝尔群。
对n进行数学归纳。当n=1时,命题显然成立。
下面设n>1,并假设命题对n-1成立。令 H1=∪n-1

i=1Gi,H2=Gn,则G=H1∪H2。
由归纳假设知,H1 存在处处无零4-流,H2 存在处处无零4-流,且 E(H1)∩E(H2)≤2。设D 是G 的一个

定向,Di 是D 限制在Hi 上所得到的Hi 的定向,其中i=1,2。设(Di,φi)是 Hi 的一个处处无零4-流,i=1,2。
定义E(G)到A 的映射φ′i 如下:
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φ′i(e)=
φi(e),e∈E(Hi)

0,e∉E(Hi
{ )

,

则(D,φ′i)是G 的一个4-流。
由于A=Z2×Z2,则可直接验证σ:(0,0) (0,0)(1,0) (0,1)(0,1) (1,1)(1,1) (1,0)是A 的一个

3阶自同构。设φ′1(ei)=σniφ′2(ei),i∈{0,1,2}。当E(H1)∩E(H2)={e0}时,取j∈{1,2,3}\{n0},则φ′1(e0)-
σjφ′2(e0)≠0。当E(H1)∩E(H2)={e1,e2}时,取j∈{0,1,2}\{n1,n2},则φ′1(ei)-σjφ′2(ei)≠0,其中i=1,2。
令φ=φ′1-σjφ′2,由引理2知,(D,φ)是G 的一个4-流。对任意e∈E(G),若e∈E(H1)-E(H2),则φ(e)=

φ1(e)≠0;若e∈E(H2)-E(H1),则φ(e)=φ2(e)≠0;若e∈E(H1)∩E(H2),则φ(e)=φ1(e)-σjφ2(e)≠0。因

此(D,φ)是G 的一个处处无零4-流。 证毕

定理2 设H,F 是图G 的两个子图且满足G=H∪F。若H 存在处处无零4-流,F 是阶至多为4的无桥连

通图,则G 也存在处处无零4-流。
证明 分3种情形分别进行证明。
情形1,F 是一个圈。
因为F 的阶数至多为4,所以F 为长度不超过4的圈。取G 的一个定向D,并设D′是将D 限制在H 上所得

到的 H 定向。因为 H 存在处处无零4-流,所以存在定义在E(H)上的一个整数值函数φ′,使得(D′,φ′)为 H 的

一个处处无零4-流。在E(G)上定义整数值函数φ如下:

φ(e)=
φ′(e),e∈E(H)

0,e∈E(G)-E(H{ )
。

则(D,φ)是G 的一个4-流,并且E(H)⊆supp(φ)。因G=H∪F,所以E(G)-E(F)⊆supp(φ)。根据引理1,

G 存在处处无零4-流。
情形2,F 是简单图且F 不是圈。
因为F 的阶数至多为4,所以F 必为图1的两个图之一。所以F 可以分解成两个长度不超过4的圈F1 和

F2 的并(对于第一个图,F1 和F2 都为3-圈;对于第二个图,F1 和F2 都为4-圈)。根据情形1,H∪F1 存在处处

无零4-流。再对 H∪F1 和F2 运用情形1,可得(H∪F1)∪F2 存在处处无零4-流。因为

G=H∪F=(H∪F1)∪F2,
所以G 存在处处无零4-流。

图1 F图的可能性

Fig.1 PossibilityofgraphF

情形3,F 是有重边的图。

根据引理4,可分解成一些无桥简单图或2-圈的并。因此可设F=∪
s

i=1
Fi,其中每个Fi 都是一个简单图或2-

圈。根据情形1和情形2知H∪F1 存在处处无零4-流。对H∪F1 和F2 运用情形1和情形2的结果可知 H∪
F1∪F2 存在处处无零4-流。一直作下去可得 H∪F1∪F2∪…∪Fs 存在处处无零4-流。因为

G=H∪F=H∪F1∪F2∪…∪Fs,
所以G 存在处处无零4-流。 证毕

定理3 设G 是一个图,若G 的每条边都包含在一个长度不超过4的圈里,则G 存在处处无零4-流。
证明 设F={Δ1,Δ2,…,Δn}是由G 中所有长度不超过4的圈组成的极小集,其中Δi 是长度不超过4的圈,

i∈{1,2,…,n},则G=∪
n

i=1
Δi。对n进行数学归纳。

当n=1时,命题显然成立。
下面设n>1,并假设命题对n-1成立。

931第1期                 路 娜,等:短圈覆盖与处处无零4-流



根据归纳假设知,∪
n-1

i=1
Δi 存在处处无零4-流。由命题知,Δn 是阶至多为4的无桥连通图。根据定理2得,G=

∪
n-1

i=1
Δi∪Δn 存在无零4-流。 证毕

在文献[2]中,Imrich等人证明了两个非平凡连通图的笛卡尔积存在处处无零4-流。这个结果也是定理3
的一个直接推论,下面用定理3对这一结果进行证明。

推论1 两个非平凡的连通图的笛卡尔积存在处处无零4-流。
证明 设G,H 是两个非平凡的连通图,则G 和H 均无孤立点。根据图的笛卡尔积的定义得:

E(G□H)=V(G)×E(H)∪E(G)×V(H)。
任取(u,e′)∈V(G)×E(H),其中e′的两个端点分别是u′和v′。因为G 无孤立点,所以存在e∈E(G)以u为它

的一个端点。设e的另一个端点是v,则4条边(u,e′),(e,u′),(v,e′)和(e,v′)在G□H 中的诱导子图是一个4-
圈。因此V(G)×E(H)中任意一条边都包含在G□H 的一个4-圈中。

同理E(G)×V(H)中任意一条边也都包含在G□H 的一个4-圈中。这就证明了G□H 中任意一条边都包

含在的一个4-圈中。根据定理3,G□H 存在处处无零4-流。 证毕
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ShortCircleCoverageandNowhere-Zero4-Flow

LUNa,ZHANGJunyang
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]VerifyTutte’s4-flowconjectureforsomespecialclassesofgraphs.[Methods]Usethenowhere-zero4-flowof

subgraphstoconstructthenowhere-zero4-flowoforiginalgraphs.[Findings]1)LetG=∪
n

i=1
GibeagraphwhereeveryGiisa

subgraphofGadmittinganowhere-zero4-flow.Ifthereareatmosttwocommonedgesbetween∪
l-1

i=1
GiandGlforeach2≤l≤n,then

Gadmitsanowhere-zero4-flow.2)IfagraphG=H∪FwhereHadmitsanowhere-zero4-flowandFisabridgelessgraphoforder
atleast4,thenGadmitsanowhere-zero4-flow.3)IfeachedgeofagraphGiscontainedincycleoflengthatmost4,thenGadmits
anowhere-zero4-flow.[Conclusions]OursecondresultisageneralizationofCatlin’slemma.Theresultontheexistenceof
nowhere-zero4-flowsofCartesianproductgraphsgivenbyImrichandŠkrekovskisadirectcorollaryofourthirdresult.
Keywords:integerflow;nowhere-zero4-flow;cartesianproductgraph
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