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摘要:【目的】提高多目标优化问题的收敛速率及解的精度。【方法】在欧式空间中基于范数标量化方法提出了求解多目标

优化问题的次梯度算法。【结果】在每个目标函数与相应最小值的差的平方为凸函数的假设下,证明了多目标次梯度算法

的Pareto弱有效解的收敛性。【结论】数值实验结果表明:提出的多目标次梯度算法在求解多目标线性优化模型时具有

更快的收敛率,并且在求解非光滑多目标优化问题时具有更高的解的精度。
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众所周知,多目标优化理论与方法已被广泛应用于经济、工业、交通等方面[1-3]。多目标优化理论研究发展

十分迅速[4-5],尤其是提出了各种不同类型的解的定义,包括有效解、弱有效解和各类真有效解等[6-7]。遗传算法

是求解多目标优化问题的基本方法之一[8];基于标量化思想提出的多目标优化问题的各类求解方法也是求解多

目标优化问题的基本方法之一。常见的方法有线性加权法、极大极小法、范数标量化等。范数标量化方法的基

本思想是首先求出每一个目标函数的最小值,所有目标函数最小值构成理想点,进而在目标空间中引进某种范

数,并考虑在该范数下目标函数与理想点距离最小,从而将多目标优化问题转化为单目标优化问题[9]。
近些年来,一些学者基于传统单目标优化算法提出了求解多目标优化问题的算法。2000年,Fliege等人[10]

基于传统的最速下降算法提出了求解多目标优化问题的最速下降算法,并在目标函数的凸性假设下,证明了该

算法的收敛性;2004年,Grana等人[11]在Fliege等人的工作基础上提出了求解多目标优化问题的投影梯度算

法,主要思想是利用投影法将最速下降算法的迭代点投影到可行域上,从而达到求解含有约束的多目标优化问

题;2009年,Fliege等人[12]提出了求解多目标优化问题的牛顿算法,该方法在目标函数二次可微的条件下具有二

阶收敛性,能够快速求出多目标优化问题的局部有效解;2013年,Bello等人[13]提出了求解多目标优化问题的次

梯度算法,该方法要求目标函数是k-凸,在凸性条件假设下,该算法能够求解出多目标优化问题的有效解;2015
年,Brito等人[14]在Bello等人的工作基础上提出了求解多目标优化问题的松弛投影次梯度算法,该算法是基于

线性加权法对多目标优化问题的目标函数的次梯度进行线性加权处理,从而克服了Bello等人研究工作中的子

问题不容易求解的问题,并在目标函数的凸性假设条件下,证明了该算法可以收敛到Pareto弱有效解,但是该算

法对于多目标线性优化问题这类特殊多目标优化问题的收敛速率较慢。
本文在Brito等人的工作基础上,进一步提出了一种新的基于范数表量化方法的多目标次梯度算法。采用

每一个目标函数减去最小值后平方的次梯度来构造子问题,该方法不需要目标函数的凸性假设,仅需要每一个

目标函数减去最小值后的平方为凸函数即可,并在该假设条件下证明了本文提出的多目标次梯度算法的Pareto
弱有效解的收敛性。数值实验结果表明:多目标次梯度算法在多目标线性优化模型上有较快的收敛率,同时对

于多目标非光滑优化问题,得到的解的精度更高。
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1预备知识

本文中<,>表示Rn 中的内积,· 表示相应的范数,K 是Rm 中的闭点凸锥且int(K)非空。定义偏序关系⪯,

x⪯y(x≺y)当且仅当y-x∈K(y-x∈int(K))。本文假设 K=Rm
+,函数F:Rn→Rm,且F(x)=(F1(x),

F2(x),…,Fm(x))。考虑如下多目标优化问题:

minF(x),s.t.x∈C。 (1)
其中:C⊂Rn 是非空闭凸集且具有如下形式:

C={x∈Rn:g(x)≤0}, (2)
其中:g:Rn→R非线性函数且g(x)=sup{gj(x):j∈J}。

假设∀i∈{1,2,…,m},(Fi(x)-F0
i)2:Ω→R是Ω⊂C上的凸函数,即对任意x,y∈Ω,有:

(Fi((1-α)x+αy)-F0
i)2≤(1-α)(Fi(x)-F0

i)2+α(Fi(y)-F0
i)2,i∈{1,2,…,m},

其中:F0
i=minFi(x)。

定义1[5] x*∈C⊂Rn 是问题(1)的Pareto弱有效解,若不存在x∈C使得F(x)≺F(x*);若不存在x∈C
使得F(x)⪯F(x*)且F(x)≠F(x*),则称x*是问题(1)的Pareto有效解。

定义2[5] {uk}⊂Rn 是非空集合U⊂Rn 上的Quasi-Fejer收敛序列,若对∀u∈U 存在子列{ψk}⊂R+使得:

uk+1-u 2≤ uk-u 2+ψk,且∑
∞

k=0
ψk < ∞。

引理1[5] 假设x*∈C满足max
i
(Fi(x)-Fi(x*))≥0,∀x∈C,则称x*是问题(1)的Pareto弱有效解。

令x∈Rn,D⊂Rn 是闭凸集,称它的投影为D 上的正交投影,若在D 中存在唯一一个点使得 PD(x)-y ≤
x-y ,∀y∈D 记为PD(x)且PD(x)还满足<x-PD(x),y-PD(x)>≤0,y∈D。

引理2[15] 若{uk}⊂Rn 是非空集合U⊂Rn 上的Quasi-Fejer收敛序列,那么{uk}有界。进一步,如果{uk}的
聚点u∈U,那么lim

k→∞
uk=u。

引理3[15] 对∀i∈{1,2,…,m}有如下结论成立:i)∀x∈C ,∂Fi(x)是一个非空闭凸集;ii)∂Fi(x)在有界

集上是有界的。
引理4[14] 对∀k∈N,如下结论成立:i)ωk ≤2βk;ii)xk+1-zk ≤2βk。
引理5[14] 对∀y∈C,∀k∈N,则有 zk-y ≤ xk-y 成立。

引理6[14] 令y∈Ck,则 <ωk,zk-y>≤βk

ηk∑
m

i=1
λk

i<sk
i,y-zk>+2β2k,k=0,1,… 成立。

引理7[16] y0∈Rn,g(y0)>0,{yj}是由投影算法产生的序列则有:i)yj+1-y ≤ yj-y ,∀y∈C;ii)算

法将在有限步内终止。

定义两种非负序列λk 和βk且满足如下条件:{λk}⊂ [0,1],∑
m

i=1
λk=1,∀k∈N;∑

∞

k=0
βk=∞,∑

∞

k=0
β2k < ∞。
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下面首先介绍Konnov等人在1997年提出的投影算法,该算法将Rn 中的点投影到可行域C 上;并假设约束

集内部非空,即存在一点ω∈Rn 使得g(ω)<0。

2.1投影算法[16]

步骤0:令y0∈Rn,j∶=0;
步骤1:若g(yj)≤0,则停止计算;否则转步骤2;
步骤2:选取sj∈∂g(yj)计算:

yj+1∶=yj- 2
sj 2g(yj)sj,j∶=j+1, (3)

转步骤1。

2.2本文算法

步骤0:选择初始点x0∈Rn,令k=0;
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步骤1:若g(xk)≤0,则令zk∶=xk,否则应用投影算法令y0=xk 得到yj(k),令zk=yj(k);
步骤2:选取vk∈∂g(zk),定义Ck∶={x∈Rn:g(zk)+<vk,x-zk>≤0};选取sk

i∈∂(Fi(x)-F0
i)2,若sk

i=0,

则算法终止;否则令ηk= max
i=1,…,m

{1,sk
i },计算ωk∶=argmin

Ck-zk
hk(ω),其中hk(ω)=βk

ηk
<∑

m

i=1
sk

iλk
i,ω>+

ω 2

2
。若

ωk=0,则算法终止;否则转步骤3;
步骤3:令

xk+1∶=zk+ωk, (4)

k∶=k+1转步骤1。

3收敛性分析

引理8 假设算法在第k步(∈N)使得下列条件之一成立:i)∃i∈{1,…,m},s.t.sk
i=0;ii)ωk=0。则zk

是问题(1)的Pareto弱有效解。
证明 设在第k步(k∈N)使得i)成立,即存在i0∈{1,…,m}使得sk

i0=0,由于(Fi(x)-F0
i)2,∀i∈{1,

2,…,m}是凸函数,从而∀x∈C,(Fi0
(x)-F0

i0
)2≥(Fi0

(zk)-F0
i0
)2,即Fi0

(x)≥Fi0
(zk)。由引理1可得zk 是问

题(1)的Pareto弱有效解。
现在假设ii)成立,由ωk 的定义可得:

ωk=argmin
ω∈Ck-xk

βk

ηk
<∑

m

i=1
sk

iλk
i,ω>+

ω 2

{ }2 =argmin
ω∈Ck-xk

βk

ηk
<∑

m

i=1
sk

iλk
i,ω>+

ω 2

2
+12

βk

ηk∑
m

i=1
sk

iλk
i

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }

2

=

argmin
ω∈Ck-xk

1
2 ω- -βk

ηk∑
m

i=1
sk

iλkæ

è
ç

ö

ø
÷i

2

=PC-zk -βk

ηk∑
m

i=1
sk

iλkæ

è
ç

ö

ø
÷i 。

令Dk=Ck-{zk}= x-zk x∈C{ }k ,x=-βk

ηk∑
m

i=1
sk

iλk
i,ωk=0,从而由(4)式可得:

<βk

ηk∑
m

i=1
sk

iλk
i,ω>≥0,∀ω∈Ck-{zk}。

由于C⊂Ck,故有βk

ηk
<∑

m

i=1
sk

iλk
i,y-zk>≥0,∀y∈C。

综上所述,对∀y∈C,存在j∈{1,2,…,m}使得<sk
j,y-zk>≥0。由(Fj(x)-F0

j)2,∀j∈{1,2,…,m}是C 上

的凸函数,从而有:

max
i
{(Fi(x)-F0

i)2-(Fi(zk)-F0
i)2}≥(Fj(x)-F0

j)2-(Fj(zk)-F0
j)2≥(sk

j,y-zk)≥0。

从而Fj(y)≥Fj(zk),∀y∈C,故有引理1可得zk 是问题(1)的Pareto弱有效解。 证毕

引理9 若{zk}有界,则对∀y∈Ck,有如下结论成立:

limsup
k→∞ ∑

m

i=1
λk

i((Fi(y)-F0
i)2-(Fi(zk)-F0

i)2)≥0。

证明 令k∈N,y∈Ck。由引理4、引理5、引理6和(4)式可得:

zk+1-y 2≤ xk+1-y 2= zk-y+ωk 2= zk-y 2+ ω 2+2<ωk,zk-y>≤

zk-y 2+2βk

ηk∑
m

i=1
λk

i<sk
i,y-zk>+8β2k。 (5)

(Fi(y)-F0
i)2 是凸函数,由次梯度的定义可得<sk

i,y-zk>≤(Fi(y)-F0
i)2-(Fi(zk)-F0

i)2。再由此式及

(5)式最后一个不等式有:

zk+1-y 2 ≤ zk-y 2+2βk

ηk∑
m

i=1
λk

i((Fi(y)-F0
i)2-(Fi(zk)-F0

i)2)+8β2k。 (6)

定义集合Λ∶= k∈N:∑
m

i=1
λk

i((Fi(zk)-F0
i)2-(Fi(y)-F0

i)2{ }) 。下面分两种情况讨论。

i)集合Λ是无限的。此时有:

liminf
k→∞ ∑

m

i=1
λk

i((Fi(zk)-F0
i)2-(Fi(y)-F0

i)2)≤liminf
k∈Λ ∑

m

i=1
λk

i((Fi(zk)-F0
i)2-(Fi(y)-F0

i)2)≤0,
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则结论得证。

ii)集合Λ是有限的。此时存在k0∈N使得∀k>k0,有∑
m

i=1
λk

i((Fi(zk)-F0
i)2-(Fi(y)-F0

i)2)≥0。由于

{zk}是有界,从而存在一个整数L使得ηk≤L,因此,对于k≥k0 有:

2βk

L∑
m

i=1
λk

i((Fi(zk)-F0
i)2-(Fi(y)-F0

i)2)≤2βk

ηk∑
m

i=1
λk

i((Fi(zk)-F0
i)2-(Fi(y)-F0

i)2)。 (7)

结合(6)式与(7)式有:2βk

L∑
m

i=1
λk

i((Fi(zk)-F0
i)2-(Fi(y)-F0

i)2)≤ zk-y 2- zk+1-y 2+8βk。

取K∈N,将上式从k=k0 加到K。由于- zK+1-y 2<0,从而可得:

2∑
K

k=k0

βk

L∑
m

i=1
λk

i((Fi(zk)-F0
i)2-(Fi(y)-F0

i)2)≤∑
K

k=k0
β2k +‖z0-y‖2。 (8)

对(8)式令K→∞,同时结合(3)式有liminf
K→∞ ∑

m

i=1
λk

i((Fi(zk)-F0
i)2-(Fi(y)-F0

i)2)≤0,则结论得证。 证毕

定理1 (Pareto弱有效解的收敛性)若序列{zk}是有界的,则{zk}存在收敛子列{zki},z*∈C使得lim
i→∞

zki=z*,

并且z*是问题(1)的Pareto弱有效解。

证明 令y∈C。则由引理9可得0≤limsup
k→∞ ∑

m

i=1
λk

i((Fi(y)-F0
i)2-(Fi(zk)-F0

i)2)。 从而存在子列

∑
m

i=1
λkji ((Fi(y)-F0

i)2-(Fi(zkj)-F0
i)2{ }) 使得:

0≤lim
j→∞∑

m

i=1
λkji ((Fi(y)-F0

i)2-(Fi(zkj)-F0
i)2)=limsup

k→∞ ∑
m

i=1
λk

i((Fi(y)-F0
i)2-(Fi(zk)-F0

i)2)。

另一方面,由于{zk}有界及(3)式,则存在{zk}的子列{zkj}及{λk
i}的子列{λkji }使得lim

j→∞
zkj=z*∈C,lim

j→∞
λkji =

λi且∑
m

i=1
λi=1。 从而有:

0≤lim
j→∞∑

m

i=1
λkji ((Fi(y)-F0

i)2-(Fi(zkj)-F0
i)2)=limsup

k→∞ ∑
m

i=1
λk

i((Fi(y)-F0
i)2-(Fi(zk)-F0

i)2)=

limsup
k→∞ ∑

m

i=1
λi((Fi(y)-F0

i)2-(Fi(zk)-F0
i)2)≤∑

m

i=1
λimax

i
((Fi(y)-F0

i)2-(Fi(zk)-F0
i)2)≤

max
i
((Fi(y)-F0

i)2-(Fi(zk)-F0
i)2)∑

m

i=1
λi=max

i
((Fi(y)-F0

i)2-(Fi(zk)-F0
i)2)。

不妨设上式在i0 处取得最大值即:
(Fi0
(y)-F0

i0
)2-(Fi0

(zk)-F0
i0
)2=max

i
((Fi(y)-F0

i)2-(Fi(zk)-F0
i)2)≥0。

从而有Fi0
(y)≥Fi0

(zk)。结合引理4可得z*是问题(1)的弱Pareto有效解,从而结论得证。 证毕

定义如下集合:T∶={y∈C:∃k∈N,∀k>k,(F(y)-F0)2⪯(F(zk)-F0)2}。
引理10 设T 非空,由于(Fi(x)-F0

i)2 是凸函数,则对于∀y∈T 有:
<sk

i,y-zk>≤(Fi(y)-F0
i)2-(Fi(zk)-F0

i)2≤0,i=1,2,…,m。
证明 由上式及(10)式可以得到 zk+1-y 2≤ zk-y 2+8β2k;结合(3)式及定义2,取ψk=8β2k。 证毕

引理11 设{λk
i}⊂[λ,1],其中λ>0且T非空,那么序列{zk}收敛到z*∈T,并且对∀y∈T 有(F(y)-F0)2=

(F(z*)-F0)2。
证明 由引理8及引理10可得{zk}是有界序列,则对∀y∈T 有:

∑
∞

k=0
βk∑

m

i=1
λk

i((Fi(zk)-F0
i)2-(Fi(y)-F0

i)2)< ∞。

由y∈T 及(3)式可得liminf
k→∞

λk
i((Fi(zk)-F0

i)2-(Fi(y)-F0
i)2)=0。由∀i,k,λk

i>λ及上式可得:

liminf
k→∞

(Fi(zk)-F0
i)2=(Fi(y)-F0

i)2,1≤i≤m。

因为{zkj}⊂{zk},从而满足上述极限,故可得liminf
k→∞

(Fi(zkj)-F0
i)2=(Fi(y)-F0

i)2,1≤i≤m。
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不失一般性,设存在z* ∈C 使 得lim
j→∞

zkj =z*。由(Fi(zkj)-F0
i)2 的 连 续 性 得:lim

j→∞
(Fi(zkj)-F0

i)2=

(Fi(z*)-F0
i)2 且(Fi(z*)-F0

i)2=(Fi(y)-F0
i)2,∀y∈T。

从而由引理8可得{zk}收敛到{z*}。 证毕

定理2 (Pareto有效解的收敛性)序列{zk}极限点是问题(1)Pareto有效解。
证明 由引理10可得,{zk}收敛到z*∈T 且(Fi(z*)-F0

i)2=(Fi(y)-F0
i)2,∀y∈T。设z*不是问题(1)

的Pareto有效解,则存在z和j使得Fi(z)≤Fi(z*),∀i=1,2,…,m,i≠j,Fj(z)<Fj(z*)。
从而有(Fi(z)-F0

i)2≤(Fi(z*)-F0
i)2,∀i=1,2,…,m,i≠j,(Fj(z*)-F0

j)2<(Fj(z*)-F0
j)2。

由于z*∈T 由T 的定义可得z∈T,这与(Fi(z*)-F0
i)2=(Fi(y)-F0

i)2,∀y∈T。产生矛盾。因此z*是

问题(1)的Pareto有效解,从而结论得证。 证毕

4数值实验

本文主要与文献[14]中所提的算法进行数值实验对比。本文的数值实验在参数为12GBRAM,2.20GHz
i5Thinkpad上完成,使用 Matlab2020中的FMINCON和QUADPROG中的求解器进行求解。选择的终止准

则为 ωk ≤10-2或最大迭代步数为500,选择的步长βk=β/k,其中β∈{1,2,…,1000}。
例1 minf1(x)=2+(x1-2)2+(x2-1)2,

minf2(x)=9x1-(x2-1)2,

s.t.

x21+x22≤225
x1-3x2+10≤0
-20≤x1≤20
-20≤x2≤

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 20

。

本文从[-20,20]随机选择100个初始点进行计算。从平均迭代步数和Pareto有效解的分布进行比较,结
果见表1。

表1 例1RPM与New_RPM结果对比表

Tab.1 Comparisonofresultsbetweenexample1RPMandNew_RPM

方法 平均迭代步数 f*
1 f*

2 x*
1 x*

2

RPM 25.36 3478 -3728 -5 820

NPM 17.32 779 -73.02 -38 8.17

图1 例1目标函数空间图

Fig.1 Spatialdiagramofobjectivefunctionforexample1

例2 minf1(x)=-6x1-4x2,

minf2(x)=-x1,

s.t.
x1+x2≤100
2x1+x2≤150
x1,x2≥

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

。
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本文从[0,75]随机选择100个初始点进行计算。从平均迭代步数和Pareto有效解的分布进行比较,结果见

表2。

表2 例2RPM与New_RPM结果对比表

Tab.2 Comparisonofresultsbetweenexample2RPMandNew_RPM

方法 平均迭代步数 f*
1 f*

2 x*
1 x*

2

RPM 111 [-499.9341,458.1415] [-70.9292,-50.0329] [50.0329,70.9292] [8.1416,49.9343]

NPM 91.8 [-495.2126,-465.771] [-67.0885,-53.5] [53.5,67.0885] [15.8224,45.2781]

图2 例2目标函数空间图

Fig.2 Spacediagramofobjectivefunctionforexample2

例1与例2表明:虽然两种方法产生的最优解不一样且产生的最优解区间不一样,但函数值都在Pareto面

上,且当目标函数是线性时,本文的迭代步数优于RPM算法。
例3 minf1(x)= x1+x2 +x22-2x2,

minf2(x)= x1-x2 -2x2,

s.t.
-10≤x1≤10
-10≤x2≤{ 10

。

本文从[-10,10]随机选择了100个初始点进行计算。从平均迭代步数和Pareto有效解的分布进行比较,
结果见表3。

表3 例3RPM与New_RPM结果对比表

Tab.3 Comparisonofresultsbetweenexample3RPMandNew_RPM

方法 平均迭代步数 f*
1 f*

2 x*
1 x*

2

RPM 16.54 [-7.4010,-0.0139] [-3.9861,3.4011] [1.7663,9.4199] [1.7691,2.0509]

NPM 21.58 [-5.0528,-1.0594] [-5.953,1.406] [1.6419,9.1736] [1.4017,5.906]

图3 例3目标函数空间图

Fig.3 Spatialdiagramofobjectivefunctionforexample3
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例3表明:虽然本文提出的算法的平均迭代步数比RPM多了5次,但解空间却比RPM的范围要广。
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Multi-ObjectiveSubgradientAlgorithmBasedonNormScaleQuantizationMethod

XITianwei,JIANGShulan,ZHAOKequan
(SchoolofMathematicalScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Improvetheconvergencerateandsolutionaccuracyofmulti-objectivelinearoptimizationproblems.[Methods]It

proposesamulti-objectivesubgradientalgorithminEuclideanspacebasedonnormscalequantizationmethod.[Findings]Underthe
assumptionthatthesquareofeachobjectivefunctionminusitsminimumvalueisaconvexfunction,theconvergenceofthePareto
weaklyefficientsolutionofthemulti-objectivesubgradientalgorithmproposedisproved.[Conclusions]Finally,thenumericalresults
showthattheproposedmulti-objectivesubgradientalgorithmhasafastconvergencerateonthemulti-objectivelinearoptimization
model,andahigherprecisiononthemulti-objectivenon-smoothmodel.
Keywords:multi-objective;normscalequantization;subgradientalgorithm;Paretoefficientsolution
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